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DISCOURS 

PRÉLIMINAIRE. 

Quoique  les  Grecs  aient  enrichi  la 
Géométrie  de  très -belles  découvertes,  & 
qu’ils  aient  beaucoup  travaillé  fur  quelques 
Courbes  , * principalement  fur  les  Serions 
Coniques,  je  ne  puis  me  perfuader  que  leurs 
Géomètres  aient  fait  ufage  de  ce  genre 
d’Analyfe  que  nous  appelions  Algèbre.  En 
effet , avec  quelque  foin  qu’on  parcourre  les 
Écrits  des  anciens  Grecs , & fur-tout  ceux  de 
Pappus  qui  a fait  la  colledion  de  leurs  admi- 
rables découvertes  , on  n’y  trouve  aucun 
veftige  de  notre  Analyfe. 

Le  feul  Diophante  a fait  un  Ouvrage 
d’Aigebre  en  Langue. Grecque , mais  quoi- 
qu’on ignore  le  temps  auquel  il  a vécu , tout 
4e  monde  convient  néanmoins  qu’il  a écrit 
après  la  naiffance  de  Jéfus-Chrift.  On  pré- 
tend qu’il  avoit  compofé  treize  Livres  fur 
l’Analyfe  algébrique.  Guillaume  Xilandre 
a donné  une  traduction  Latine  des  fix 
premiers  , imprimée  à Bafle  en  15;  7 5 : les 
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autres  paroiïïent  perdus.  Bacchet  de  Mazie- 
rac  en  donna  une  édition  (îrecque-Laiine 
'en  idai.  Enfin  le  célébré  Fermât' en  fit 
paroître  une  autre  en  1670,  accompagnée 
de  pJufieurs  Notes  très-intéreflantes, 

Diophante  ne  traite  nullement  de  ce 
genre  de  Problèmes  , que  nous  appelions 
déterminés , il  parle  feulement  de  cètte  ef- 
pece  de  Problèmes  fémi-déterminés  qui  te-^ 
gardent  les  quarrés  ou  les  cubes  des  nombres , 
pour  la  fojution  defquels  il  faut  éviter  les 
quantités  radicales , ce  qui  demande  fouvent 
beaucoup  d’induftrie. 

Avant  qu’on  connût  en  Europe  les  Ou^ 
vrages  de  Diophante , l’Aleebre  des  Arabes, 
étoit  déjà  affez  répandue.  K Lucas  Paccioli 
fit  imprimer  le  premier  un  Livre  fur  f AL 
gebre,  qui  a pour  titre  : Sumrjm  Arithmttïcœ 
& Geomerria , proponîonumque  & proportio- 
nalhatum..  Si  nous  en  croyons  Wallis  , l’édi- 
tion en  paruç  à Venîfe  en  1 494.  L’Auteujr 
de  cet  Ouvrage  avoue  qu’il  a pris  beaucoup 
de  chofes  de  plufieurs  Savans  qu’il  nomme , 
tels  que  Léonard  de  Pifç , Jordan , &ç. 

F.  Lucas  çarle  fort  au  long  de  l’Arithmé- 
tique & de  1 Algèbre  ; mais  il  ne  va  pas  au- 
delà  des  Équations  du  fécond,  degré.  C’eft  In 
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auffi  que  les  Arabes  s’étoient  arrêtés.  De 
forte  que  F.  Lucas  6c  les  autres  Analyftes 
Européens  qui  l’ont  précédé  n’ont  fait  autre 
chofe  que  fimplifier  ce  que  les  Arabes  leur 
avoient  tranfmis.  Cardan , s’appuyant  fur  le 
témoignage  de  Léonard  de  Pife , aflule  que 
nous  devons  l’invention  de  l’AIgebre  à Ma- 
homet , fils  de  Mofis.  A celui-Ia  l’on  peut 
joindre  un  autre  Mahomet  de  Bagaad  , 
Geber,  ôc  d’autres  dont  les  noms  font  à 
peine  connus  ; 6c  il  eft  douteux  s’ils  fe  font 
occupés  de  l’AIgebre  , ou  feulement  de 
l’étude  de  l’Allronomie. 

Les  Auteurs  qui  ont  écrit  avant  Cardan  ; 
tels  que  Michel  Stifeli  ; bien  plus , plufieurs 
de  ceux  qui  ont  travaillé  depuis  Cardan  , 
comme  Pierre  Nonnius  , Profefleur  de  Co- 
nimbre  y n’ont  rien  ajouté  à cette  Science, 

• 

En  15:47  parut  le  grand  Art  de  Jérôme 
Cardan  de  Milan , Ouvrage  dans  lequel , ou- 
tre la  réfolution  des  Équations  Quadratiques , 
, on  trouve  encore  celle  des  Équations  Cubi- 
ques. Ce  Géomètre  avoue  ingénument  que  la 
méthode  de  réfoudre  les  Équations  du  troi- 
fiéme  degré  appartient  à Seipion  Ferreo  de 
Boulogne.  Celui  - ci  cacha  pendant  long- 
temps fa  découverte , ne  l’ayant  communi- 
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qude  qu’au  feul  Antoine  Florido,  Vénitien^ 
fon  Auditeur.  Ce  dernier  ayan^ropofé  dans 
un  combat  littéraire , à Nicolas  Tartalea  quel- 
ques Problèmes  qui  fuppofoient  la  réfolu- 
tion  des  Équations  du  troifieme  degré , foti 
adverfaire  travailla  avec  tant  de  fuccès  qu’il 
trouva  enfin  la  folution  defirée.  Tartalea 
découvrit  la  réglé  à Cardati  , mais  ne  lui 
communiqua  point  la  démonftration.  Celui- 
ci 'à  force  de  méditations  & de  travaux 
trouva  & perfedionna  cette  démonftration  ; 
& comme  il  fut  le  premier  qui  la  rendit  pu- 
plique , on  a appelle  formule  de  Cardan  celle 
dans  laquelle  fe  réfout  une  Équation  du  troi- 
fiéme  degré.  • 

. Dans  le  même  Ouvrage  de  Cardan  on 
trouve  une  autre  découverte  plus  admirable 
encore  , je  veux  parler  de  la  réfolutioii  des 
Équations  du  quatrième  degré , que  nous  de- 
vons, au  témoignage  même  de  ce  Géomètre, 
à Louis  de  Ferrariis  , fon  Auditeur.  Raphaël 
■Bombelli  la  publia  dans  fon  Algèbre  en  1574. 
Depuis  ce  temps-là  on  a fait  très-peu  de 
découvertes  relativement  à la  réfolution  des 
Équations  , ôc  il  nous  manque  encore  & il 
nous  manquera  fans  doute  encore  long- 
' temps  une  méthode  générale  pour  réfou- 
dre celles  qui  paffent  le  quatrième  degré  ; 
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cependant  Vincent  Ricati  a trouvé  la  ma- 
niéré de  réfoudre  les  Équations  de  tous  les 
degrés  lorfqu’elles  ont  certaines  conditions 
qui  les  rendent  fufceptibles  d’une  formule 
femblable  à celle  de  Cardan. 

Dans  ce  ternps-là  les  Algébriftes  ne  fai- 
foient  ufagc  des  lettres  alphabétiques  ou  des 
autres  fignes , que  pour  indiquer  les  quantités 
inconnues  , employant  les  nombres  pour  dé- 
figner  les  quantités  connues.  Cet  ulage  ren- 
doit  les  folutions  moins  univerfelles , & lorl^ 
que  les  données  étoient  changées  dans  un 
Problème  de  la  même  efpece  , on  étoit 
obligé  de  recommencer  le  calcul. 

Le  célébré  Viete,  François,  un  peu  avant 
1 5oo  introduifit  l’ufage  de  donner  des  noms 
aux  quantités  connues  & inconnues  par  le 
moyen  des  fymboles  algébriques  ; il  appella 
cela  Y Arithmétique  Spécieufe.  On  ne  lauroit 
douter  que  cette  méthode  n’ait  fait  changer 
de  face  à l’Algebre  & rendu  les  folutions 
des  Problèmes  plus  faciles , plus  fimples  & 
plus  univerfelles. 

Après  Viete  , Guillaume  Oughtred , An- 
glois  , publia  un  Livre  intitulé  Clavis  Ma- 
thematica,  en  1551.  La  même  année  parut 
l’Algebre  de  Thomas  Hariot  aufli  Anglois , 
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ouvrage pofthu me,  dont  l’Auteur  étoit  mort 
en  1621.  En  1Ç37  le  grand  Defcartes  donna 
fa  favante  Géométrie , qu’on  doit  plutôt  re- 
garder comme  un  Traité  d’ Algèbre.  Ces  Au- 
teurs firent  connoître  la  formation  des  Équa- 
tions compofées , & diviferent  les  Racines  en 
négatives  & pofitives , en  rationnelles  & ra- 
dicales , en  réelles  & imaginaires.  On  a en- 
fuite  découvert  plufieurs  autres  vérités  6c 
plufieurs  ufages  qui  ont  enrichi  l’Algebre. 

Gn  ne  doit  pas  pafler  fous  filence  TOu- 
vrage pofthume  d’un  certain  Marin  Getald  de 
Ragufe , qui  a pour  titre  : de  Compofitione  y Sf 
Rejolutione  Mathematicâ  j imprimé  à Rome 
en  16^0,  On  y trouve  une  méthode  très- 
clâire  pour  conftruire  géométriquement , 6c 
pour  déterminer  les  Racines  réelles  des  Équa- 
tions du  premier  6c  du  fécond  degré  , après 
qu  elles  ont  été  réfolues. 

Mais  le  célébré  Defcartes  a rendu  le  plus 
grand  fervice  aux  Mathématiques  en  appli- 
quant l’Analyfe  aux  Courbes  : car  il  a dé- 
montré leurs  propriétés  ôc  conftruit  par  leur 
moyen  les  Équations  fupérieures  au  fécond 
degré.  Plufieurs  Géomètres  travaillant  après 
fes  idées  ont  répandu  une  nouvelle  lumière 
fur  çés  matières  , parmi  lelquels  on  doit 
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compter  le  célébré  Rabuel  , qui  nous  a 
donné  un  Commentaire  très-favant  fur  la 
Géométrie  deDefcartes, 

Il  feroit  trop  long  de  faire  mention  ici  de 
tous  les  Analyftes  qui  ont  écrit  après  Defcar- 
tes  ; je  me  contenterai  de  parler  de  ce  qui  me 
paroîtra  le  plus  digne  d’attention.  Première- 
ment, quoiqu’une  Équation  ait  des  Racines 
réelles,  il  eft  fouvent  très -pénible  de  les 
trouver.  Les  Analyftes  ont  donné  plufieurs 
méthodes  pour  y parvenir  ; mais  le  favant 
Clairaut  paroît  avoir  épuifé  la  matière.  Bien 
plus , il  a enfeigné  la  maniéré  de  trouver  les 
Faâeurç  Ratioriels  du  fécond  degré  qui 
peuvent  divifer  une  Formule  donnée, 

Le  fubtil  Taylor  ayant  propofé  un  cer- 
tain Problème  à tous  les  Mathématiciens 
non  Anglois , Jean  Bernoulli , Jacob  Her^ 
man  , Gabriel  Manfredi  & Julien  de  Fa- 
gnan  découvrirent  la  méthode  dç  réfoudre 
plu/ieurs  Binômes  & Trinôme?  en  Faûeurs 
réels  du  fécond  degré.  Les  Ouvrages  pof- 
■ thumes  de  M.  Cotes  prouvent  affez  que 
cette  méthode  ne  lui  etoit  pas  inconnue  : 
puifqu’on  y trouve  un  Théorème  très-él^ant 
fur  la  divifionde  la  circonférence  d’un  (Cer- 
cle éh  parties  égales,  qui  eft  le  fondement  de 
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cette  invention.  Il  ne  fera  pas  inutile  de 
lire  ce  que  le  célébré  Euler  a écrit  fur  cette 
matière  dans  fon  Introdudion  à l’Analyfe 
des  infiniment-petits.  Le  célébré  M.  d’Alem- 
bert  a démontré  que  toutes  les  quantités 
imaginaires  de  quelle  forme  qu’elles  foient , 
peuvent  toujours  fe  réduire  à la  forme 
A-i-B*V(  — i),  A & B,  étant  des  quan- 
tités réelles. 


Euler  a ajouté  à l’Analyfe  le  nouveau 
Calcul  des  Sinus  & des  Co-finus , qui  eft  de 
la  plus  grande  utilité.  Vincent  Ricati  ne  s’eft 
pas  contenté  d’augmenter  ce  Calcul , il  a in- 
venté celui  des  finus  & des  co-finus  hyper- 
boliques , qui  ont  une  très-grande  analogie 
avec  les  circulaires. 


Plufieurs  Savans  ont  fait  ufage  des  Séries  j 
ceux  fur -tout  qui  ont  traité  de  probabilités 
dans  les  hafards,  comme  Montmort,  Jac- 


ques Bernoulli  & Moivre  ; mais  Vincent 
Ricati  a parlé  fort  au  long  de  cette  matière 
dans  un  Ouvrage  intitulé  : de  Seriehus  reci~ 
f ientihus  fummam  algebraicam  ^ autexponai- 
tialem  Commentarius. 


L’ufage  de  l’Algebre  dans  la  Géométrie  a 
été  perfedionné  ôc  augmenté  depuis  Defcar- 
tes.  Nevton  nous  a donné  l’énumération  des 
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lignes  du  troifiéme  ordre , mais  fans  démonf- 
tration  & fans  parler  des  réglés  qu’il  avoir 
fuivies  ; de  forte  qu’on  l’a  accufé  d’avoir 
écrit  plutôt  pour  fe  faire  admirer  que  p®üf 
înftruire.  Cependant  on  s’eft  apperçu  que  fa 
méthode  étoit  fondée  fur  le  parallélogram- 
me analytique  que  le  favant  de  Gua  a changé 
en  triangle.  Le  célébré  Stirling  non-feule- 
ment a développé  les  principes  de  Newton , 
il  a même  corrigé  avec  foin  les  erreurs  qui 
étoient  échappées  à ce  grand  homme.  Après 
lui  M.  Nicole  nous  a donné  dans  les  Mé- 
moires de  l’Académie  d^s  Sciences  l’énu- 
mération des  Lignes  du  troifiéme  ordre , en 
développant  tous  les  principes  que  Newton 
avoit  pu  fuivre.  M.  de  Bragelogne  a auffi  en- 
trepris l’énumération  des  lignes  du  quatrième 
ordre  ; mais  fon  travail  eft  imparfait.  Il  a 
parlé  fort  au  long  des  points  multiples , mais 
il  n’a  prefque  rien  dit  des  branches  infinies. 
Le  célébré  de  Gua  a développé  dans  un  fa- 
vant Ouvrage  les  ufages  de  l’Analyfe  Carthé- 
fienne  pour  la  recherche  des  propriétés  des 
Lignes  géométriques  d’un  ordre  quelconque. 
Ce  Mathématicien  auroit  , pour  ainfi  dire , 
épuifé  cette  théorie  , s’il  n’étoit  tombé  dans 
une  efpece  de  paralogifme  , .en  voulant  ju- 
ger des  Séries  par  leur  feul  premier  terme. 
Cette  recherche  a été  enfin  finie  par  Cramer 
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dfins  fon  Livre  intitulé  : Imroduâion  à VA- 
nalyfe  des  Lignes  courbes  algébriques.  Cet 
Ouvrage  de  58ô  pages  a été  imprimé 

•à^enêve  en  1 7 jo.  L’Auteur  y fait  ufage  du 
Triangle  algébrique , ce  qui  rend  fes  opéra- 
tions longues  & pénibles  ; il  ne  parle  d’ail- 
leurs ni  des  courbes  qu’on  appelle  tranfcen- 
dantes , ni  des  courbes  à double  courbure, 

' Peu  de  temps  auparavant  avoit  paru  Pin- 
troduâion  à l'Analyfe  des  infiniment-petits  de 
M.  Euler , Ouvrage  latin , en  deux  volumes 
in-4®.  Cet  Autej^  traite , comme  Cramer , 
des  branches  infinies  des  courbes  ôc  de  leurs 
genres  , des  points  de  contaâ: , des  rayons 
ofculateurs,  des  points  finguliers,  des  points 
conji^ués  ou  folitaires , des  points  multiples , 

6cc.  Ces  Savans  font  d’accord  dans  les  con- 
féquences  , quoique  leurs  méthodes  foient 
différentes  : mais  celle  d’Euler  eft  plus  fa-  j 
cile  à entendre  & à retenir. 

Outre  les  Ouvrages  dont  nous  venons 
de  parler , il  y en  a plufieurs  autres  dont 
nous  croyons  devoir  faire  mention  , telle 
eft  l’Algebre  de  Jean  "Wallis  , Anglois  , 
qu’on  trouve  dans  le  fécond  Tome  de  fes 
Ouvrages  ^ le  Chevalier  Nevton  dans  fon  • 
Arithmétique  univerfelle  , Ouvrage  très- 


Digitized  by  Google 


PRÉLIMINJIRE.  XV 

digne  d’im  fi  grand  Géomdtre  ; le  Marquis 
de  Lhôpital , qui  dans  fon  T raité  des  Se£kions  ^ 
Coniques  parle  des  équations  fupërieures  au 
fécond  degré  ; le  célébré  Bofcovich , Clairaut, 
dont  TAlgebre  a fait  tant  de  bruit  j Maclau- 
rin  , Saunderfon  , Emerfon  ; l’AIgcbre  de 
M.  Bezout , celle  de  M.  TAbbé  Marie,  celle 
de  M.  l’Abbé  Boflut  qui  a paru  en  1773  ; la 
traduftion  françoife  de  celle  de  M.  Euler,  en 
deux  vol.  in- 8®.  qui  a paru  la  même  année. 
Nous  avons  renfermé  dans  notre  Ouvrage  les 
découvertes  & les  méthodes  les  plus  dignes 
d’attention  qu’on  trouve  dans  les  Livres  dont 
nous  venons  de  parler,  6c  nous  avons  tâché  de 
les  mettre  à la  portée  des  efprits  médiocres. 

Le  Pere  Reineau  de  l’Oratoire  nous  a 
donné  en  1708  un  Cours  complet  intitulé  ' 
VAnalyfe  démontrée.  Il  faut  convenir  que  cet 
Ouvrage  a formé  plufieurs  Mathématiciens  ; 
mais  parce  que  dans  ce  temps-là  les  décou- 
vertes des  grands  hommes,  fur-tout  dans  le 
calcul  intégral,  étoient très-fréquentes  , cet 
Ouvrage  eft  aujourd’hui  très-imparfait.  Je 
né  dois  pas  paffer  fous  filence  le  Cours  de 
M.  Wolf;  mais  cet  Auteur  n’a  donné  que 
les  premiers  élémens  de  l’Algebre.  La  cé- 
lébré Marie  Agnefi  a publié  en  1748  de 
gavantes  Infiitutions  analytiques  en  deu:c  vo- 
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lûmes  in-4°.  Cet  Ouvrage  Italien , qui  a été 
reçu  avec  applaudiffement , a eu  le  plus 
grand  fuccès  , & il  n’eft  plus  pofllble  au- 
jourd’hui de  fe  le  procurer  à quelque  prix 
que  ce  foit.  Enfin  Vincent  Ricati  6c  Jérome 
Saladini  ont  compofé  de  concert  des  Inf- 
titutions  analytiques  en  deux  volumes  in-fol. 
Dans  le  premier  Tome,  en  3po  pages,  on 
trouve  r Algèbre  6c  fon  application  à la  Géo- 
«nétrie  avec  le  Calcul  des  finus  6c  des  co-finus, 
ôc  un  Traité  de  lignes  courbes  algébriques  ; 
mais  il  n y eft  pas  queftion  de  courbes  tranf- 
cendantes  , ni  à double  courbure.  Le  fé- 
cond Tome,  en  7^9  pages,  traite  du  Calcul 
Différentiel  6c  du  Calcul  Intégral , f en  ren- 
drai compte  dans  le  Difcours  Préliminaire 
qui  précédra  la  fécondé  Partie  de  ce  Cours  de 
Mathématiques  ; mais  cet  Ouvrage  latin  eft 
peu  connu  en  France. 

Il  nous  refte  maintenant  à donner  une 
idée  tant  de  la  méthode  que  nous  avons 
fuivie  , que  des  matières  que  nous  avons 

titées.  Nous  avons  divifé  notre  Ouvrage 
deux  parties  ; la  première  , dont  nous 
allons  rendre  compte , renferme  le  Calcul , 

/ la  Géométrie , les  Courbes  algébriques , les 
Courbes  tranfcendantes  6c  à double  cour- 
bure. Dans  le  premier  Volume  je  traite 

d’abord 
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d’abord  des  réglés  ordinaires  de  l’Arithmé- 
tique , des  Fradîions  ordinaires  ôc  décimales , 
de  l’évaluation  des  fradhions  , de  la  multi- 
plication & divifion  des  Nombres  complexes. 
Je  palTe  tout  de  fuite  à l’Algebre , dont  j’ai 
développé  les  réglés  le  plus  clairement  qu’il 
m’a  été  polÜble;  je  n’ai  pas  oublié  de  don- 
ner la  méthode  de  trouver  le  plus  grand 
commun  divifeur  de  deux  quantités  , mé- 
thode utile  dans  la  réfolution  des  équations  ; 
je  viens  ei4lite  à la  formation  des  puiffances 
des  Monomes  & Polynômes , à l’extraûion 
des  Racines , au  calcul  des  Radicaux  & des 
Expofans , & je  démontre  la  fameufe  For- 
mule du  Binôme  de  Newton  : fuivent  les 
raifons  & les  proportions.  Je  parle  bien- 
tôt après  des  progrelTions  arithmétiques 
& géométriques  ; je  développe  enfuite  la 
la  théorie  des  Logarithmes  6c  leurs  ufages 
Je  viens  après  cela  aux  Equations;  je  don- 
ne d’abord  quelques  principes , mais  j’en  fais 
tout  de  fuite  l’application  à plufieurs  quef- 
tions  très-intéreffantes.  Après  avoir  parlé  des 
Problèmes  déterminés , je  paffe  à ceux  que 
les  Géomètres  appellent  indéterminés , fémi- 


* L’invention  €n  eft  due  au  célébré  Neper,Ecoiïois,  & 
on  la  regarde , avec  raifon , comme  une  des  plus  belles  décou- 
vertes , dont  les  Mathématiques  aient  été  enrichies  dans  ces 
derniers  hecles. 
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déterminés  & plus  que  déterminés.  Je  réfous 
douze  Problèmes  fémi-déterminés  du  premier 
degré  , & cinquante-deux  des  degrés  fupé- 
rieurs  : car  ce  n’eft  que  par  le  grand  nom- 
bre d’exemples  qu’on  peut  fe  flatter  de  for- 
mer les  jeunes  Géomètres  ; mais  j’ai  eu  l’at- 
tention de  rendre  les  folutions  faciles , & de 
choifir  des  queftions  capables  de  piquer  la 
curiofité  des  Comnien^ans. 

De-là  paflant  aux  Equations  dl^econd  de- 
gré à plufieurs  inconnues  , je  donne  la  mé- 
thode de  réfoudre  ces  fortes  d’équations  , 
& ]'  en  fais  l’application  à plufieurs  Problè- 
mes intéreflans.  Je  n’oublie  pas  de  parler  des 
Equations  à deux  termes  , de  celles  qui  , 
quoique  plus  élevées  que  te  fécond  degré  , 
peuvent  néanmoins  fe  réfoudre  par  la  mé- 
thode du  fécond  ; ôc  à cette  occafion  je  donne 
une  formule  générale,  pour  avoir  la  racine  m 
d’une  quantité  de  cette  forme  b , b étant 
une  quantité  fort  petite  en  comparaifondea"*. 

Je  paffe  tout  de  fuite  aux  équations  de 
tous  les  degrés , dont  je  développe  la  for- 
mation ; j’apprends  à délivrer  une  équa- 
tion des  radicaux  , de  fon  fécond  terme  , 
des  fractions  quelle  peut  contenir , du  coef- 
ficient de  fon  premier  terme  ; à changer  les 
• 1 
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racines  pofitives  en  négatives , & récipro- 
quement ; à changer  les  racines  d une  équa- 
tion fans  les  connoître , foit  en  les  augmen- 
tant ou  en  les  diminuant  d’une  quantité 
donnée,  ou  en  faifant  quelles  foient  à ce 
qu’elles  étoient  dans  un  rapport  donné  ; 
à trouver  les  limites  des  racines  d’une  équa- 
tion i à trouver  les  racines  commenfurables 
& les  divifeurs  rationels  tant  du  premier  que 
du  fécond  degré.  Je  traite  après  cela  de  là 
réfolution  des  équations  par  le  moyen  des 
divifeurs  d’un  ordre  quelconque.  J’apprends 
enfuite  à trouver  les  racines  approchées  , 
lorfqu’on  ne  peut  pas  en  avoir  d exades  ; à 
trouver  les  racines  égale^  d’une  équation 
quand  il  y en  a*  Je  donne  la  méthode  de  trou- 
ver lès  racines  de  tous  les  degrés  d’une  quan- 
tité de  cette  forme  A -H  V B , ce  qu’on  ne 
favoit  faire  dans  tous  les  cas  que  pour  quel- 
ques degrés.  Les  Equations  du  troifiéme  oc  du 
quatrième  degré  font  trop  célébrés  pour  les 
paffer  fous  filence  ; c’eft  pourquoi  j’en  ai  parlé 
affez  au  long.  J’ai  cru  même  faire  plaifir  à 
mes  Lefteurs  en  leur  expliquant  une  méthode 
très-élégante  de  réfoudre  les  équations  du 
quatrième  degré , que  nous  devons  au  favant 
Euler. 

Quoi  qu’il  n’y  ait  aucune  méthode , du 
moins  pratiquable,pour  réfoudre  les  équa- 
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tions  fupérieures  dans  tous  les  cas  , cepen- 
dant lorfqu’une  des  racines  peut  s’exprimer 
par  une  formule  femblable  à celle  de  Cardan,  ' 
on  peut  trouver  cette  racine  , ainfi  que  je 
l’ai  fait  voir  par  plufieurs  exemples  ; j’ai  donc 
cru  devoir  donner  la  méthode  générale  pour 
connoître  les  Equations  qui  fe  trouvent  dans 
ce  cas.  Je  parle  enfuite  de  l’Infini , des  Sé- 
ries ou  Suites  des  Nombres  figurés  & Poly- 
gones ; de  la  méthode  de  trouver  le  terme 
général  & le  terme  fommatoirc  des  fuites,  foit 
algébriques,  foit  récurrentes,  foit  algébrico- 
géométriques.  Outre  les  Sérieé  récurrentes 
ordinaires  & qu’on  peut  appeller  Séries  récur- 
rentes Jîmples , jj^i  encore  parlé  d’une  autre 
. efpece  de  Séries  récurrentes  que  j’appelle 
compofées  : elles  fe  forment  d’un  certain  nom- 
bre de  termes  antécédens , multipliés  par  des 
quantités  confiantes , en  ajoutant  à leur  fom- 
me  une  même  quantité  pofitive  ou  négative. 

Parce  que  les  Séries  récurrentes  peuvent 
être  d’un  grand  fecours  dans  la  recherche  des 
racines  des  équations , j’ai  cru  devoir  déve- 
lopper les  principes  fur  lefquels  cette  métho- 
de efi  fondée , en  fàifant  voir  par  plufieurs 
exemples  la  maniéré  dont  on  doit  s’en  fer- 
vir  : enfin  je  termine  mon  Traité  d’ Algè- 
bre par  la  théorie  des  FraêHons  continues  . 
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dont  on  peut  faire  ufage  dans  la  rdfolution 
de  plufieurs  Problèmes.  M.  de  la  Grange  etj 
a traité  fort  au  long  dans  les  AdditioRf  qu’on 
trouve  à la  fin  de  l’Edition  françoife  dec  Elé- 
mens  d’ Algèbre  de  M.  Euler.  Mais  la  théorie 
de  ce  grand  Géomètre  paroît  trop  favante 
pour  être  mife  à la  fuite  d’un  Ouvrage  aufli  élé- 
mentaire que  celui  4,e  M.  Euler  ; ce  n’eft  pas 
que  nous  foÿons  de  l’avis  de  ceux  qui  affurent 
( voyez  l’Avertilfement  des  Editeurs  de  l’ori- 
ginal) qu’un  jeune  homme  qui  avoir  appris 
le  Métier  de  Tailleur,  & qui  ne  pouvoir  être 
mis,  quant  à fa  capacité , qu’au  rang  des  ef- 
prits  ordinaires  , avoir  non-feulement  très- 
bien  faifi  tout  ce  que  fon  Maître  lui  enfei- 
gnoit  & lui  diftoit , mais  qu’il  s’étoit  encore 
trouvé  en  peu  de  tems  en  état  d’achever  tout 
feul  les  Calculs  algébriques  les  plus  difficiles, 
& de  réfoudre  promptement  toutes  les  quef- 
tions  analytiques  qu’on  lui  propofoit.  Ce  font- 
là  de  pures  fables  qu’on  voudra  bien  nous 
difpenfer  de  croire.  Nous  ne  révoquons  pas 
cependant  le  fait  en  doute  : nous  prétendons 
feulement  que  le  jeune  homme  en  queftion 
avoir  des  difpofitions  plus  que  communes  ; 
parce  que , quoique  l’Ouvrage  de  M.  Euler 
foit  écrit  avec  beaucoup  de  méthode  & de 
netteté , un  efprit  ordinaire  ne  peut  fe  flatter 
de  l’apprendre  qu’avec  beaucoup  de  peine  ôc 
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de  travail  *.  Au  refte  nous  avons  parcouru 
eette  Algèbre  avec  beaucoup  d’attention  , 
& quoiqu’elle  ne  foit  pas  complette , la  lec- 
ture peut  cependant  en  être  très-utile  aux 
Commençans.  Mais  on  trouvera  dans  la  nôtre 
tout  ce  qu’il  y a d’intérelTant  dans  celle  du 
favant  Auteur  dont  nous  venons  de  parler, 
ôc  fur-tout  les  mèthodesqui  regardent  l’Ana- 
lyfe  de  Diophante , avec  plufieurs  Problèmes 

dont  ce  Savant  n’a  point  parlé. 

/ 

Il  feroit  difficile  de  fixer  l’époque  de 
l’origine  de  la  Géométrie  ; mais  on  ne  peut 
douter  qu’elle  ne  foit  de  la  plus  grande  anti- 
quité : dès  les  premiers  temps  on  eut  befoin 
de  mefurer  les  terreins , ôc  bientôt  après  la 
curiofité  porta  les  hommes  à chercher  des 
méthodes  pour  connoître  la  largeur  d’une 
riviere  qu’on  ne  pouvoir  pafler , la  hauteur 
d’une  montagne , la  folidité  d’une  muraille, 
&c.  on  tatona  fans  doute  long-temps  , & ce 
ne  fut  qu’après  bien  des  efforts  qu’on  trouva 
des  moyens  faciles  de  réuffir.  Euclide  fut  le 
premier  ',  il  y a environ  deux  mille  ans , qui 
fit  la  colledion  des  Principes  Géométriques 
connus  de  fon  temps  : & Ion  Ouvrage  con- 


* Cet  Ouvrage  eu  4em  voluines  in- 8*^.  a été  imprimé  ^ 
tyon  en  177}-  ^ - 
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facré  par  Teftime  générale  des  fiécles  éclai- 
rés , eft  un  de  ces  monumens  précieux  qui 
ont  échappé  aux  injures  des  temps. 

La  Géométrie , comme  tout  le  monde  le 
fait,  n’eft  autre  chofe  que  la  Science  de  TEf- 
pacç  ou  de  l’Étendue  en  longueur , largeur 
&L  profondeur;  c’eft-à-dire,  la  Science  des 
Lignes , des  Surfaces  ôc  des  Solides,  ^rès 
avoir  parlé  de  l’Algebre , je  viens  à la  Géo- 
métrie ; je  traite  û abord  des  Lignes  & de 
leurs  propriétés , des  Angles  ôc  de  leurs  me- 
fures.  Les  Géomètres  enfeignent  communé- 
ment que  les  Angles  qui  ont  les  côtés  pa- 
rallèles font  égaux  ; je  démontre  qu’ils  font 
égaux  , ou  fupplémens  l’un  de  l’autre.  Je 
parle  des  l’égalité  ôc  de  la  fimilitude  des 
triangles , des  Lignes  proportionnelles , ôcc. 
Je  pafle  à la  mefure  ôc  au  rapport  des  Sur- 
faces , aux  propriétés  des  Plans,  aux  Angles 
folides , ôcc.  Je  traite  enfuite  des  Solides , 
de  la  mefure  ôc  du  rapport  de  leur  furface 
ôc  de  leur  folidité.  Enfin  venant  à la  Tri- 
gonométrie , je  développe  les  méthodes 
connues  de  réfoudre  les  Triangles , foit  rec- 
tangles foit  obliquangles.  J’apprends  à me- 
furer  la  largeur  d’une  Riviere  , la  hauteur 
d’une  Tour , celle  d’une  Montagne , la  dif- 
tance  de  deux  Lieux  inaccelfibles  ; à lever 

b iv 
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une  Carte  Géographiquç  ; à trouver  le  rap- 
port approché  du  Diamètre  à la  circonfé- 
rence d uri  Cercle  j &c. 

Reprenant  enfuite  la  théorie  des  Sinus  ÿ 
Co-finus  , Tangentes,  Co-tangentes,  &c. 
j’enfeigne  à trouver  foit  le  Sinus , foit  le  Co- 
finus  , foit  la  Tangente,  foit  la  Co-tangente 
des  Arcs  multiples.  J’applique  cette  théorie 
à la  réfolution  des  Équations  du  troifiéme 
degré  dans  le  cas  irréduâible.  Enfin  je  ré- 
fous ce  Problêmé  : couper  la  demi-circonfé- 
rence d’un  Cercle  en  un  nombre  quelconque 
de  parties  égales  par  des  lignes  tirées  d’un 
point  , fitué  fur  le  diamètre , mais  hors  du 
centr  ; l’Équation  à laquelle  je  parviens , 
renferme  le  beau  Théorème  de  M,  Cotes. 

Après  avoir  parlé  de  la  Trigonométrie 
plane  ou  re£tiligne , je  développe  les  prin- 
cipes de  la  Trigonométrie-fphérique , fcience 
dont  on  ne  peut  fe  palier  dans  i’Aftronomie, 
& qui  eft  d’une  fi  grande  utilité  dans  la  na- 
vigation. J’ai  tâché  de  la  mettre  à la  por- 
tée des  efprits  ordinaires  , en  la  préfentant 
' (bus  un  point  de  vue  facile  à faifir , & écar- 
tant toutes  les  inutilités  dont  certains  Au- 
teurs ont , pour  ainfi  dire , accablé  cette  par- 
tie de  la  Géométrie, 
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Pour  traiter  les  chofes  dans  Tordre  le  plus 
naturel  qu’il  foit  polTible , je  n’ai  pas  fait  dif- 
ficulté de  faire  ulage  de  TAlgebre  toutes  les 
fois  qu’il  m’a  paru  qu’elle  pouvoit  fimplifier 
les  démonftrations  géométriques.  Ceux  qüi 
ont  traité  la  Géométrie  avant  TAlgebre  ont 
été  obligés  non-feulement  de  rendre  leur 
ouvrage  plus  long , mais  encore  de  renvoyer 
à TAlgebre  des  queftions  qui  doivent  natu- 
rellement être  placées  dans  la  Géométrie , 
inconvénient  qui  ne  me  paroît  pas  petit. 

Tel  eft  le  premier  volume  de  notre  Cours 
de  Mathématiques.  Le  fécond  contient  la 
Géométrie  fublime  ou  la  Géométrie  des  Cour- 
bes. Les  Courbes , comme  tout  le  m#nde  le 
f<çait,font  de  trois  efpeces, géométriques  ou  al- 
gébriques , tranfcendantes , & à double  cour- 
bure. Parmi  les  Courbes  algébriques,  les  Sec- 
tions Coniques  tiennent  le  premier  rang  à eau- 
fe  de  leur  utilité  dans  les  Arts,  TAftronomieôc 
laMéchanique  : elles  n’étoient  pas  inconnues 
aux  anciens  Géomètres  Grecs , qui  s’en  font 
beaucoup  occupés.  Je  commence  donc  par 
développer  les  propriétés  de  ces  Courbes  ; je 
n’oublie  pas  de  parler  des  Logarithmes  hyper- 
boliques ordinaires  , des  Logarithmes  fim- 
ples  ou  d’unç  dimenfion,  des  Sinus  & Co-finus 
hyperboliques.  Je  viens  aux  Sedions  coni- 
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ques  des  genres  fupérieurs , & je  fais  voir  que 
toute  équation  d’un  degré  impair  a au  moins 
une  racine  réelle  y & que  fi  elle  en  a plu- 
fieurs  elles  font  toujours  en  nombre  impair  ; 
de  forte  que  les  racines  imaginaires  font  tou- 
jours en  nombre  pair  : au  contraire  les  Equa- 
tions de  degré  pair  ont  des  racines  réelles  en 
nombre  pair , ou  n’en  ont  aucune.  Je  parle 
' aufli  de  quelques  ufages  des  Sections  Coni- 
ques J 6c  je  donne  une  idée  de  la  maniéré 
dont  on  emploie  la  Parabole  ôc  l’Ellipfe  dans 
la  conftruélion  des  vailTeaux.  Je  fais  voir  aulTi 
que  la  fufée  d’une  montre  doit  avoir  la  figure 
d’un  hyperboloïde  formé  par  la  révolution 
d’un  hÿ)erbole  autour  de  fon  afymptote. 

Après  les  Serions  Coniques , je  parle  des 
Courbes  Algébriques  de  tous  les  genre^ 
j’apprends  à décrire  la'  Courbe  lorfqu’on  a 
fon  équation  ; je  traite  enfuite  de  la  méthode 
des  Interpolations  , fi  utile  dans  l’Aftrono- 
mie.  De-ià  paflant  à d’autres  objets , j’enfei- 
gne  à tranfporter  l’Équation  d’une  Courbe  , 
dont  les  Axes  des  jc  ôc  des  y forment  un 
Angle  donné,  à d’autres  Axes  dont  l’Angle 
foit  différent  : je  démontre  que  les  feules 
Lignes  droites  font  défignées  par  une  Équa- 
tion du  premier  degré  à une  ou  plufieurs  in- 
connues. Je  parle  aufli  de  quelques  pro- 
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priétés  de  Lignes  de  tous  les  ordres.  Je  fais 
voir  enfuite  que  les  Lignes  du  fécond  ordre 
font  repréfentées  par  des  Équations  du  fé- 
cond degré  ; j’indique  les  marques  auxquelles 
on  peut  reconnoître  fi  une  Ligne  du  fécond 
ordre  eft  Ellipfe , Parabole  ou  Hyperbole. 
Je  pafle  auffi-tôt  après  aux  propriétés  des 
Lignes  du  troifiéme  ordre  , aux  Branches 
infinies  des  Courbes  , & à leurs  Afymp- 
totes  reélilignes  ou  curvilignes.  Je  donne  la 
méthode  de  divifer  les  Lignes  d’un  même 
ordre  en  efpeces.  Les  Lignes  du  fécond  ordre 
font  au  nombre  de  trois  ; fçavoir , la  Para- 
bole , l’Ellipfe  & l’Hyperbole  ; mais  les 
Lignes  du  troifiéme  ordre  ont  feize  efpeces. 
J’ai  fuivi  la  méthode  de  M.  Euler , qui  m’a 
paru  préférable  à celle  du  grand  Newton. 
Je  parle  enfuite  d’une  autre  méthode  pour 
trouver  les  Afymptotes  des  Courbes  : elle 
eft  fondée  fur  les  propriétés  du  Quarré  ana- 
lytique ou  algébrique , dont  je  développe 
la  conftrudion  & les  ufages  , pour  trouver 
les  valeurs  d’une  inconnue  par  une  Série 
qui  contienne  l’autre  inconnue  qui  fe  trouve 
dans  l’équation  propofée  : je  traite  auffi  du 
retour  des  Suites , & je  donne  la  méthode 
d’exprimer  un  Nombre  par  fon  Logarithme. 
Je  parle  enfuite  des  diamètres  & du  centre 
des  Courbes , de  leurs  tangentes  & de  leur 
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courbure , de  leur  figure  dans  un  efpace  fini  ; 
des  Lignes  courbes  décrites  par  le  moyen 
des  inftrumens  ; des  Courbes  dont  on  trouve 
l’équation  par  des  propriétés  données  ^ui  dé- 
pendent de  plufieurs  points  de  feûion  ; des 
Courbes  femblables  ; des  interférions  des 
Lignes  algébriques  ; de  la  conftrudion  des 
Problèmes  ôc  des  Équations.  Je  réfous  plu- 
fieurs équations  déterminées  du  fécond  degré, 
& plufieurs  Problèmes  géométriques.  Je  traite 
aulTi-tôt  après  de  la  confiruèfion  des  Équa- 
tions du  fécond  degré  à deux  inconnues, 
de  la  réfolution  des  Équations  déterminées 
du  troifiéme  & du  quatrième  degré  , des 
Problèmes  déterminés  & indéterminés , des 
Degrés  fupérieurs,  ôc  je  donne  une  méthode 
par  laquelle  on  peut  facilement  cbnftruire 
une  équation  déterminée  d’un  degré  quel- 
conque : enfin  je  fais  voir  comment  on  peut 
trouver  les  Racines  réelles  d’une  Équation 
numérique  à une  feule  inconnue. 

Les  Courbes  tranfcendantes  , qu’on  ap- 
pelle encore  méchaniques  , devant  faire  par- 
tie d’un  Cours  complet  de  Mathématiques , 
j’ai  cru  devoir  parler  des  plus  fameufes , telles 
que  la  Ligne  des  finus  ôc  des  co-finus , les 
Spirales  de  diflTérens  genres  , la  Quadratrice 
de  Dinoftrate , la  Cyçloïde , la  Logarithmi- 
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que , & je  n’ai  pas  oublié  les  Courbes  que 
M.  Leibnitz^  appelle  intercendantes. 

Outre  les  Lignes  dottt  nous  venons  de 
parler , qui  font  toujours  fituées  fur  une 
lurface  plane , les  Géomètres  modernes  con- 
fiderent  encore  les  Courbes  à double  cour- 
bure , dont  tous  les  points  ne  font  pas  pla- 
cés dans  le  même  plan  ; mais  parce  que 
la  théorie  des  Courbes  à double  courbure 
fuppofe  celle  des  furfaces  courbes , je  traite 
d’abord  des  équations  des  furfaces  courbes  j 
ôc  venant  enfuite  aux  Courbes  à double 
courbure  , j’apprends  à les  décrire  par  le 
moyen  des  équations  de  leurs  trois  Courbes 
de  projeûion  , me  réfervant  de  parler  plus 
au  long  de  ces  fortes  de  Courbes  dans  la 
'fécondé  Partie  de  cet  Ouvrage. 

Il  nous  refte  à dire  un  mot  de  la  maniéré 
dont  les  Commençans  peuvent  étudier  notre 
Cours  de  Mathématiques.  Ceux  qui  n’ont 
pas  le  fecours  d’un  bon  Maître , chofe  rare 
dans  les  Provinces , doivent  lire  d’abord  tout 
ce  qui  eft  écrit  en  caraêlere  ordinaire,  avec 
les  Notes  qui  y ont  rapport,  Notes  inutiles 
fans  doute  pour  les  Savans  , mais  que  nous 
avons  jugé  à propos  de  multiplier , afin  de 
nous  rendre  plus  intelligibles  , nous  étant 
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propofés  d’inftruire  les  Commençans,  & non 
de  nous  faire  admirer.  Revenant  enfuite  fur 
leurs  pas , ils  reprendront  le  tout , en  lifant 
de  fuite  l’Ouvrage  tout  entier  : j’en  excepte 
la  derniere  fetlion  de  la  fécondé  Partie , pour 
laquelle  il  ne  fera  pas  néceffaire  de  prendre 
cette  précaution.  Le  petit  caradere  contient 
( excepté  dans  la  quatrième  fedion  de  la  fé- 
condé Partie  ) des  chofes  moins  elTentielles , 
quoique  très-intéreflantes  ; & ceux  qui  veu- 
lent approfondir  les  Mathématiques  & deve- 
nir vraiment  Géomètres , feront  bien-aife  de 
trouver  raffemblés  dans  un  petit  nombre  de 
volumes  les  découvertes  & les  travaux  des 
Mathématiciens  anciens  ôc  modernes.  Une 
longue  expérience  nous  ayant  appris  la 
niere  dont  on  doit  préfenter  la  vérité  aux 
jeunes  gens  pour  qu’ils  la  faifilTent  avec  faci- 
lité, nous  efpérons  que  les  efprits  même  ordi- 
naires pourront , moyennant  une  application 
un  peu  foutenue  , comprendre  facilement 
notre  Ouvrage  & devenir  Géomètres  fans  le 
fecours  d’aucun  Maître  : mais  ceux  qui  auront 
ce  fecours  pourront  faire  des  progrès  plus 
rapides , & approfondir  les  Mathématiques 
en  fort  peu  de  temps* 


APPROBATION 

DU  Censeur  Royal, 

J’ai  lu  par  l’ordre  de  Monfeigneur  le  Chancelier,  le  Cours 
complet  de  Mathématiques , compofépar  M.  l'Abbd  Sauri.  Ce 
Cours  m’a  paru  plus  complet  que  tous  ceux  qui  ont  paru  julqu'â 
préfent , foit  en  France  , foit  dans  le  refte  de  l'Europe  : la 
Géométrie  , l’Algebre  , les  Séries,  la  théorie  des  Sinus  y font 
traités  d’une  maniéré  aulTi  claire  que  profonde  ; les  Seélîons 
Coniques  y font  très-bien  développées;  on  y trouve  tout  ce 
qu’on  peut  délirer  fur  les  Courbes  tranfcendantes  & fur  les 
Courbes  à double  courbure  , avec  la  réfolution  des  Problèmes 
de  Géométrie  qui  s’y  rapportent  , la  méthode  de  trouver  les 
racines  des  Equations  par  le  moyen  des  Courbes  & du  quarré 
analytique. 

La  fécondé  Partie  de  cet  Ouvrage  contient  quatre  Seftions: 
dans  la  première  font  les  principes  généraux  du  Calcul  diffé- 
rentiel & du  Calcul  intégral,  les  applications  du  Calcul  diffé- 
rentiel aux  fous-tangentes , fous-normales  , tangentes  & nor- 
males des  Courbes , ïoit  algébriques,  foit  tranfcendantes , & aux 
queftions  importantes  de  maximis  & minimis.  L’Auteur  exa- 
mine, par  exemple,  quelles  font  les  conditions  que  doivent 
avoir  les  fonûions  algébriques , pour  être  fufceptiblcs  du  maxi- 
mum 6c  du  minimum.  Il  explique  les  maxima  6c  minima  de  la 
fécondé  efpece  , les  rayons  de  courbure  , les  points  d’inflexion 
& de  rebrouffement , les  caufliques  par  réflexion  & par  réfrac- 
tion , & l’ufage  du  Calcul  différentiel  dans  la  recherche  des  ra- 
cines des  Equations.  Les  notions  qu’il  donne  fur  la  nature  du 
Calcul  infinitéfimal  , font  claires  & fatisfaifantes  ; il  paroît 
même  prouver  que  Newton  , Euler  fe  font  trompés  dans  l’idée 
qu’ils  s en  formoient. 

La  fécondé  Seélion  comprend  les  applications  du  Calcul  In- 
tégral à la  Géométrie  ; on  y apprend  la  quadrature  & la  rcétifica- 
tiondes  Courbes,  la  maniéré  de  trouver  le  centre  de  gravité 
des  Solides  , la  méthode  inverfe  des  tangentes,  & l’application 
du  Calculdifférentiel&  intégral  aux  Courbes  ,i  double  courbure. 

Dans  la  troifiéme  Seélion , M.  l’Abbé  Sauri  donne  la  ma- 
nière d’intégrer  les  Formules  & les  Equations  différentielles  à 
une  & à plufieurs  variables;  on  y apprend  dans  quel  cas  une 
différentielle  d’un  ordre  quelconque  peut  être  intégrée  un 
certain  nombee  de  fois  dans  l’état  où  elle  cff.  Tout  ce  qu’on  a 
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trouvé  de  plus  intéreiTant  fur  le  Calcul  intégral , depuis  que 
les  plus  grands  Géomètres  s’en  font  occupes  , eft  renfermé 
dans  cette  Seétion , qui  tiendra  lieu  de  plulïeurs  volumes  à 
ceux  qui  voudront  approfondir  Cette  partie  , la  plus  abftraite 
de  la  naute  Géométrie.  L’Auteur  y développe  la  nouvelle 
théorie  des  Variations , avec  les  conféquences  qu’on  peut  en 
tirer  pour  la  perfeétion  du  Calcul  intégral  ; il  mt  enfin  l’ap- 
plication de  ce  Calcul  aux  queftions  de  maximis  & minimis  , 
qui  ne  peuvent  fe  réfoudre  par  le  Calcul  différentiel. 

La  quatrième  Sedion  renferme  l’application  de  tous  ces 
Calculs  aux  plus  beaux  Problèmes  de  Phyfique , de  Marine , de 
Méchanique  & d’Hydrodinamique. 

Cet  expofé  du  Cours  de  Mathématiques  de  M.  l’Abbé  Sauri 
fait  voir  qu’il  étoit  difficile  d’y  réunir  plus  d’avantages  J on  les 
chercheroit  inutilement  dans  tout  autre  Ouvrage.  L’Auteur  y a 
mis  la  plus  grande  clarté.  Il  fubfiitue  fouvent  aux  méthodes  des 
plus  habiles  Géomètres  , des  méthodes  plus  (impies  qui  lui 
font  propres  & qui  font  ingénieufes  ; il  releve  des  erreurs 
dans  des  Auteurs  célébrés , relativement  à des  queflions  im- 
portantes ; enfin  il  réunit  tous  les  genres  de  mérite  que  l’on 
pouvoit  donner  à cet  Ouvrage.  On  poiura  par  le  moyen  de 
ce  Livre  approfondir  les  Mathématiques  plus  facilement  & 
en  moins  de  temps  qu’on  ne  pouvoit  le  mre  avec  le  fecours 
difpendieux  d'un  grand  nombre  de  Livres  étrangers  & de 
Mémoires  de  diffiérentes  Académies , dont  on  pourra  fe  paf- 
fer  au  moyen  du  nouvel  Ouvrage  de  M.  l’Abbé  Sauri. 
A Paris,  le  premier  Mars  1771.  Signé  ^ Dei.ai.amde, 
de  l’Académie  des  Sciences. 


Le  Privile'ge  fe  trouve  au  Cours  de  Philofophie 
par  le  même  Auteur. 
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TVIATHÉMATIQUES. 


PREMIERE  PARTIE. 


CALCUL. 


î.  lliEsMATHâMATrQUÈsne  Tout  autre  chofe 
que  la  fcience  de  la  grandeur,  ha.  grandeur  ou  quan- 
tité eft  une  chofe  fufceptible  d’augmentation  ou 
de  diminution  : comme  les  nombres  qu’on  peut 
augmenter,  en  leur  ajoutant  une  ou  pluueurs  uni- 
tés, qu’on  peut  diminuer  en  en  retranchant  un  autre 
nombre  : aind  , en  ajoutant  trois  unités  au  nombre 
douze  J on  a quinze  \ &c  feulement  Aw/f,  fi  de  ce  nom- 
bre l’on  retranche  quatre.  La  quantité  dont  les  par- 
ties font  féparées,  s’appelle  grandeur  difcretc  : tel  eflr 
un  amas  de  grains  j elle  fait  l’objet  de  l’Arithméti- 
que. On  appelle  grandeur  continue  , celle  dont  les 
parties  font  unies  entr’elles  : fi  ces  parties  exiftent 
fucceflivement , & non  routes  à la  fois  , c’eft  alors 
la  grandeur  fuccejfive  : tel  eft  le  temps  , dont  les 
Tome  I.  A 
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parties  {e,  fuivent  les  unes  les  autres  fans  aucune  in- 
terruption j files  parties  exiftent  toutes  à la  fois,  on 
la  nomme  grandeur  permanente  : telle  eft  l’étendue 
qui  fait  l’objet  de  la  Géométrie. 

On  peut  divifer  les  Mathématiques  en  pures  ôc 
mixtes.  Les  Mathématiques  pures  confiderent  la 
grandeur  en  tant  que  grandeur  j les  Mathématiques 
mixtes  confiderent  la  grandeur  en  tant  que  revctue 
des  qualités  fenfibles  & phyfiques  : comme  la  Mé-^ 
chanique , qui  confidere  le  mouvement  des  corps  J 
l’Optique  , qui  traite  des  propriétés  de  la  lumière. 
Comme  nous  avons  déjà  rendu  compte  du  plan  de 
notre  Ouvrage  , il  feroit  inutile  de  revenir  là-def- 
fus  j mais , avant  d’entrer  en  matière  , il  eft  bon 
d’expliquer  ce  qu’on  entend  par  certains  sennes  fort 
ufites  chez  les  Mathématiciens. 

Un  Théorème  eft  une  propofition  dont  il  s’agit 
de  démontrer  la  vérité. 

. Un  Corollaire  eft  une  propofition  qui  fuit  d’une 
autre. 

Un  Problème  eft  une  propofition  qui  enfeigne  le 
moyen  de  faire  quelque  chofe. 

Un  Lemme  eft  une  propofition  qu’on  démontre 
^ pour  fervir  dé  principe  à un  autre. 

Un  Scolie  eft  une  remarque  que  l’on  fait  fur  une 
propofition  déjà  démontrée  , ou  bien  encore  la  ré- 
capitulation fuccinte  d’une  théorie  plus  étendue. 

Une  Définition  eft  une  propofition  qui  explique 
la  nature  d’une  chofe  , ou  la  fignification  d’un  mot. 

On  entend  , par  Axiomes , des  vérités  fi  palpa- 
t blés  que  perfonne  ne  les  contefte  ; telles  font  les 
propofitions  fuivantes. 

Le  tout  eft  plus  grand  qu’une  de  fes  parties  ; 
deux  chufes  égales  à une  ccoifiéme , font  égales  en- 
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tr’elles  j fi  à des  quantités  égales  on  ajoute  des 
quantités  égales  j ou  bien,  fi  de  quantités  égales  on 
retranche  des  quantités  égalés' , elles  refteronc 
égales. 

D E V A RIT  H M É T I QU  E. 

Z.  "L'Arithmétique^  ou  la  fcience  des  nombres, 
apprend  à les  compofer  & décompofer.  On  entend 

{»ar  un  nombre  3 Vajfemblage  de  plujîeurs  unités  } 
'unité  eft  une  chofe  indivisible  , ou  qu’on  regarde 
comme  telle , mais  cela  n’empêche  pas  que  certai- 
nes unités  ne  Soient  compofées  d’autres  unités  plus 
petkes  : par  exemple  , l’unité  de  livre  eft  compofce 
de  feize  onces.  On  fe  fert  dans  la  numération  ac- 
tuelle des  dix  caraâeres  fuivans  : 

oizj  45^78  9 

zéro , un  , deux  , troii , quatre , cinq  , fix  , fept  , huit  , neuf 

Le  O feul  ne  fignifie  rien  , mais  il  augmentera  va- 
leur des  chiffres  qui  le  précédent  vers  la  gauche  : 
le  caraftere  3 , par  exemple  , ne  vaut  que  trois  uni- 
tés \ mais , s’il  eft  fuivi  d’un  o , en  cette  maniéré 
3 O , il  vaut  trente  : de  même  le  chiffre  2 ne  vaut 
que  deux’y  mais  fuivi  d’un  3 , en  cette  maniéré  23  , 
il  vaut  vingt-trois  ; de  forte  que  , dans  la  numéra- 
tion aétueUe  , la  valeur  des  chiffres  va  en  augmen- 
tant de  droite  à gauche  , en  proportion  décuple  : 
c’eft-à-dire  , l’imité  d’un  chiffre  plus  à gauche,  vaut 
dix  fois  l’unité  d’un  chiffre  immédiatement  plus  à. 
droite  : donc , en  allant  de  la  droite  à la  gauche  , 
les  unités  du  premier  chiffre  feront  des  unités  fim- 

{)les  ; celles  du  fécond  , des  dixaines  j celles  du  troi- 
iéme , des  centaines  3 celles  du  quatrième , des 
mille , Scc,  comme  on  le  voit  ici  : 

Â Z 
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Si  donc  on  propofe  d’exprimer  en  chiffres  le  nom- 
bre cinquance  millions  cinq  cens  douze  mille  cent, 
je  commence  par  les  millions,  en  écrivant  50  j 
j’écris  enfuite  51J.,  &àcôté  jepofe  encore  100, 
& j’ai  50,  511,  100  nombre  demandé  ; mais,^ 
pour  exprimer  dans  le  difcours  le  même  nombre  ex- 
primé en  chiffres , après  l’avoir  partagé  en  tranches, 
en  commençant  par  la  droite , enforte  que  chaque 
tranche  contienne  trois  chiffres,  excepté  la  pre- 
mière à gauche  qui  peut  en  contenir  moins,  je  vois 
que  la  première  tranche  (car  on  fuppofe  qu’il  y en 
a plus  d’une,  autrement  ce  que  nous  venons  de  dire 
n’auroit  pas  lieu  ) contient  des  unités  j la  fécondé 
des  mille,  ôc  la  troifiéme  des  millions  : ainfi,  en 
allant  de  la  gauche  à la  droite , je  dirai  cinquante 
millions  cinq  cens  douze  mille  cent. 


I?  £ L ADDITION. 

5.  U Addition  eft  cette  opération  par  laquelle  on 
trouve  la  fomme  de  plulîeurs  nombres  qu’on  veut 
joindre  enfemble. 

Problème.  Soit  propofé  d'ajouter  enfemble  les 
nombres  73510, 701 , 897  : les  ayant  écrits  les  uns 
fous  les  autres,  les  unités  fous  les  unités,  les  dizaines 
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fous  les  dixaines,  &c.  on  tirera  une  barre  au-de(Ibus  j 
prenant  enfuite  la  fomme  des  unités,on  l’écrira  fous 
les  unités  j on  prendra  enfuite  la  fomme  des  dixaines, 
xju’on  écrira  fous  les  dixaines'; ‘'puis  c^lle  des  cen- 
taines , &c.  Si  la  fomme  des  unités  ne  pem  7 j j 2 o 
s’exprimer  que  par  2 chiffres,  on  écrira 
fous  les  unitcs'celuide  là  droite & l’on  re- 
tiendra celui  de  la  gauche  pour  l’ajouter  â 
la  fomme  des  dixaines;  on  fera  la  'même  7 5**9 
chofe  à l’égard  des  dixaines  par  rapport  aux  centaines, 
ôcc.  Ainfi  je  dirai  7 Sc  i font  9 J 'que.j’écris  fous  les 
unités  : je  paffe  enfuite  aux  dixaines,  en  difant  9 Sc 
2 font  1 1 , qui  valent  une  dixaine  & i o dixaines  , 
c’eft-à-dire , une  dixaine  Sc  une-  centaine , c’eft 
pourquoi  j’écris  t fous  les  dizaines,  & je  retiens  1 
poui  l’ajôuter  à la  fomme  des  centaines  : je  dis  doq|! 
i de  retenu  & 8 font  9 , & 7 font  16  , Sc  5 font  2 1 ' 


j’écris  I fous  les  centaines  , Sc  je  retiens  les  2 pour 
les  ajouter  au  chiffre  j firué  dans  la;  colonne  des 
mille,  je  dis  donc  2 de  ret^uSc  3 font  5 , que  j’écris 
fous  les  mille  j je  paffe  enfuite  à la  colonne  des 
dixaines  de  mille , qui  ne  conrient^ue  le  chiffre  7 
que  j’écris  fous  certe  colonne,  de  «forte  que  j’ai 
pour  fomme  cherchée  le  nombre  75119. 

4.  Problème.  Ajouter  enfemble  des  nombres 
complexes  3 cejl-à~dire,  des  nombres  qui  contiennent 
des  grandeurs  de  differentes  efpeces  3 comme  livres  3 
fols  J deniers.  Il  faut  écrire  les  unités  de  même  na- 
ture les  unes  fous  les  autres  , c’eft-a,j-‘dile  , les  de- 
niers , par  exemple,  fous  les  deniers  ; les^si-fous 
les  fols , Sec.  On  prendra  -enfuite  la  fomme  des 
plus  petites  efpeces,  & fon  verra  fi  cette  fomme  ne 
contient  pas  une  ou  plufieurs  unités  de  l’efpece 
plus  grande  , dans  ce  cas  on  reciendroit  cette  unité, 
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ou  ces  unités,  pour  en  faire  une  feule  fomme  avec 
le  nombre  cjui  défigne  la  fomme  des  unités  de  la 
grandeur  fuivanre  : on  en  feroit  de  même  pour  les 
fols  à régard^es  livres  : ainfi,  pour  ajouter  enfem- 
ble  les  nombres  qu’on  voit  ici 


je  prends  la  fomme  des  deniers , laquelle  étant  1 7 
( on  prend  les  10  deniers  tous  à la  fois  ) vaut  5 de- 
niers 6c  12  deniers  , c’eft-à-dire,  un  fol  & cinqde- 
Ü^ers  : c’eft  pourquoi  écrivant  5 fous  les  deniers , 
Je  retiens  un  fol  pour  l’ajouter  â la  fomme  de  la 
colonne  fuivante  ; je  dis  donc  un  fol  de  retenu  & 

0 6c  I 8 font  1 9 6c  3 font  2 2 , qui  valent  2 fols  8c  1 
liv.  c’eft  pourquoi  j’écri#i  fols  fous  les  fols  , 8c  je 
retiens  i que  j’ajoute  aux  livres;  je  dis  donc  un  de 
retenu  6c  3 fc^t  4 , ôc  2 font  , 6c  2 font  8 , que 
j’écris  fous  le*  unités  de  livre.  Je  pafle  enfuite  a la 
colonne  fuivante  , dont  la  fomme  eft  1 2 , c’efl: 
pourquoi  j’écris  2 fous  cette  colonne , 6c  je  retiens 

1 pour  la  colonne  fuivante,  qui  par  ce  moyen  (1  ) 
vaudra  1 2 : ainft  j’écrirai  2 ious  les  centaines  de 
livre , 6c  I au  rang  des  mille,  de  forte  que  la  fom- 
me fera  1128^ liv.  2 f.  5 den.  On  opérera  de  même 
s’il  s’agit  d’ajouter  enfemble  des  toifes,  pieds  6c 
pouces  , en  fe  fouvenant  que  la  toife  vaut  6 pieds, 
ôc  le  pied  1 2 pouces. 

Scolie.  On  peut,  en  opérant  fur  les  deniers  ou  les 
fols , prendre  à la  fois  la  fomme  des  dixaines  6c  des 
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unités  , fans  s’aiTujettir  à pa(Ter  des  unités  aux 
dixaines. 

Démonstration  de  l’Addition.  En  fuivant  la 
réglé  prefcrite  , on  prend  la  fomme  des  unités , 
celle  des  dixaines , celle  des  centaines,  &c.  donc  on 
prend  la  fomme  entière  des  nombres  propofés. 

Pour  faire  la  preuve  de  l’Addition  , on  peut  re- 
commencer l’opération,  en  allant  de  bas  en  haut, 
fi  l’on  a d’abord  opéré , en  allant  de  haut  en  ^as  , 
ou  réciproquement  ; & fi  l’on  trouve  la  meme 
fomme  que  l’on  a d’abord  trouvée,  c’eft  une  mar- 
que qu’il  n’y  a pas  d’erreur  ; car  il  n’y  a point  d’ap- 
parence qu’on  falTe  la  même  faute  dans  les  deux 
operations. 

DE  LA  S OU  ST  R^A  CTI  ON. 

5.  Soujlraire  un  nomhr^y  par  exemple  , de  5 , 
c’eft  ôter  3 de  5 ; le  refteTeft  l’excès  du  plus  grand 
fur  le  plus  petit  ; on  l’appelle  aufli  différence.  Il  eft 
vifible  que  l’excès  ou  la  différence  z étant  ajoutée 
au  nombre  3 qu’on  a fouftrait , doit  donner  le  nom- 
bre 5 dont  on  a fouftrait.  Il  eft  encote  évident  que 
fi  on  ajoutoit  au  nombre  5 un  nombre  i o , par 
exemple  , en  ajoutant  le  même  nombre  au  nombre 
3 qu’on  veut  fouftraire  de  5 , la  différence  z de  i 5 
à 1 3 feroit  encore  la  même  qu'auparavant. 

6.  PROBLEME.  Soujlraire  le  nombre  du  noni^ 
ère  fSoox.  Ecrivez  le  plus  petit  fous  le  jSooi 

■ plus  grand,  enforte  que  les  unités  répon-  3501 

dent  aux  unités , les  dixaines  aux  dixaines , 

&c.  Rettanchez , en  allant  de  la  droite  5 449  9 
à la  gauchi  > chaque  chiffre  du  nombre  infe- 
rieur du  chiffre  correfpondant  dans  le  nombre 
fupérieor  ; écrivez  la  différence  fous  chaque  co- 

A4 
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lonnç.  Si  un  des  çhifFres  du  nombre  inférieur  fe 
trouve  plus  ^rand  que  fou  correfpondant  dans  le 
nombre  fupérieiir,  ajoutez  lo  au  nombre  fupérieur; 
jnais  enfuite  n’oubliez  pas  d’ajouter  une  unité  au 
chiffre  fiiivant  ilu  nombre  inférieur.  Cette  unité 
étant  ajoutée  à un  chiffre  immédiatement  plus  à 
eauçhe  , vaudtades  dix  unités  ajoutées  au  nom- 
bre füpérieur  ( 2 ) : ainfi  ( 5 ) la  différènce  fera  tou- 
jours la  même.  Ayant  donc  écrit  les  deux  nombres , 
çomme  on  le  voit  ici  ; je  dis  1 de  i , cela  ne  fe 
peut  ; c’eft  pourquoi  ajoutant  10  à i , je  retranche 
i de  1 1 , j’écris  le  refte  9 fous  les  unités  ; mais  je 
nie  fouviens  enfuite  d’ajouter  i au  chiffre  fuivant  o 
du  nombre  inférieur  (cela  fe  fait  feulement  par  la 
penfée  ) ce  qui  fait  i , qui  ne  peut  être  fondrait  du 
chiffre  correfpondant  o ; j’ajoute  donc  i o à o , & 
je  retranche  i de  10  pour  avoir  le  rede  9 , que 
j’écris  au  rang  des  dixanUs;  & à caufe  de  i o ajouté 
RU  nombre  fupérieur , j’ajoute  i au  chiffre  y du 
nombre  inférieur  i , la  fomme  6 ne  peut  être  re- 
tranchée du  chiffre  correfpondant  o , j’ajoute  donc 
10  à o , d’où  retranchant  , il  rede  4 , que  j’écris 
à la  différence  ; je  me  fouviens  d’ajouter  1 au  chif* 
fie  fuivant  j du  nombre  inférieur  pour  avoir  la 
fomme  4 , qui  ôtée  de  8 , jl  rede  4 que  j’écris  4 la 
différence  ; ôc  comme  je  n’ai  rien  à ôter  de  5 , je 
dis  rien,  ou  o , de  5 , il  rede  5 que  j’écris  encore 
à la  différence  , comme  on  le  voit , de  forte  que  la 
différence  cherchée  ed  54499. 

Si  les  nombres  font  complexes,  il  faut  écrire  les 
unités  de  même  efpece  les  unes  fous  les  autres  , & 
foLidraire  en  allant  de  droite  à gauche , |jiaquechif- 
fre  du  nombre  inférieur  de  fon  correfpondant  dans 
le  nombre  fupérieur.  S’il  arriyoit  que  le  nombre 
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des  deniers  , par  exemple^  dans  le  nombre  inférieur 
fut  plus  grand  que  fon  correfpondant , on  ajoute- 
voit  à ce  nombre  correfpondant  un  fol  réduit  en  de- 
niers , c’eft-à-dire  , i x deniers  j mais  il  faudroic 
ajouter  i aux  fols  du  nombre  inférieur,  afin  que  la 
différence  fût  toujours  la  même.  Si  l’on  étoit  obli- 
gé d’ajouter  aux  fols  du  nombre  fupérieur,  on  leur 
ajouterqit  zo  fols,  c’eft-à-dire,  une  livre  réduite 
en  fols,  puis  on  ajouteroit  i livre  aux  livres" du 
du  nombre  inférieur.  S'il  s’agiftbit  de  pouces , 

fieds,  & toifes  , on  s’y  prendront  comme  dans 
exemple  fuivant.  , 

Exemple.  Soit  propofé  de  foufiràire  2^  toifes  , j 
pieds  y 10  pouces  y de  ^6 S to  fes ^ 2 pieds  j 8 pouces. 
Ayant  difpofé  ces  nombres , comme  on  le  voit  ici: 


3^8 


coites. 


2 pieds.  0 pouces. 


25  3 10 


34Z  4 10^ 


358 


toifes. 


pieds. 


0 pouces. 


Je  dis  10  de  8 , cela  ne  fe  peut;  c’eft  pourquoi 
j’ajoute  I pied  , ou  iz  pouces,  à 8 , ce  qui  me 
donne  zo , d’où  retranchant  10,  refte  10,  que 
l’écris  fous  les  pouces.  J’ajoute  enfuite  un  pied  au 
nombre  inférieur  pour  avoir  4 pieds  , qui  ne  peu- 
vent s’ôter  de  Z J c’eft  pourquoi  j’ajoute  une  toife , 
ou  5 pieds  au  nombre  fupérieur  , ce  qui  me  donne 
8 , d’où  retranchant  4,  il  refte  4,  que  j’écris  fous 
les  pieds.  Comme  j’ai  ajouté  une  toife  au  nombre 
fuperieur,  je  dois  en  ajouter  une  à l’inférieur;  je 
dis  donc  y & i font  5,  de  8 , il  refte  z , que  j’écris 
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fous  les  toifes  : j’ôce  enfuite  z de  (> , & je  pofe  4 
à côté  du  Z , & enfin  , ôrant  rien  , ou  o de  3 , il 
refte  3 que  j’écris  encore  à la  différence  , qui  eft 
}4Z  toifes,  4 pieds  , 10  pouces. 

Pour  faire  la  preuve  de  la  Souftraétion,  on  ajou- 
tera enfemble  le  nombre  qu’on  a fouftrait  avec  la 
différence  , Sc  l’on  trouvera  la  même  fomme,  fi 
l’opération  eft  bien  faite.  Si  l’on  ajoute  , donc  Z5 
toifes,  3 pieds  , 10  pouces,  avec  34Z  toifes,  4 
pieds , I O pouces  , on  aura  3 68  toifes  , z pieds  , 

8 ponces  : ainfi  l’opération  ci-defTus  eft  bien  faite. 

Pour  faire  la  démonftration  de  la  Souftraétion  , ^ 

il  n’y  a qu’à  remarquer  qu’en  fuivant  la  méthode 
propofée,  on  prend  la  différence  des  unités  , celle 
des  dixaines  , des  centaines  , &c.  du  plus  grand  & 
du  plus  petit  nombre  : on  trouve  donc  la  différence 
totale  de  l’un  à l’autre. 

DE  LJ  MULTIPLICATION’. 

4 

7.  Multiplier  un  nombre  par  un  autre  j c’ejl  pren- 
dre le  premier  ^ qu'on  appelle  Multiplicande  autant 
de  fois  qu'il  y a d'unités  dans  le  fécond  ^ qu'on  nom- 
me Multiplicateur  ; le  réfultat  s'appelle  Produit. 
Par  exemple , multiplier  5 par  3 , c’eft  prendre*  5 
trois  fois,  ce  que  l’on  fait,  en  difant,  3 fois  5 font 
I î , 5 eft  le  multiplicande  j 3 le  multiplicateur , & 

1 5 le  produit.  Il  fuit  de  là  que  le  produit  1 5 doit 
contenir  le  multiplicande  5 trois  fois  , c’eft- à-dire, 
autant  de  fois  que  le  multiplicateur  contient  l’unité. 
Pour  exécuter  facilement  la  multiplication , il  eft 
bon  d’apprendre  par  cœur  la  table  fuivante  , dont 
l’ufage  eft  facile  à concevoir  : 
fl  je  veux  favoir  , par  exemple , combien  font  7 


« 
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fois  6 , je  cherche  la  café  qui  répond  à 7 & à <>,  le 
nombre  41  qui  fe  rrouve  dans  cette  café,  eft  le  pro- 
duit de  7 par  6 , & ainfi  des  autres. 


I 

1 

3 

4 

5 

~6 

7 

8 

9 

10 

1 

4 

4 

8 

10 

IZ 

14 

16 

18 

zo 

3 

6 

9 

IZ 

18 

ZI 

^4 

i7 

30 

4 

8 

1 1 

16 

zo 

^4 

z8 

31 

3^ 

40 

5 

10 

M 

zo 

^5 

30 

35 

40 

45 

50 

6 

1 1 

18 

i4 

30 

3<5 

4i 

48 

54 

60 

7 

14 

ZI 

z8 

55 

41 

49 

5^ 

<î3 

70 

8 

16 

i4 

3i 

40 

48 

5<î 

(J4 

7î 

80 

9 

18 

i7 

3^ 

45 

54 

<^3 

7i 

81 

90 

10 

lO 

11 

40 

12. 

60 

70 

80 

90 

f 00 

Problème.  Multiplier  un  nombre  par  un  autre. 
Écrivez  le  multiplicateur  au-deflbus  du  multipli- 
cande , de  maniéré  que  les  unités  répondent  aux 
unités  , les  dizaines  aux  dizaines  , &c.  Ecrive* 
enfuite  , en  allant  de  la  droite  à la  gauche , le  pro- 
duit de  chaque  chifFre  du  multiplicande  par  les  uni- 
tés du  multiplicateur,  ayant  attention,  lorfqu’un 

f»roduit  contient  deux  chiffres  , de  retenir  celui  de 
a gauche  , pour  l’ajouter  au  produit  fuivant , dont 
les  unités  font  des  dizaines  du  produit  précédent. 
S’il  y a plufieurs  chiffres  au  multiplicateur , le  pre- 
mier chiffre  de  chaque  produit  doit  être  écrit  fous 
le  chiffre  correfpondant  du  multiplicateur  , ce  qui 
eft  évident  \ puifquè , quand  on  multiplie  , par 
exemple , par  les  dizaines  du  multiplicateur  , le 
premier  chiffre  du  produit  doit  être  au  rang  des 
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dixaines,  &c.  Prenez  enfuite  la  fomme  de  tous  les 
produits  ^ §c:itoMS  aurez  le  produit-total  : Pour  mul- 
tiplier î O 5 Z , par  exemple  , par  153,  après  avoir 
écrit  le.multiplicAude  & le  multiplicateur,  comme 
on  le  voit  ici,  je  dis  3 fois  z font  6 , 
que  j’écris  fous  le  premier  chiffre  du  mul- 
tiplicateur ; je  dis  enfuite  3 fois  5 font 
1 5 , j’écris  5 à côté  de  <> , & je  retiens  i ; 
continuant  d’opérer,  je  dis  3 fois  o font 
o , & I de  retenu  font  1 , que  j’écris . 
à la  gauche  du  5 : je  dis  enfuite  3 fois  5 ^ 

5 font  9 , que  j’écris  comme  on  le  voit  , 8c 
j’ai  le  produit  du  multiplicande  par  le  premier 
chiffre  du  multiplicateur.  Je  prends  de  meme 
le  produit  du  multiplicande  par  le  fécond  chiffre 
du  multiplicateur  , en  difant  5 fois  z font  i o 3 
j'écris  o fous  le  fécond  chiffre  5 du  premier  pro- 
duit, & je  retiens  i.  En  continuant  d’opérer  , 
je  dis , 5 fois  5 donnent  z 5 , & i de  retenu  font 
16 , j’écris  6 & retiens  z j je  dis  enfuite  5 fois  o 
donnent  o , & z de  retenus  donnent  z , que  j’écris 
à côté  de  : je  dis  enfin  5 fois  3 font  15,  que  je 
pofe , comme  on  le  voit.  Je  pafTe  au  troifiéme  chif- 
fre du  multiplicateur,  en  difant,  i fois  z eft  z , que 
j’écris  fous  i , c’eft-à-dire,  au  ran»  des  centaines  ; 
je  dis  enfuite  t fois  5 donne  5 , j’écris  5 à côté  de 
z : enfuite  i fois  o donne  o , que  j’écris  après  3 j 
enfin  i fois  3 fait  3 , que  j’écris  après  o.  J’a- 


joute ces  différens  produits  , en  difant  , ô que 
j’écris  fous  6 3 enfuite  o & 3 font  5 , que  j’écris  à 
côté  de  6.  Et  continuant  d’opérer,  je  dis,  i & ë 
font  7 , & z donnent  9 , que  j’écris  à coté  de  5 ; & 
continuant  de  meme  , j’ai  le  produit  total  .4(369  3 6. 

Démonstration  de  la  Multiplication.  En  fui- 
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vant  le  procédé  que  nous  venons  d’indiquer , on 
prend  le  produit  .du  mulriplicande  par  les  unités, 
par  les  dixaùi^ centaines , fcc^du  multiplicateur  : 
donc  on  trouve  le  vrai,  produit  ^ ou  , ce  qui  revient 
au  même  , l’on,  prend  le  • multiplicande  autaiit  de 
fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  multiplicateur  ...  En 
effet , en  multipliant  par  j , on  a pris  le  multipli- 
cande 3 fois,  en  multipliant  par  5 on  l’a  pris  50 
fois  , puifqu’on  a écrit  le  premier  chiffre'  du  pro- 
duit au  rang  des  dixaines  , en  multipliant  par.i  , 
& mettant  le  premier  chiffre  du  produit  .au  rang 
des  centaines  ,.  on  a multiplié  par  100  : on  a donc 
pris  le  multiplicande  153  rois.  , . 

- Comme  dans  certains  cas  on  peut  abréger  la  mul- 
tiplication, il  eft  bon  d’enfaireconnoître  quelques- 
uns.  Si  l’on  doit  multiplier  par  i fuivi  d’un  ou  de 
ufîeurs  O il  fuffira  d’ecrire  à la  fuite  du  multipli- 
candeautantde  o qu’il  yen  a au  multiplicateur  ; par 
«ATc/Tzp/c,  pour  multiplier  15  par  100  , j’écris  2 5 00, 
ce  qui  eft  évident,  puifque  multiplier  25  par  100,. 
c’eft  prendre  le  multiplicande  100  fois  , ou,  ce  qui 
revient  au  même,  c’eft  rendre  le  multiplicande  100’ 
, fois  plus  grand  ; or  , en  ajoutant  deux  o,  on  rend 
le  mulripiicande  100  fois  plus  grand,  puifque  fes 
• unités  deviennent  des  centaines,  & fes  dixaines  de- 
viennent des  mille  : donc , &c.  Si  on  avoit  à mul- 
tiplier 2 5 par  un  nombre  quelconque  , fuivi  d’un 
ou  de  plufieurs  o , on  multiplieroit  à l’ordinaire 
fans  avoir  égard  aux  o,  on  ajouteroit  enfuite  au 
produit  autant  de  o qu’il  y en  auroit  au  multiplica- 
teur ; ainfi , fi  le  multiplicateur  étoit  3 00  , on  mul- 
tiplieroit 2 5 par  3 , le  produit  eft  75  , à côté  duquel 
écrivant  00  , j’ai  pour  produit  total  7500  : en  effet 
le  produit  de  2 5 par  3 00  doit  être  triple  du  pro- 
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duit  de  2 5 par  i oo  j or , 7 5 oo  eft  triple  de  1500. 

S’il  y avoir  des  o,  tanta  la  fin  du  multiplicande  ÿ 
que  du  multiplicateur  : par  exemple  fi  on  avoir  à 
multiplier  250  par  300,  on  multiplieroit  25  par 
3 , & l’on  ajouteroit  au  produit  75  autant  de  o 
qu’il  y en  a,  tant  au  multiplicande  qu’au  multipli- 
cateur , & le  produit  cherché  feroit  75000.  Pour 
en  avoir  la  raifon , il  fuffit  de  remarquer  que  le 
produit  de  25  par  300  doit  être  7500,  ainii  que. 
nous  l’avons  dit  ci-defliis  j or  250  eft  10  fois  plus 
grand  que  2 5 , donc  le  produit  7500  eft  10  fois  trop 
petit  ; on  doit  donc  , en  ajoutant  un  o,  le  rendre 
10  fois  plus  grand  : donc,  &c. 

Remarque  l.  Cela  n’a  pas  lieu  poiu  les  o qui  fe 
trouvent  entre  les  chiffres  pofitifs  du  multiplicande 
oudu  multiplicateur:  ainfi,  pour  multiplier  12000 
par  loioo,  on  doit  multiplier  12  par  101  , &T 
ajouter  au  produit  autant  de  o qu’il  y en  a , tant 
à la  fin  du  multiplicande , qu’à  la  fin  du  multipli- 
cateur , & l’on  aura  pour  produit  1 21 200000. 

Remarque  IL  La  Multiplication  fert  à réduire 
les  grandes  efpeces  en  petites  ; par  exemple , les 
toifes  en  pieds  , les  pieds  en  pouces  , les  livres  en 
fols  , les  fols  en  deniers.  Ce  qui  fe  fait  en  multi- 
pliant les  grandes  efpeces  par  le  nombre  qui  de-  • 
ligne  combien  de  fois  la  grande  contient  la  petite 
elpece  : ainfi , pour  favoir  combien  8 toifes  valent 
de  pieds  , je  multiplie  8 par  6,  parce  que  la  toife 
contient  fix  pieds  , le  produit  48  me  fait  voir  que 
8 toifes  valent  48  pieds. 

Pour  prouver  la  multiplication , on  peut  changer 
l’ordre  des  nombres  donnés , c’eft-à-dire , prendre 
pour  multiplicande  le  multiplicateur  , & récipro- 
quement f car  on  doit  toujours  trouver  le  meme 
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produit  : en  effet,  4 multiplié  par  3 donne  1 z ; & 3 
multiplié  par  4 donne  aulîî  iz. 

DE  LA  DIVISION. 

8.  La  Divijion  e(l  une  opération  par  laquelle  on 
cherche  combien  de  fois  un  nombre  y par  exemple  , 
1 5 quon  appelle  Dividende  j contient  un  autre  nom- 
bre f y par  exemple,  quon  nomme  Divifeur  j le 
nombre  j qui  exprime  combien  de  fois  le  dividende 
//  contient  le  divifeur  $ y ejl  appelle  Quotient. 

Corollaire.  De-là  il  fuit  : 1®.  que  le  divi- 
dende contient  le  divifeur  autant  de  fois  que  le 
quotient  contient  l’imité;  z®.  que  la  divilion  eftune 
efpecede  fouftraétion , puifque,  quand  on  demande 
de  divifer  1 5 par*5  , c’eft  la  même  cliofe  que  fi  on 
demandoit  de  fouftraire  5 de  1 5 autant  de  fois  qu’il 
y eft  contenu,  c’eft- à-dire,  3 fois  ; & fi  l’on  fait  at- 
tention qu’en  multipliant  5 par  3 , on  ajoute  5 trois 
fois,  il  fera  aifé  de  voir  que  la  multiplication  eft 
une  efpece  d’addition,  comme  ladivifion  eft  une  ef- 
pece  de  fouftradtion  ; 3°.  que  parce  que  le  quotient 
exprime  combien  de  fois  le  divifeur  eft  contenu 
dans  le  dividende  , fi  on  prend  le  divifeur  autant 
de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  quotient , on  aura 
le  dividende  3 de  forte  que  le  produit  du  divifeur, 
par  le  quotient , doit  rendre  le  dividende  ( éc  c’eft 
en  cela  que  confifte  la  preuve  de  la  divifion  ) , fi  le 
quotient  eft  exaét  \ mais  fi  ce  quotient  n’eft  pas 
exaél , c’eft-à-dire,  s’il  y a un  refte,  il  eft  nécefi 
faire  qu’en  ajoutant  le  refte  au  produit  dont  nous 
venons  de  parler,  on  retrouve  le  dividende.  Par 
exemple^  fi  je  divife  Z4  par  5 , je  dirai  en  Z4  com- 
bien de  fois  5 , je  trouve  4 pour  quotient  ; mais  , 
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parce  que  zo , produit  du  divifeur  5 par  le  quotient 
4 , étant  fouftrait  du  dividende  24  , il  y 34  de 
refte  , il  faut  qu’en  ajoutant  le  relie  4 au  produit 
20  , on  retrouve  le  dividende  24  ; 4“.  puifqu’en 
multipliant  5 par  j , le  produit  1 5 contient  évi- 
demment le  multiplicande  5 trois  fois,  c’eft-à-dire, 
autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  multiplica- 
teur , lî  on  divife  le  produit  par  le  multiplicande , 
on  doit  retrouver  le  multiplicateur  au  quotient  : en 
effet , en  dlvifant  1 5 par  5 , on  a 3 pour  quotient. 
On  voit  aulk  qu’en  divifant  le  produit  1 5 par  le 
multiplicateur  , on  aura  le  multiplicande  5 , & 
c’eft  en  cela  que  confifte  la  preuve  de  la  multi- 
plication. 

Problème.  Divifer  un  nombre  par  un  plus  petit. 
Ecrivez  le  divifeur  à la  droite  difdividende,  en  les 
réparant  l’un  de  l’autre  par  une  barre  ; tirez-en  une 
autre  au-defibus  ; prenez  pour  premier  membre  de 
divifion  un  nombre  de  chiffres  capable  de  contenir 
le  divifeur  ; cherchez  combien  de  fois  le  divifeur 
eft  contenu  dans  le  premier  membre  dont  nous  ve- 
nons de  parler  : écrivez  le  quotient , en  commen- 
çant par  la  gauche  ; multipliez  enfuite  'le  quotient 
que  vous  venez  d’écrire  par  le  divifeur  ; ôtez  le 
le  produit  du  premier  membre  de  divifion  ; à côté 
du  refte  , ou  de  o , s’il  n’y  a point  de  refte  , def- 
cendez  le  chiffre  fuivant  du  dividende  ; divifez  le 
refte  joint  au  chift're  defcendu  , ou  le  chiffre  def- 
cendu  feul , s’il  n’y  a point  de  refte  par  le  divi- 
feur 3 écrivez  le'  réfulrat  au  quotient , &:  ainfi  de 
fuite  jufqu’à  la  fin.  Si , en  opérant  ainfi  , l’on  s’ap- 
perçoit  que  le  divifeur  n’eft  pas  contenu  dans  quel- 
qu’un des  membres  de  divifion  qui  fuivent  le  pre- 
mier , on  mettra  o au  quotient  ; & fi  à la  fin  on 

trouve 
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trouve  un  refte,  on  l’écrira  à parr,  en  le  renfermant 
entre  deux  crochets  , pour  l’ajouter  au  produit  du 
quotient  entier  par  le  divifeur. 

Exemple  I.  Soit  propofé  de  divlfer  S 2^  par 
Ayant  écrit  le  divifeur  à la  droite  du  dividende  , 
comme  on  le  voit  ici , je  prends  8 pour 
premier  membre  de  divifion,  & je  dis 
en  8 combien  de  fois  4,  je  trouve  qu’il 
y eft  2 fois,  c’eft  pourquoi  j’écris  2 au 
quotient  j multipliant  enfuite  le  divifeur  par  le 
quotient,  & retranchant  le  produit  de  8 , il  refte 
o , à côté  duquel  je  defcends  2 j mais  , parce  que 
2 ne  contient  pas  4 , j’écris  o au  quotient.  A côté 
de  2 je  defcends  4 peur  avoir  24  au  rroifiéme 
membre  de  divifion  : je  divife  24  par  4,  Sc  j’écris 
le  quotient  6 , que  je  multiplie  par  le  divifeur  4 ; 
Le  produit  24  étant  retranché  de  24,  il  ne  refte 
rien,  de  forte  que  le  quotient  eft  exact,  & égal  à 2 06. 

Exemple  IL  Soit  propofè  de  divifer  par  f. 
Je  prends  5 5 pour  premier  membre  de  divifion  , 
parce  que  le  premier  chiffre  3 ne  ♦ ? 3 1 ^ 

contient  pas  le  divifeur  j je  dis  en — ^ ^ — ■ — 

fuite  en  3 5 , combien  de  fois  5,  il  ^5  7^  (j) 

y eft  7 fois  , j’écris  7 au  quotient^ 
je  multiplie  le  divifeur  5 par  7 , le  5 
produit  3 5 étant  retranché  de  3 5 , ? 

le  refte  eft  o ; à côté  duquel  je  defcends  8 , pour 
dire  enfuite , en  8 combien  de  fois  5,1  fois  , 


824 

4 

014 

xo6 

j’écris  donc  i au  quotient  3 & multipliant  5 par  i , 
je  retranche  le  produit  5 de  8.  J’ai  un  refte  3 que 
j’écris  entre  deux  crochets , comme  vous  le  voyez 
ici , ce  qui  marque  que  lî  le  dividende  eût  été  plus 
petit  de  3 , il  auroit  contenu  le  divifeur  71'  fois  jufte. 
Exemple  lll.  .Soif  propofé  maintenant  dé  divifer 
Tome  1.  B 
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138 

1 6 

// par  2 J,  Ayant  difpofé  le  divifeur  & le  dividen- 
de comme  à l’ordinaire  , je  remar- 
que que  les  deux  premiers  chiffres 
du  dividende  ne  contiennent  pas  le 
divifeur  13 , c’eft  pourquoi  je  prends 

fioiir  premier  membre  de  divifion 
es  trois  premiers  chiffres  du  divi- 
dende, & je  conçois  que  le  premier  chiffre  1 du 
divifeur  répond  aux  deux  premiers  du  dividende  , 
en  certe  maniéré  (ce  qui  a lieu  de  meme  toutes 
les  fois  qu’un  membre  de  divifion  contient  un  chif- 
fre de  plus  que  le  divifeur  )•  Je  dis  enfuite  , en  i j 
combien  de  fois  1 , je  trouve  qu’il  y eft  7 fois  : je 
multiplie  le  divifeur  encrier  par  7,  le  produit  161  . 
ne  peut  être  fouftrait  du  dividende  partiel  153  : 
ainli  je  diminue  le  quotient  d’une  unité  3 & Comme 
le  produit  1 3 8 du  divifeur  1 3 par  6 peut-être  ôté 
du  premier  membre  de  divifion  1 5 3 , je  fais  cette 
fouftraftion , & je  mets  6 au  quotient.  Je  defeends  4 
à côté  du  refte  1 5 , & je  trouve  de  même  que  le 
fécond  chiffre  du  quotient  eft  : je  multiplie  en- 
core le  divifeur  par  6 , &c  je  fouftrais  le  produit 
138  de  154,  pour  avoir  le  refte  16  y que  j’écris 
à côté  du  quotient , comme  on  le  voit  ici. 

Remarques.  i°.  On  fe  fert  d’abord  feulement 
du  premier  chiffre  du  divifeur  pour  trouver  le  quo- 
tient ; mais , parce  qu’il  s’agit  de  trouver  combien 
de  fois  le  divifeur  entier  eft  contenu  dans 'le  di- 
vidende , il  faut , avant  de  mettre  un  chiffre  au 
quotient , multiplier  le  divifeur  entier  par  ce  chif- 
fre. Si  le  produit  peut  être  fouftrait  du  dividende 
partiel , on  l’écrira  au  quotient  : fi  le  contraire  ar- 
rive , on  diminuera  le  quotient  d’une  , de  deux  , 
de  trois , &c.  unités , jufqu’à  ce  que  le  produit 
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foit  contenu  dans  ce  dividende  ; & fi  le  divifeur  fe 
trouvoit  plus  grand  que  le  membre  de  dififion  fur 
lequel  on  opéré,  on  écriroit  o au  quotient.  1°.  11 
eft  bon  de  palTer  un  trait  fur  chaque  chiffre  qü’on 
abaifTe  , afin  de  fe  fouvenir  qu’on  l’a  abailfé.  3 °.  Si 
un  refte  étoit  égal , ou  plus  grand  que  le  divifeur, 
ce  feroit  une  marque  que  le  givifeur  feroit  contenu 
dans  ce  dividende  au  moins  i fois  de  plus  qu’il  n’eft 
marqué  par  le  quotient , il  faudroit  donc  augmen- 
ter ce  quotient.  4®.  On  ne  peut  jamais  mettre  plus 
de  9 au  quotient;  car  fuppofons  d’abord  ^ue  le  mem- 
bre de  divifion  fur  lequel  on  opéré,  contient  au- 
tant de  chiffres  que  le  divifeur  : que  ce  membre 
foit  99  , par  exemple^  qui  eft  le  plus  grand  nom- 
bre de  deux  chiffres , & que  le  divifeur  foit  10, 
qui  eft  le  plus  petit  nombre  de  deux  chiffres  ; or 
99  ne  contient  pas  10  dix  fois  , puifque  10  fois  10 
font  100,  plus  grand  que  99.  Suppofons  en  fécond 
lieu  que  le  dividende  partiel  contienne  un  chiffre 
de  plus  que  le  divifeur,  de  maniéré  que  l’on  ait  15 
pour  divifeur,  & a 49  pour  dividende  partiel,  il 
eft  vifible  qu’en  augmentant  d’une  unité  ce  divi- 
dende , on  aura  250:  mais  alors  on  ne  pourra 
.plus  prendre  150  pour  dividende  partiel,  mais 
feulement  15  égalait  divifeur,  de  iorre  que  149 
eft  le  plus 'grand  dividende  de  3 chiffres  par  rap- 
port au  divifeur  25 or  249  ne  contient  pas  25 
dix  fois , puifque  1 o fois  1 5 valent  250:  donc  fi 
le  premier  membre  de  divifion  contient  un  chiffre 
de  plus  que  le  divifeur,  on  ne  peut  pas  mettre  plus 
0 de  9 au  quotient.  Mais  parce  que  enaque  refte  eft 
toujours  plus  petit  que  le  divifeur  , au  moins  d’une 
unité  , fi  à côté  de  ce  refte  on  defeend  o , ce  qui  le 
rendra  i o fois  plus  grand , il  s’en  faudra  encore 
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au  moins  de  i o unités  que  le  divifeur  n’y  foit  con- 
tenu I O fois  ; donc,  fi  à fa  place  de  o on  met  9 ( qui 
eft  le  plus  grand  chiffre  qu’on  puifiè  y mettre  ) il 
s’en  faudra  encore  au  moins  d’une  unité  que  le  di- 
vifeur ne  foit  contenu  dix  fois  dans  le  dividende 
partiel;  ainfion  ne  peut  pas  mettre  plus  de  9auquo- 
tient  pour  quelque  membre  de  divifion  que  ce  foit. 
Soit  propofé  de  divifer  yp  par  4.  Ayant  divifé  7 

fiar  4 , & fouftraitle  produit  4 ( du  quotient  1 par 
e divifeur  4 ) , il  refte  j plus  petit  d’une  unité  que 
le  divifeuj^  ; donc  fi  à côté  de  3 on  mettoit  o , 
011  auroit  30,  & l’on  voit  qu’il  s’en  faut  de  10 
unités  que  3 o ne  contienne  4 dix  fois  ; par  con- 
féquent  fi  à la  place  de  o on  met  9 , il  s’en  faudra 
d’une  unité  que  le  dividende  partiel  3 9 ne  contienne 
10  fois  le  divifeur  4. 

Pour  faire  la  preuve  de  la  divifion , on  multi- 
pliera le  divifeur  entier  par  le  quotient  entier  ; 
a ce  produit  l’on  ajoutera  le  refte  , s’il  y en  a , & 
l’on  retrouvera  le  dividende  , fi  l’opération  eft 
exafte. 

Démomstratiom  de  la  Divifion.  En  opérant , 
ainfi  que  nous  l’avohs  dit , on  trouve  combien  de 
fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  les  centaines , 
dixaines,  &c.  du  dividende  ; on  trouve  donc  le 
vrai  quotient  cherché.  ’ 

Pour  réduire  les  petites  efpeces  aux  grandes  1 
par  exemple^  les  fols  en  livres  , on  fe  fervira  de  la 
divifion , & l’on  divifera  le  nombre  des  petites  ef- 
peces , par  celui  qui  défigne  combien  de  fois  la 

frande  contient  la  petite  : ainfi , pour  favoir  com-A 
ien  de  toifes  valent  45  pieds,  je  divife  45  par  6 ; 
le  quotient  7 & le  refte  3 me  font  voir  que  45  pieds 
valent  7 toifes  3 pieds. 
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S’il  y a à la  fin  du  dividende  un  cectain  nombre  de 
O , & que  le  divifeur  foie  i fuivi  de  zéros  , on  ef- 
facera autant  de  o à la  fin  du  dividende,  qu’il  y en 
a au  divifeur.  Ainfi,  pour  divifer  izooo  par  loof 
on  écrira  zzo  ; car , en  opérant  ainfi  , on  prendijj# 
la  centième  partie  du  dividende  , c’eft-a-dire  , 
qu’on  rendra  le  dividende  i oo  fois  plus  petit.  Si 
l’on  avoir  à divifer  3 1 j o par  1 000 , parce  que  le 
divifeur  contient  plus  de  o que  le  dividende  , on 
feroit  la  divifion  à l’ordinaire.  * 

9*  Avant  de  palTec  plus  loin , nous  allons  donner 
l’explication  de  quelques  fignes  qu’on  trouve  fré- 
quemment dans  les  ouvrages  de  Mathématiques. 
Le  fîgne  -t-  marque  l’Addition  ; ainfi  1 -h  3 mar- 
que la  fomme  de  z & de  3 , ce  figne  eft  appelle 
plus',  de  forte  que  3 5 , ou  5 plus  5 font  8.  Le 

ligne — marque  laSoufiraâion  ,011  l’apipeile  moins  .* 
ainfi  5 — a ou  5 moins  z , vaut  3 . Le  figne  = 
s’appelle  figne  à'égal'ué  i ainfi  5 — z = 3 veut  dire 
<^ue  5 — z eft  égal  à 3 . Le  figne  X indique  la  Mul- 
ïiplication  i de-  forte  que  3 X 5=15,  cela  ligni- 
fie que  3 multiplié  par  5 eft  égal  à 15.  Le  fmne 
ou  fignifie  plus  petit  & plus  grand  : ainfi  3 
5 > 7 1 fignifient  que  j eft  plus  petit  que  5 , 

& 7 plus  grand  que  z;  en  un  mot  la  quantité  la 
plus  grande  fe  trouve  toujours  du  côté  de  l’ouver- 
rure , & la  plus  petite  du  côté  de  la  pointe  du 
figne. 

DES  FRACTIONS. 


10.  Une  fraction  n^eft  autre  chofe  qu’une  ou 
plufieurs  parties  de  l’unité.  On  fe  ferc  de  deux 
nombres  pour  exprimer  une  fraction  ; l’un  s’ap- 
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f)elle  \i' Dénominateur , parce  qu’il  défigne  l»qua- 
ité  des  parties  de  l’unité,  fi  ce  font  des  tiers  , par 
exemple , ou  des  quarts , &c.  l’autre  eft  appelle 
Numérateur  \ il  marque  le  nombre  des  parties  que 
Ibn  prend  : on  écrit  le  dénominateur  au-deffbus  du 
numérateur , en  féparant  l’un  de  l’autre  par  une 
ligne.  Si  donc  je  veux  exprimer  en  nombres  les 
deux  tiers  d’une  unité,  j’écrirai  y.  Il  n’efl:  pas  diffi- 
cile de  comprendre  qu’on  peut  regarder  le  numéra- 
teur comme  un  Dividende  y & le  dénominateur 
comme  un  Divifeur,  en  effet , fuppofons  que  l’u- 
nité dont  il  s’agit,  foit  un  pied,  les  y d’un  pied 
feront  la  même  chofe  que  le  tiers  de  deux  pieds  , 
puifque  les  y d’un  pied  valent  8 pouces  , aufu  bien 
que  le  ÿ de  deux  pieds.  De-là  il  fuit  que  tout  refte 
de  divifion  eft  une  fraétion  : par  exemple , fi  l’on 
divife  ij  par  ^ , on  a 4 au  quotient  , & j de 
refte  ; or  il  eft  vifible  qu’il  faut  prendre  la  cinquiè- 
me partie  de  ce  refte , de  forte  que  le  quotient  en- 
tier fera  4 -+♦  y. 

Si  deux  fraéfions  ont  le  même  dénominateur,  la 
plus  grande  eft  celle  qui  a un  plus  grand  numérateur. 
En  premier  lieu  il  eft  évident , par  ex.  que  y ÿ ; 
en  fécond  lieu  , il  n’eft  pas  moins  évident  qu’une 
iraétion  fera  d’autant  plus  grande  que  fon  numéra- 
teur fera  plus  grand , & fon  dénominateur  plus 
petit , puifque  dans  ce  cas  le  numérateur  contien- 
dra plus  le ‘dénominateur  , foit  quil  le  contienne 
entièrement,  ou  en  partie  : mais  une  fraétion  eft 
d’autant  plus  petite  , que  fon  dénominateur  eft  plus 
grand  ; ainfî  y <C  f : en  troifiéme  lieu , il  eft  fa- 
cile de  comprendre  qu’une  fraélion  refterademême 
valeur,  en  multipliant  ou  en  divifant  fes  deux  ter- 
mes par  un  même  nombre  j car  la  fraétion  y = y : 
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en  effet , dans  le  premier  cas  on  prend  deux  par- 
ties de  l’unité  , & dans  le  fécond  on  n’en  prend 
qu’une  ; mais  aulîî  les  parties  de  la  fécondé  fraélion  » 

font  deux  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  pre- 
mière, ce  qui  donne  la  même  valeur  ^our  les  aeux 
fraétions.  De  même  la  fraétion  ^ fe  réduit,  en  divi- 
fant  fes  deux  termes  par  3 , à la  fraétion  | ^ 

la  fradion  7 devient  | , en  multipliant  fes  deux  ter* 
mes  par  3 . 

Une  fradion  eft  plus  petite  que  l’unité  , lotfque 
fon  numérateur  eft  plus  petit  que  fdn  dénomina- 
teur , elle  eft  plus  grande  que  l’unité  , fi  fon  numé- 
rateur eft  plus  grand  que  fon  dénominateur  : enfin , 
elle  eft  égale  à l’unité , lorfque  le  numérateur  eft 
égal  au  dénominateur  ;ainfij=: 

Ce  qui  eft  évident. 

Pour  réduire  un  entier  5 en  fradion , il  fuffit  de 
regarder  l’entier  comme  le  numérateur  d’une  frac- 
tion , dont  le  dénominateur  feroit  i ; de  fort&que 
5 = 7 ; car  I ne  divife  ni  ne  multiplie  : mais  , fi 
ou  vouloit  une  fradion  qui  eût  un  dénominateur 
donné  3 , par  exemple  , on  multiplieroit  l’entier  5 
par  3 , pour  avoir  i 5 , numérateur  de  la  fradion 
cherchée  , qui  feroit  -ip  = 5. 

II.  Problème.  Réduire  deux  [raclions  au  même 
dénominateur.  Soient  les  deux  fradions  7,7;  mul- 
tipliant les  deux  termes  de  la  première  par  le  dé- 
nominateur 5 de  la  fécondé  , j’ai  7 = ^ (10); 
multipliant  de  même  les  deux  termes  de  la  fécondé 
par  le  dénominateur  3 de  la  première , j’ai  7 = 7^. 

11  eft  vifible  que  les  fradions  réduites  font  de  nfême 
valeur  qu’avant  la  rédudion,  & de  plus,  qu’elles 
font  réduites  au  même  dénominateur , puifque  le 
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dénominateur  commun  eft  le  produit;  des  demi  dé- 
nominateurs. 

Corollaire.  Si  on  vouloir  réduire  trois , ou  un 
plus  grand  nombre  de  fractions  au  même  dénomi- 
nateur , il  fufïiroit  de  multiplier  les  deux  termes  de 
chacune  par  le  produitdes  dénominateurs  de  toutes 
les  autres. 

II.  Problème.  Réduire  une  fraction  d un  déno-’ 
minateur  donné  : par  exemple , réduire  la  faétion  | 
d’une  livre  , en  vingtièmes  de  la  livre,  ou  en  fols  , 
multipliez  leÿ  deux  termes  de  la  fraétion  propofée 
par  le  dénominateur  donné  zo , pour  avoir  7 = 
divifez  enfuite  les  deux  termes  de  cette  derniere 
fradion  parle  dénominateur  5 de  la  fraétion  don- 
née, & vous  aurez  la  fraétion  cherchée  77  = i 

Corollaire.  Donc,  en  fuppofant  la  fraftioh 
donnée ,‘  réduite  à fa  plus  fimple  exprelîîon  , ou  à 
fes  moindres  termes , la  réduétion , dont  nous  par- 
lons., n’aura  lieu  que  dans  le  cas  que  le  dénomina- 
teur donné  fera  divifible  par  le  dénominateur  de  la 
propofée  : ainfi  la  fraétion  7 ne  peut  pas  fe  réduire  à 
une  fraétion , dont  le  dénominateur  feroit  5 , parce 
que  5 n’eil  pas  divifible  par  3 ; en  effet , en  fuivanr 
la  méthode  du  problème  , on  aura  d’abord  7 =77  • 
divifant  les  deux  termes  de  cette  derniere  fxaétion 
par  3 , on  aura  1 5 divifé  par  3 =s=  5 ; mais  1 q 
n’étant  pas  divifible  par  3 , on  ne  pourra  pas  parve- 
nir au  réfultat  cherché, 

13.  Problème.  Réduire  une  fraction  à fa  plus 
Jîmple  exprejfion.  Divifez  les  deux  termes  de  la 
fraéHon  par  leur  plus  grand  commun  divifeur  ; la 
fraétion  qui  en  réfultera , fera  réduite  à fa  plus 
/impie  exprellion  ; ainfi  la  fraéliqn  ^ fera  réduite 
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à fes  plus  petits  ternies  , en  divifant  fes  deux  termes 
par  5 , ce  qui  donnera  7 = 77. 

14.  Problème.  Trouver  le  plus  grand  commun 
divifeur  de  deux  nombres.  Divifez  le  plus  grand  par 
le  plus  petit  ; fi  la  divifîon  eft  fans  relie , le  plus 
petit  fera  le  plus  grand  commun  divifeur  cherché  j 
s’il  y a im  refte,  divifez  Je  plus  petit  nombre  par 
le  relie  j 11  la  divillon  ell  exaâe , ce  relie  fera  le 
plus  grand  divifeur  cherché,*  s’il  y a un  fécond 
relie  , divifez  le  premier  relie  par  le  fécond , & 
ainû  fuccelïivement,  le  dernier  relie,  qui  divifera 
exadement  le  relie  précédent  fera  le  plus  grand 
divifeur  cherché.  Si  le  dernier  relie  ell  i , c’ell 
une  marque  que  les  deux  nombres  n’ont  d’autre  di- 
vifeur commun  que  l’unité  , dans  ce  cas  on  les  ap- 
pelle premiers  entreux  : ainll  a & 5 font  premiers 
entr’eux. 


Exemple.  Pour  avoir  le  plus  grand  divifeur  de 
10  & de  If.  Je  divife  1 5 par  10,  le  quotient  ell 
I avec  un  relie  5 ; je  divife  lo  par  le  relie  5 , le 
quotient  ell  exad  : donc  5 ell  le  plus  grand  divifeur 
de  10  & de  15.  En  effet,  puifque  5 divife  10,  il 
divifera  aulïi  i o -H  5 = 1 5 : or  5 ell  le  plus  grand 
nombre  qui  puilTe  divifer  10  & 15,  ou  lo&io 
-h  5 : donc , &c. 

IJ.  Problème.  Ajouter  enfemble  les  fraclions 
7 J 7 ; les  ayant  réduites  au  même  dénominateur 


( II),  nous  aurons  à ajouter  enfemble  les  ^aélioni 
+ c’ell-à-dire, 

que , pour  avoir  la  fomme  d’un  nombre  quelcon- 
que de  fradions , on  doit  les  réduire  au  même  dé- 
nominateur , Ix  elles  en  ont  de  différens  , prendre 
la  fomme  des  numérateurs  , 8c  lui  donner  pour  dé- 
nominaoeur  le  dénominateur  commua. 
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Corollaire.  Pour  ajouter  un  entier  à une  frac- 
tion, on  réduira  l’entier  à une  fraârion  de  mêlne 
dénominateur  (lo)  que  la  fraébion  donnée,  pour 
opérer  enluite  comme  nous  venons  de  le  dire.  Si 
on  voüloit  ajouter  un  entier  plus  une  fraétion  à un 
autre  entier  plus  une  autre  fraélion  , on  réduiroit 
le  premier  entier  & fa  fraétion  à une  feule  fradion 
de  même  dénominateur;  on  feroit  la  même  réduc- 
tion pour  le  fécond  entier  & fa  fradion  , l’on  au- 
roit  enfuite  à ajouter  deux  fradions  , ce  que  nous 
favons  déjà  faire  : ainli , pour  ajouter  2 1 à 3 

{ , je  réduis  la  première  quantité  à j -4-  j & 
l'a  fécondé  à | + î = 7 ; & j’ai  enfuite  à ajouter 
7 avec  7 , ce  qui , en  réduifaitt  au  même  dénomi- 
, nateur , donne  ^ -j-  ^ 

16.  Problème.  Sou/lraire  une  fracHon  d'une  au~ 
' refradiion.  Soit  7 à fouftraire  de  7 , on  aura  7 — 
7=^7^  = 7 3 c’eft-à-dire,  que , pour  fouftraire  une 
fradion  d’une  autre  fradion  de  même  dénomina- 
teur , on  prendra  la  différence  des  numérateurs  , 
qu’on  divifera  par  le  dénominateur  commun.  Si  les 
fradions  ne  font  pas  de  même  dénominateur,  on 
les  y réduira,  & l’on  opérera  enfuite  comme  nous 
venons  de  le  dire.  Pour  fouftraire  une  fradion  d’un 
entier,  on  réduira  l’entier  en  une  fradion  de  même 
dénominateur  que  la  fradion  à fouftraire  , pour 
opérer  enfuite  comme  nous  venons  de  le  dire  : ainfî 

^ ^ ^ __  ^ ^ I I _ ^ I I 

Si  on  vouloir  fouftraire  un  entier  joint  à une 
fradion  d’un  autre  entier  joint  à une  autre  frac- 
tion , on  réduiroit  d’abord  le  premier  entier  & fa 
fradion  en  une  feule  fradion  de  même  dénomina- 
teur ; on  feroit  la  même  -chofe’pour  le  fécond  en- 
tier Sc  fa  fradion  j l’on  auroit  eaifuite  une  fradion 
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à fouftraire  d’une  autre  fraétioii  : opération  qui  n’a 
maintenant  aucune  difficulté. 

17.  Problème.  Multiplier  une  fraction  par  une 
fraction.  Multipliez  le  numérateur  du  multipli- 
cande par  celui  du  multiplicateur , vous  aiireâ  le 
numérateur  du  produit  ; multipliez  enfuite  le  dé- 
nominateur du  multiplicande  par  celui  du  multipli- 
cateur , vous  aurez  le  dénominateur  du  produit  : 
par  exemple , i x 7 = ^ : en  effet , j’avois  à 
multiplier  7 par  4 , je  prendrois  7 quatre  fois  , ce 
qui  donneroit  7 ; or  je  ne  dois  pas  multiplier  7 
par  4 , mais  par  7 , c’eft-i-dire  , par  la  cinquième 
partie  de  quatre  j j’ai  donc  multiplié  par  un  nom- 
bre 5 fois  trop  grand  , & le  produit  7 eft  5 fois 
trop  grand  ; pour  le  rendre  5 fois  plus  petit , je 
rends  le  dénominateur  5 fois  plus  grand , ou  , ce 
qui  revient  au  même  , je  multiplie  le  dénomina- 
teur par  5 , & le  vrai  produit  cherché  eft  = 

Il  eft  aifé  de  voir  •,  i®.  que  , pour  multiplier 
une  fraftion  par  un  entier,  ou  un  entier  par  une 
fraétion,  il  fuffit  de  multiplier  le  numérateur  de 
la  fraétion  par  l’entier  : ainfi  3 X7,ou7X7  = 
7 = 7 X 3 : i'^.  que,  pour  multiplier  un  entier 
joint  à une  fradkion  , il  fuffit  de  réduire  le  multi- 
plicande à une  feule  fradtion  ; on  fait  la  même  chofe 
pour  le  multiplicateur,  lorique celui-ci  eft  un  entier 
joint  à une  fradtion , pour  opérer  enfuite  , comme 
nous  venons  de  le  dire  ; 3 ®.  que , pour  réduire 
une  fraftion  de  fradtion  à une  fradtion  , il  faut  fe 
fervir  de  la  multiplication  ; pour  favoir  combien 
valent , par  çxemple , les  7 ae  | de  7 d’un  écu  , il 
faut  multiplier  7 par  7 , le  produit  ^ donnera  les  ~ 
de  7 d’un  écu,  & ce  produit  étant  multiplié  par  7 don- 
nera ^ d’un  écuj  4®.  que  le  produit  d’une  fraâ:ioii 
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par  une  autre  fradion  plus  petite  que  Tiuiité  , doit 
être  plus  petit  que  le  multiplicande  ; puifque , fi 
l’on  doit  multiplier  par  ^ , par  exemple  j on  doit 
feulement  prendre  les  7 du  multiplicande. 

<8.  Problème.  Diviferla  fraction par  la  frac- 
tion 7.  Multipliez  le  numérateur  du  dividende  par 
le  dénominateur  du  divifeur , pour  avoir  le  numé- 
rateur du  quotient  j multipliez  enfuite  le  dénomi- 
nateur du  dividende  par  le  numérateur  du  divifeur, 
vous  aurez  le  dénominateur  du  quotient , qui  fera 
s=.7^  : en  effet , pour  divifer  7 par  4 , ou  , pour 
prendre  le  7 de  7 , il  faudroit  trouver  une  fraétion 
4 fois  plus  petite  que  7 ; mais  on  rendroit  la  frac- 
tion 7 quatre  fois  plus  petite,  en  multipliant  fon 
dénominateur  par  4 , ce  qui  donneroit  ^ ; or  ce 
n’eft  pas  par  4 qu’on  doit  divifer,  mais  par  7 , c’eft- 
à-dire,  par  la  cinquième  partie  de  4 j donc  le  di- 
vifeur , dont  on  s’eft  fe.rvi,  étant  5 fois  trop  grand  , 
le  quotient  eft  5 fois  trop  petit  j on  doit  donc  le 
rendre  5 fois  plus  grand  , ce  qu’on  fera  en  multi- 
pliant le  numérateur  z par  5,,  pour  avoir  7^ , vrai 
quotient  cherché. 

1 9.  Remarque.  Pour  diviferune  fraéfion  7 , par 
exemple  y par  un  entier  j , on  fuppofera  j = 7 , & 
l’on  aura  une  fraétion  à divifer  par  une  autre  frac- 
tion. Dans  l’exemple  propofé  le  quotient  eft  & 
l’on  trouveroit  la  même  c hofe,  en  fe  contentant  de 
multiplier  le  dénominateur  du  dividende  par  l’en- 
tier. Si  l’on  avoit  un  entier  joint  à une  fraétion  à 
divifer  par  un  entier , ou  par  un  entier  joint  à une 
fraétion,  on  réduiroit  le  dividende  & le  divifeur 
chacun  à une  feule  fraétion,  & l’on  opér croit  en- 
fuite  comme  nous  venons  de  le  dire^ 
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DES  FRACTIONS  DÉCIMALES.  . 

îo.  Les  Fraclions  décimales  font  des  fraclions  qui 
ont  pour  dénominateur  l'unité  fuivie  d’un  ou  de  plu- 
fleurs  \eros.  Ainfi  ~ , font  des  fractions  décima- 
les. Pour  Amplifier  , on  n’exprime  pas  le  déno- 
minateur j & quand  il  y a des  entiers  joints  aux 
fraâions,  on  les  en  fépare  par  un  point,  ou  par 
une  virgule.  Par  exemple  j 15  -4-77  s’écrit  ainfi, 

25  . } ,oui5,  de  même  25 -4- 7^  = 15  *3^, 
de  même  7 -4-  = 7 ■ 3002.  Lafraftion  ■—  s’ex- 

prime ainfi  , o • 3 J la  fraftion  7^  s’exprime  ainfi  , 

0*35,  en  mettant  o à la  place  des  entiers.  Il  eft 
facile  de  voir  que  le  premier  chiffre  après  le  point 
repréfente  des  dixiémes  , le  fécond  des  centièmes  , 

&c.  car,  par  exemple  y la  fraétiono-  352  = 7^ 

^ ; puilauC% 

en  effaçant  le  même  nombre  de  o au  numérateur  & 0 

au  dénominateur  d’une  fraâion  , on  divife  fesdeux 
termes  par  un  même  nombre,  ce  qui  laiffe  la  frac- 
tion de  même  valeur  ( 10).  Il  fuit  de-làj  1°.  que 
la  fraétion  7^  = 7^ , ou  que  o • 3 — o • 3 00 , ou 
, qu’en  général  , une  fraétion  décimale  refte  de 
même  valeur  , quelque  nombre  de  o qu’on  ajoute 
au  numérateur  de  cette  fraétion  3 2°.  que  fi  les 
dixiémes  , ou  les  centièmes , &c.  manquent , on 
doit  mettre  des  0 â.  la  place  des  chiffres  qui  man- 
quent : ainfi  7^’—  = o • 002  3 , parce  que  les  dixié- 
mes & les  centièmes  manquent  *. 

* Avec  un  peu  d’attention  , il  eft  aifé  de  s’appercevoir  que 
la  valeur  des  cÛSies.qui  font  à la  droite  du  point , va  en  di- 
minuant , en  prpporrion  décuple , en  allant  de  gauche  â droite, 

& que  les  fraftions  décimales  font  des  fraélions , dont  le  dé- 
nominateur (fousrentendu)  efirunicé  fuivie  d’autant  de  zéros , 
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Problème.  Réduire  une  fraclion  ordinaire  en  une 
fraSion  décimale.  Soit , par  exemple  j la  fra«Stion  { 
à réduire  fn  une  fraâion  décimale.  Ajoutez  un  o 
au  numérateur  * , & divilez  enfuite  le  numérateur 
par  le  dénominateur  , vous  aurez  la  première  dé- 
cimale du  quotient  j continuez  de  meme  s’il  y a un 
refte  , en  ajoutant  un  o à ce  refte , & ainfi  de  fuite, 
& vous  aurez  de  nouvelles  décimales.  Ajoutant 
donc  un  o à 3 , j’ai  30  que  je  divife  par  5 , le  quo- 
tient eft  } donc  o • eft  le  vrai  quotient  cherché. 
En  effet  le  dividende  3 ayant  été  multiplié  par  10, 
le  quotient  de  30  divifé  par  5 eftio  fois  trop  grand  : 
donc  on  doit  le  divifer  par  i o pour  avoir  -^  = o • lî  • 
Soit  la  fraétion  ~ qu’on  veut  réduire  en  fraétion 
décimale;  j’ajoute  o à 2 , pour  avoir  20  que  je  di- 
vife par  3 , le  quotient  6 eft  une  première  déci- 
male. Je  multiplie  le  divifeur  pat  le  « 

A ‘1  J • o S J-  o ■ 660,  oCc. 
quotient , otant  le  produit  1 8 du  di- 

vidende  , il  refte  2 , auquel  ajoutant  o , & divi- 
fant  de  même  par  3 , j’ai  encore  6 pour  quotient  ; 
& continuant  de  même,  je  trouve  toujours  6 pour 
quotient , de  forte  qu’il  eft  impoflible  d’avoir  une 
fraétion  décimale  terminée , qui  exprime  la  va- 
leur de  7. 

On  connoît  qu’il  eft  impoflible  de  trouver  une 
fraébion  décimale  exaéte,  lorfqu’on  voit  reparoître 
les  mêmes  chiffres  du  quotient , & dans  le  même 
ordre  ; or  les  mêmes  chiffres  reparoiflent  dans  ce 
cas  , pour  le  plus  tard  , au  rang  défigné  par  le  dé  - 
nominateur  de  la  fraékion  : par  exemple , fl  on  vou- 
loir réduire  en  fradbion  décimale  la  fraétion  7 , 

qu’il  y a de  chiffres  après  le  point  j lefquels  chiffres  forment 
te  numérateur. 

< * C'eft  comme  û on  multiplioit  le  numérateur  par  10. 


Digitized  by  Google 


on  auroito  • 571418  ,&enfuite  571  &c.  l’infini. 

On  peut  voir  maintenant  que , quand  après  une 
divifion  il  y a un  refte  , pour  avoir  un  quotient  plus 
exad  , il  faut  ajouter  au  quotient  ce  refte  réduit  en 
décimales  ; par  exemple , fi  j’ai  à divifer  j 1 par  7 , 
le  quotient  fera  4 avec  un  refte  0i  4*571  &c. 

Quand  on  n’a  pas  befoin  d une  fi  grande  précifion, 
on  peut  négliger  les  millièmes  , & quelquefois 
même  les  centièmes  ; ainfi  , dans  l’exemple  précé- 
dent , fi  on  n’a  pas  befoin  d’une  grande  précifion , 
on  peut  fuppofer  ^=4  • 57,  ou  4*6,  en  augmen- 
tant d’une  unité  le  dernier  chiffre  qu’on  ne  néglige 
pas,  ce  que  l’on  fait  toutes  les  fois  que  les  deux 
chiffres  fuivans  furpaffent  50  5 en  effet  o • 071  va- 
lent plus  de  la  moitié  d’un  dixiéme  : ainfi  , en 
augmentant  le  chiffre  5 d’une  unité , l’erreur  eft 
moins  confidérable  que  fi  on  ne  faifoit  pas  cette 
augmentation.  Au  refte,  en  négligeant  un  nombre 
de  chiffres  quelconque,  l’erreur  n’eft  jamais  égale  à 
l’unité  du  dernier  chiffre  qu’on  ne  néglige  pas  5 par 
exemple  , fi  j’ai  la  fradion  décimale  5 • 39^9  &c* 
à l’infini , en  négligeant  tous  les  chiffres  qui  fui- 
vent  3 , j’aurai  5*3  5 or  0*3  = ^,  & o*  0999 
=•71^  pnifqu’en  ajoutant  r à 999  , j’aurai 

7^^  = TT  j même  rai fonnement  a lieu , quelque 
nombre  de  chiffres  qu’on  néglige. 

Problème.  Ajouter  & foujlraire  les  fraüîons  <//* 
ciraa/ej.  Soient  les  fradions  décimales  3 5 *701, 30J 
•7,  1*15,  dont  on  demande  la  fomme,  écrivez  ces 
fradions,  enfbrte  que  les  unités  foient  fous  les  unŸ* 
rés , les  dixaines  fous  les  dixaines , &c.  les  dixiémes 
fous  les  dixiémes,  &c.  opérez  enfuite  , en  allant  de 


* LamêmechofealieUjfionnégligeoic  unTeuIchifie^  5. 
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droite  à gauche  , comme  pour  les  nombres  entiers. 
Ce  qui  eft  évident , puifque  la  valeur 
des  chiffres  dans  les  fraéHons  déci-  ^5  7° 

cimales  va  en  augmentant  de  droite 
à gauche  en  proportion  décuple.  

Pour  fouf^ire  la  fraétion  déci-  34*  * 
male  Z5  -03  ^e  3Z  *04,  je  les  difpofede  la  même 
maniéré  , ayant  foin  de  mettre  la  première  fous  la 
fécondé,  comme  on  le  voit  ici;  mais,  ^ ^ ^ 

parce  qu’il  n’y  a aucun  chiffre  qui  ^ ^ 

foit  correfpondant  à z,  je  fuppofe  — : — , ■ 

o à côté  de  4 , ce  qui,  comme  nous  7 • 008 
l’avons  dit  il  n’y  a pas  long-tems  , ne  change  rien 
à la  valeur  de  la  fraéHon  , faifant  enfuite  la  fouf- 
traétion  à l’ordinaire  , j’ai  pour  refte  7 • 008. 

Problème.  Multiplier  une  fraciion  décimale  par 
une  autre.  Multipliez  les  deux  fraéHons  comme  fi 
c’étoient  des  nombres  entiers , en  vous  fouvenant 
de  féparer  dans  le  produit  autant  de  décimales  qu’il 
y en  a , tant  au  multiplicande  qu’au  multiplicateur  : 
ainfi,  pour  multiplier  7 • iz  par  z • 3 , je  multi-  ' 
plie  71 Z par  Z3;  le  produit  eft  163 7(1,  dans  lequel 
je  fépare  3 décimales  , parce  qu’il  y en  a deux  au 
multiplicande  , Sc  une  au  multiplicateur;  de  forte 
que  le  produit  cherché  eft  i(j  • 376.  La  raifon  de 
ce  procédé  eft  façile  à appercevoir  ; Car  7 • i z =3 

100  > & i • 3 10 1 ioo_^  10  ■“  1000  “*■  * ^ ’ 37“* 

Si  le  produit  ne,  r enfermoit  pas  un  nombre  fufHfant 
de  chiffres , il  faudroit  ajouter  vers  la  gauche  autant 
de  O qu’il  ferbit  néceflàire , pour  qu’on  eût  autant 
de  décimales  au  produit,  qu’il  y en  a tant  au  multi- 
plicande qu’au  multiplicateur  : par  exemple  j pour 
multiplier  0*^5.  par  o • 03,  après  avoir  trouvé  le 
produit  75  de  z 5 par  3 , je  m’apperçois  que  ce  pro- 
duit 
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zz 

Z • oi 

duit  ne  contient  que  deux  chiffres , tandis  que  je 
dois  avoir  4 décimales  : airifi  j’ajoute  deux  o en 
cette  forte,  o • 0075  , & j’ai  le  vrai  produit  cher- 
ché : en  effet  o-z5  xo-o3=:^X,-b  = 7™ 
=r  O • 0075. 

pROBLEMÈ.  Divifer  une  fraclion  décimale par 
exemple , 4 • 444  par  une  autre  fraclion  décimale 
2 • 2.  Divifezle  dividende  par  le  diviseur,  comme 
fi  c’étoient  des  nombres  enriers  ;*  mais  féparez  dans 
le  quotient  autant  de  décimales  qu’il  y en  a plus 
au  dividende  qu’au  divifeur  : ainfi , en  divifant 
4444  par  zi  , je  trouve  pour  quotient  ioz  j je  fé- 
pare  z décimales , parce  qu’il  y en  a deux  de  plus 
au  dividende  qu’au  divifeur  j db  forte  que  le  quo- 
tient cherché  eft  z • oz.  Pour  com- 
prendre la  raifon  de  cette  méthode 
on  fera  attention  que  4*444=7^,  & 
que  z • z ^ — J la  première  fraûion  divifée  par 
la  fécondé . donne  ^ ( 18)  = ^ : or 
zoz  J mais  , parce  que  le  véritable  divifeur  zzoo 
eft  cent  fois  plus  grand  que  iz,  le  quotient  zoz 
eft  cent  fois  ttop  grand , il  faut  donc  le  divifer  pat 
100  pour  avoir  le  vrai  quotient  ^ = z * oz. 

Remarquez  1°.  S’il  y a autant  de  décimales  au 
dividende  qu’au  divifeur  , le  quqtient  fera  fans 
décimales  j z®.  S’il  y a moins  de  décimales  au 
dividende  qu’au  divifeur  , on  doit  ajouter  au  di- 
vidende quelques  o,  pour  avoir  au  moins  autant 
de  caraél^res  au  dividende  qu’au  divifeur  j & 
même  , fi  l’on  veut  avoir  quelques  décimales  au 

3uotient , il-  eft  néceflàire  d’ajouter  à la  fin  du 
ividende  affèz  de  o , pour  qu’il  y ait  plus  de  ca- 
raéleres  au  dividende  qu’au  divifeur  ; 3 ®.  Si , en 
divifant  une  fradion  décimale  par  une  autre ou 
Tome  I.  . " ■ C 
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par  un  entier  on  trouve  un  refte,  on  pourra  conti- 
nuer d’opérer  fur  ce  refte  comme  fur  un  refte 
de  divifion  ordinaire , en  ajoutant  o à chaque  nou- 
veau refte. 

DE  L'ÉVALUATION  DES  FRACTIONS. 

2 1.  Si  l’on  vouloir  évaluer  la  fraébion  décimale 
de  toife  o • 72  , qp  multiplieroit  cette  fraéHon  par 
6 , pour  avoir  des  pieds  , parce  que  la  toife  vaut 
6 pieds  , ce  qui  donneroit  4-32;  c’eft-à-dire  , 
4 pieds , plus  la  fraétion  o • 3 2 de  pied.  Multi- 
pliant celle-ci  par  1 2 pour  avoir  des  pouces  , je 
trouve  3 • 84  , c’eft-àdire,  trois  pouces  plus  o -84 
de  pouce  3 ainfi  la  fraétion  propofée  vaut  4 pieds  3 
pouces  plus  o • 84  de  pouce.  Pour  évaluer  la  frac- 
tion o • 02  de  toife  , je  la  multiplie  par  & j’ai 

0 • 12  de  pied  3 multipliant  celle-ci  par  12  , j’ai 

1 • 44  de  pouce  , c’eft-à-dire  , i pouce  & o • 44 

de  pouce  3 en  multipliant  cette  derniere  par  11, 
j’aurois  des  lignes.  Mais  pour  évaluer  la  fraéHon 
| d’un  fol , comme  le  fol  vaut  1 2 deniers  , on 
multiplieroit  le  numérateur  3 par  1 2 , pour  avoir 
~ de  denier , ou  7'*  -h  ÿ de  denier.  La  fraéHon 
de  livre  deviendra , en  multipliant  5 par  20,  ~ 
de  fol  = 7*^  H-  Multipliant  celle-ci  par  12, 
l’on  auroit  ^ de  denier  = 8“*  -1- de  denier , de 
forte  que  la  fra:étion  de  livre  vaut  7*^  8“^  ^ de 

denier. 

DE  LA  MULTIPLICATION  ET  DIVISION 
des  Nombres  Complexes, 

22.  Problème.  On  demande  combien  coûteront 
^ toifes  2 pieds  d'une  muraille  j d 2 liv.  3 f.  la  toife. 
Je  réduis  les  toifes  en  pieds  en  multipliant  3 par 


6 , à caufe  que  la  toife  vaut  6 pieds  ; au  produit 
i8  j’ajoute  i pour  avoir  le  nombre  total  zo  pieds; 
je  réduis  les  livres  en  fols,  en  multipliant  i par  20; 
au  produit  40  j’ajoute  j , & j’ai  43.  £n  multipliant 
43  fols  par  20  , le  produit  860  fols  marque  com- 
bien coüteroient  20  pieds,  li  chaque  pied  coûtoit 
43  fols;  mais  ce  n’eft  pas  le  pied  qui  coûte  43  fols, 
c’eft  la  toife  qui  yaut  6 pieds  : ainfi  le  pied  ne 
coûte  que  la  fixiéme  partie  de  43  fols  , Sc  10  pieds, 
ou  3 toifeszpieds  ne  coûteront  aulli  que  la  fixicme 
partie  de  860  fols  : on  doit  donc  divifer  8^o  par  é, 
le  quotient  fera  i43fifols  avec  uii,refte  2 fols;  ce 
refte  vaut  24  deniers  , dont  la  fixiéme  partie  efl:  4 
deniers  ; en  les  ajoutant  au  quotient , nous  aurons 
143  fols  4 deniefs  * ou  en  réduifani  en  livres  , ce 
quife  fait  en  divifant  143  par  zo,  7 liv.  3 f.  4 d. 

Remarquez  i qu’en  muj^ pliant  43  fols  par  20, 
on  a confidéré  le  multiplicateur  comme  un  nombre 
pur  & abftrait , c’eft-à-dire  , comme  un  nombre 
qui  ne  contient  que  des  unités  fimples,  & non 
comme  un  nombre  concret , c’eft-à-dire  , qui  ren- 
ferme des  unités  d’une  efpece  déterminée,  comme, 
fût  exemple  , des  pieds.  Car  il  feroit  ridicule  de 
multiplier  des  fols  par  des  pieds. 

z°.  Que  fi  on  avoir  demandé  le  prix  de  zo  toi- 
fes  , à Z liv.  3 fols  la  toife,  onauroit  trouvé  pour 
réfultat  860  fols  , ou  43  liv. , & l’on  auroit  pas  eu 
befoin  de  faire  la  divifion  par  6. 

3 °.  Qu’il  faut  dans  ces  forces  de  queftions  ré- 
duire le  multiplicande  &c  le  multiplicateur  chacun 
à fa  plus  petite  efpece  , faire  enfuite  la  multipli- 
cation à.  l’ordinaire , & divifer  le  produit  par  le 
nombre  qui  exprime*  (Combien  de  fois  la  grande 
efpece  du  multiplicateur  contient  la  petite  : ainfi  fi 
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le  multiplicateur  avoir  contenu  des  pouces  , on  au- 
roit  réduit  le  multiplicateur  en  pouces  : de  mÊme 
fi  le  multiplicande  avoir  contenu  des  deniers  , on 
l’auroit  réduit  en  deniers  j après  l’opération  on 
auroit  divifé  le  produit  par  71 , parce  que  la  toife 
vaut  72  pouces , on  auroit  enfuite  réduit  les  de- 
niers en  fols  , & les  lois  en  livres.  Quant  au 
multiplicande  , c’eft  la  nature  feule  de  la  queftion 
qui  peut  le  faire  connoître.  Dans  l’exemple  pro- 
pofé  il  eft  aifé  de  voir  que  le  multiplicande  eft  l’ar- 
gent qu’on  cherche  au  produit. 

Seconde  Méthode,  ün  réduira  chaque  nombre 
à fa  plus  balle  dfpece  ; on  multipliera  enfuite  les 
fractions  qui  en  réfulteront  l’une  par  l’autre , & 
l’on  réduira  le  produit  aux  unkés  , & aux  efpeces 
établies  par  l’uTage. 

Exemple  & Démonstration.  Vôn  demande 
combien  coûteront  zj^toifes  / pieds  1 0 pouces  , à 
3 liv.  10  f.  d.  toife.  Je  réduis  le  multipli- 
cande , ou  l’argent  en  deniers  , ce  qui  me  donne 
84^  deniers  j niais  un  denier  eft  la  partie  de  la 
livre  qui  vaut  10  fols  , & pat  conféquent  Z40  de- 
niers : ainfi  le  multiplicande  vaut  ^ d’une  livre. 
Je  réduis  le  multiplicareur  en  pouces  , & je  trouve 
1870  pouces;  or  le  pouce  eft  la  72*  partie  de  la 
toife  ; donc  le  multiplicateur  vaut  d’une  toife. 
Multipliant  maintenant  les  numérateurs  du  mul- 
tiplicande &c  du  multiplicateur  l’un  par  l’autre , 
aulfi  bien  que  les  dénominateurs,  le  produit  cher- 
ché eft  i fraélion  de  livre. 

Pour  réduire  donc  cette  fraétion  aux  elpeces 
ufitées,  ou  pour  évaluer  cette  fraétion  , je  oivile 
le  numérateur  par  le  dénominateur,  & je  trouve 
5 1 avec  le  reftc  9540,  ou  Les  9 1 font  des 


Digitized  L 


Calcul. 


37 


r. 


unités  ou  des  livres.  Pour  évaluer  le  refte  qu’on 
vient  de  trouver  , je  multiplie  le  numérateur  9540 
ar  iO  , ce  qui  réduit  ce  refte  en  fols  y 5c  divifant 
e produit  190S00  par  17280  , je  trouve  ii  fols 
avec  le  refte  720  , ou  d’un  fol , qu’on  réduira 
en  deniers,  en  multipliant  720  par  1 2 , & divifant 
le  produit  8(^40  par  172S0  , ce  qui  donnera 
qui  ne  vaut  pas  im  denier  ( il  vaut  la  moitié  d’un 
denier  ) : ainlî  on  pourra  le  négliger , 5c  le  produit 
eherclié  fera  91  liv.  ii  lois. 

25.  Problème  qui  contient  la  divifion  des  nom- 
bres complexes.  Deux  toifes  / pieds  ayant  coûté 
I S liv.  1 4 f.  quel  eft  h prix  de  la  toife  ? 'Je  réduis 
18  liv.  14  f.  en  fols  , pour  avoir  J74  fols;  je  réduis 
de  même  2 toifes  5 piecfe  en  pieds  , pour  avoir  1 7 
pieds,  & divifant  574  par  17,  j’ai  22  pour  qno-' 
tient,  c’eft-à-dire  , que  chatque  pied  vaut  22  lois, 
ou  i liv.  2 f.  mais  la  toife  vaut  6 pieds  ;^onc 
la  toife  vaut  6 fois  i liv.  i f.  ou  6 liv.  1 2 f. 

Il  eft  aife  de  remarquer  i qu’en  divifant  par 
17,  ou  en  prenant  la  17®.  partie  du  dividende, 
l’on  a conndéré  le  divifeur  comme  un  nombre 
pur , parce  qu’il  leroit  ridicule  de  divifer  des  fols 
par  des  pieds  ; en  fécond  lieu,  qu’après  la  divillon 
on  doit  multiplier  le  quotient  par  le  nombre  qui 
exprime  combien  de  fois-fa  grande  efpece  du  divi- 
feur contient  la  petite. 

Autre  Exemple.  Deux  toifes  y pieds  a^it  coûté 
1 8 liv.  I J f.  quel  fera  le  prix  de  la  toife  rDix-huît 
livres  quinze  fols  valent  j 75  , qu’il  faudra  divifer 
par  17  pieds  = 2 toifes  j ^eds,  le  quotient  fera 
2 2 avec  I de  refte , qui  donnera  fa  fradfeion  ^ , de 
forte  que  le  quotient  emier  fera  2 2 f.  -f-  de  fols  , 

qui,  étant  multiplié  par  5,  domiera  ij2  f.  plus 

Ci 
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^ de  fol  = 6 liv.  1 2 f.  4 d.  -h  deniers,  en  éva- 
luant en  deniers  la  fraélion  de  fol. 

On  pourra  trouver  le  même  rcfultat  par  la  mé- 
thode fuivrante  ; pour  cela  on  n’a  qu’à  multiplier  le 
dividende  par  le  nombre  qui  défignecon^bien de  fois 
la  grande  efpece  du  divifeur  contient  la  petite  , 
& divifer  le  produit  par  le  divifeur.  Ayant  donc 
multiplié  375  par  , je  divife  le  produit  2150- 

fiar  17,  & j’ai  pour  quotient  132  fols  -fr  i7  = <> 
iv.  1 2 f.  4.  d.  en  négligeant  la  fraétion  ~ qui  ne 
vaut  pas  le  quart  d’un  denier.,  . : . 

Troifiéme  méthode.  Cette  méthode  confifte. à 
réduite  le  dividende  & le  divifeur  en  fradtion  , 
pour  faire  enfuitela  divilîon  à l’ordinaire  : l’exem- 
ple  fuivant  fufEra  pour  la  faire  comprendre.' 

Probuence.  Vingt-cinq  toifcs  f pieds  lO  pouces 
ayant  coûté  5 1 liv.  1 1 f.  quel  fera  le  prix  de  la  toife  ? 
11  eib  vifible  qu’il  faut  divifer  pi  liv.  i i,f.  par  5 
toifes  5 pieds  i o pouces , & que  le  quotientdonnera 
le  réfultat  cherché.  Réduifant  le  dividende  en  une 
fradtion  de  livre  , ÔC  le  divifeur  en,  une.  fradtion 
de  toife  , & faifant  attention  qu’un  fol  eft  un  ^ de 
livre  , qu’une  livre  eft  ï=  ~ de  livre , & , qu’un 
pouce  vaut  ~ de  toife.  1 on  aura  à divifer  par 
le  quotient  donnera  , fradlidn  dç  li- 
qui , étant  évalu|ée donne  3 liv.^  10  f.  5 d. 
jin  denier. 

du  dividende  &■  du  divifeur  , c’eft  la 
nature  d#laqueftion  qui  doit  le  faire  connoître  dans 


les  exemples  ci-delTus,;  il  étoit  évident  que  l’argent 
devoir  être  le  dividende  -,  &c  que  l’on  cnerchoit  de 
l’argent  au  quotient.  ■ ' . ■ . 
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DE  V A L G -E  B R E, 

24.  "L' Algèbre  n’eft  autre  chofe  que  la  fcience 
de  la  grandeur  exprimée  par  des  caraéteres  , dont 
la  fignification  eft  indéterminée  : telles  font  lès  let- 
tres de  l’alphabçt , qui  n’ayant  aucune  fignification 
par  elles-mêmes  , peuvent  repréfçnter  toutes  for- 
tes de  quantités , nombres  , mouvemens  , &c.  Les 
quantités  précédées  du  figne  ■+•  font  appellés  pq/i- 
tives  ; celles  qui  font  précédées  du  figne  — font 
dites  négatives  y elles  he  font  pas  moins  réelles  que 
les  pojîtives  , mais . elles  font  prifes  dans  un  lens 
oppofé  : par  exemple  , le  bien  que  l’on  polTede  étant 
pofitif , les  dettes  que  Ion  a feront  des  quantités 
négatives.  De 'forte  que  fi  lion  pofiTede  10000  liv. 
&c  qu’on  doive  2000  liv.  c’eft  comme  fi  l’on  avoir 
-1-  1 0000  liv.  — 2000  liv.  = -1-  8000  liv. 

Sur  quoi  l’on  peut  remarquer  que  les  quantités 
négatives  détruifent  les  pofitives  j ic\,  par  exemple ^ 
la  dette  — 2000  liv.  a détruit  -H  2000'liv.  or  , fi 
on  ajoutoit  o à -f-  10000  liv.  onauroit  o -4-  10000 
liv.  = 10000  liv.  donc  une  quantité  négative  , 
quant  à fon  effet  feulement,  & non  abfolument  en 
elle-même,  eft  plus  petite  que  o , puifque  o ajouté 
à une  quantité  pofitive  , ne  la  diminue  pas  comme 
fait  la  quantité  négative. 

Les  quantités  qui  n’ont  aucun  figne , ^forit  cei>-  ' 
fées  précédées  du  figne  -4-  , & font  par  conféquent 
pqfitives  rainfi'  -f-é  = b , a=.  -f-  u : mais  le  figne 
— n’eft  jamais  fous-entendu.  Pour  marquer  qu’une 
«quantité  à eft  multipliée  par  une  quantité  é,  on 
écrit  l’une  à côté  de  l’autre  , ou  bien  on  met  un 
point  entre  deux  , ou  , encore , on  indique  le  pro- 
duit par  le  figne  X j de  forte  que  le  produit  de  a 
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par  b = a X b — a • b =:ab  donc  fi  a 3 & 
b = ^ , on  aura  ab—^  X 5 = 15  : fi^f=7& 
^ = JO,  on  aura  ab  =;  70.  Pour  multiplier  a par 
a , on  écrit  aa , ou  a*  3 pour  multiplier  a par  aa  , 
ou  par  a^^ , on  écrit  a’.  Le  chiffre  x marque  dans 
le  premier  cas  que  a doit  être  écrit  x fois , le 
chiffre  3 , dans  le  fécond  cas  , exprime  le  nombre 
de  fois  qu’on  doit  écrire  a ; de  forte  que  lî  a = 3 , 
on  aiira.aaa  = aî=3X3X3=27;  car  3X3  = 
9 , 9 X 3 ;=  17  ; de  même , aP  = aaaaaaa. 

- Lorfqu’on  veut  prendre  une  lettre  a un  certain 
nombre  de  fois , par  exemple  j 5 fois  , on  écrit  5 
devant  a , en  cette  maniéré,  5a;  pour  prendre 
a deux  fois,  j’écris  aa.  Les  chiffres  qui  font  à la 
gauche  des  lettres  , font  appellés  coefficiens  ; par 
exemple  , dans  l’expreffion  5a,  5 eft  le  coefficient 
de  a.  Les  chiftres  qui  font  à la  droite  , font  a^ 
pellés  expo/ans.  Si  une  lettre  n’a  point  de  coeffi- 
cient , l’unité  eft  cenfée  fon  coefficient  \ de  forte 
que  a==  la.  Comme  juffi  quand  une  lettre  n’a 
pas  d’expofant  exprimé , l’unité  eft  cenfée  fon  ex- 
pofant  : ainfi  a=a*  = ia».Ilya  une  grande  dif- 
férence entre  Vexpofant  & le  coefficient  j par  exem-^ 
pie  J aa  eft  une  quantité  bien  différente  de  a»  ; car 
fuppofons  a ==  J , on  aura  aa  = a fois  5 = 10; 
maisa*  =z=aa  = aXa  = 5 X 5==îi5  : deforteque 
a a marque  la  fomme  de  a & de  a , & a*  indique 
le  produit  de  a par  a ( l’expofant  doit  être  un  peu 
au-delîus  de  la  lettre  qu’il  affeéke  ).  ' 

Les  quantités  qui  ne  font  pas  jointes  à d’autres 
quantités  par  le  ftgne-f-ou  ■ — font  appellées  mono-' 
mes  -,  telles  font  les  quantités -tr-  5a,  ab ^ 
mais  , li  deux  quantités  font  jointes  enfemble  par 
les  lignes  ou  — , on  a ce  qu’on  appelle  un 
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nome  ; a -4-  </,  xa — font  des  binômes.  Si  trois 
qiuntités  font  jointes  enfemble  par  le  ligne  -+-  ou 
— , l’on  a un  trinôme  j un  quatrinome,  s’il  y en  a 
4 , &c.  En  général  on  appelle  polinome  l’alTemblage 
de  plulîeurs  quantités  jointes  enfemble  par  les  fignes 
-h  du  — ; chacune  de  ces  quantités  qui  compofent 
le  polinome , eft  appellée  terme  : ainli  dans  le  trinô- 
me id — xcd  , a,  xcd  font  des  termes. 

Les  quantités  algébriques  font  dites  femblables  , 
lorfque  ces  quantités  contiennent  les  mêmes  let- 
tres , ni  plus  ni  moins  écrites  le  même  nombre  de 
fois  : ainli  &c  xa  font  des  quantités  femblables 
aulîî  bien  que  ^ad  8c  — ^ad  ; mais  ^a  ôc  xa^  ne 
font  pas  femblables , parce  que  la*  = ou  parce 
que  a eft  écrit  x fois  dans  l’une  , 8c  i fois  leule- 
ment  dans  l’autre. 

25.  Problème.  Etant  donné  un  polinome  qui  con- 
tienne des  termes  femblables  j faire  la  réduclion.  Si 
les  quantités  femblables  ont  le  même  ligne',  ajou- 
tez leurs  coefficiens  j li  elles  ont  des  lignes  différens, 
ôtez  le  plus  petit  coefficient  du  plus  grand , écri- 
vez enfuite  la  fomme  ou  la  différence  de  ces  quan- 
tités , 8c  la  réduélion  fera  faite.  Par  exemple  ^ dans 
le  trinôme  la-f- ya,  les  termes  xa  8c  5a 
étant  femblables  , j’ajoute  x avec  5 , 8c  j’ai  la  fom- 
me -J a ; cfe.  forte  que  le  trinôme  propofé  fe  réduit 
à la  quantité  7a  -+-  xd.  Si  j’avois  a-\-  d-\-  xa  ^ j’a- 
jouterois  x avec  i (coefficient  fous-entendu  de  a) , 
pour  avoir  5 a -!-</.  Si  j’avois  le  trinôme  xa-\-d 
— 7a , je  retrancherois  2 de  7 , pour  avoir  d — • 
5Æ.  Il  eft  vilible  que  quand  les  quantités  fembla- 
bles ont  différens  lignes  , & des  coefficiens  égaux  » 
elles  fe  détruifent:  ainli  2a  -{-d — 2a  = d',  s’il  y 
avoir  plulieurs  quantités  femblables , les  unes  po- 
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Jîtives  , les  autres  négatives , on  prendroic  la  fom- 
me  des  coefficiens  des  pofitives , on  feroit  la  même 
chofe  pour  les  négatives,  l’on  retrancheroit  la  plus 
plus  petite  fomme  de  la  plus  grande  , pour  écrire  le 
relie  avec  le  ligne  de  la  plus  grande  fomme.  Ainli , 
pour  faire  la  réduétion  des  termes  femblables  du 
quintinome  -h  </  — ^a — je  prends 

la  fomme  i o des  coefficiens  des  a politifs  , (Je  la- 
quelle je  retranche  z , coefficient  de  la  quantité  né- 
gative — lu  , j’ôte  enluite  le  coefficient  i de  cl  du 
coefficient  j de  — 3 c/,  & j’ai , toute  rédiuflion 
faite  , la  quantité  Sa  — xJ. 

i(>.  Pkoblem'e..  Ajouter  & foujlraire  les  quantiés 
algébriques.  Pour  ajouter  la  quantité  ^ à la  quantité 
c ,'on  écrira  b -\-c\  pour  ajouter  enfemble  b àc  — • 
d , on  écrit  b — d ^ c’eft-à-dire  , que  l’on  ajoute 
les  quantités  algébriques , en  les  écrivant  les  unes 
à côté  des  autres  avec  leurs  fignes._On  voit  facile- 
ment que  é -h  c eft  la  fomme  de  ^ & de  c : on  ne 
voit  pas  avec  la  même  facilité  que  b — d foit  la 
fomme  de  ^ & de  — d , mais  il  ne  faut  pas  con- 
fondre augmenter  avec  ajouter  j quand  un  homme 
ajoute  une  dette  de  1 000  liv.  à fon  bien  que  je 
fuppofe  de  1 0000  liv.  U diminue  réellement  fon 
bien  de  loop  liv.  ainfi  l’on  ne  doit  pas  êtrefurpris 
fi  h—d<C^b.  . • 

. Ppur  fouflraire  une  quantité  algébrique  d’une 
autre  , il  faut  feulement  changer  le  ligne  de  la 
quantité  qu’on  fouftrait  : par  exemple  3 fi  de  , 
je  veux  fouflraire  + za,  j’éçrirai  5^  — za  = 3a  ; 
de  même  pour  fouflraire  5 de  i z , j’écris  1 z — 5 
= 7.  Mais  pour  fouflraire  7 — z de  iz,  j’écris  iz 
— 7 -f-  2 — 7.: car,  fi  j’éçrivois  feulement  i z — 7, 
j’ôterois  2 de  trop , puifque  je  ne  veux  pas  foui- 
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. traire  7 , mais  feulement  7 — z , ou  5 j donc , après 
avoir  écrit  i z — 7 , je  dois  ajouter  -+■  z pour  avoir 
Indifférence  cherchée  —7,  comme  cela  doit  être. 
La  raifon  pour  laquelle  on  change  le  ligne  — en 
, eft  facile  à faifir  , c’eft  qu’on  ne  peut  fouf- 
traire  une  q^uantité  négative  , qu’en  ajoutant  une 
quantité  poutive , comme  on  ne  peut  fouftraire 
une  quantité  politive  qu’en  introduifant  une  quan- 
tité négative  : ainfi  ,>  pour  fouftraire  la  quantité  — 
d de  la  quantité  a — d , il  faut  écrire  a — d-\-  d 
— a,  autrement  on  ne  fouftrairoit  pas  — d. 

Z7.  Problème.  Multiplier^  les  quantités  algébri- 
ques les  unes  par  les  autres.  Pour  multiplier  a j)ar  b'^ 
on  écrit,  ainfi  que  nous  l’avons  déjà  dit,  a à coté  de 
b pour  avoir  le  produit  ab.  Si  on  avoit  za  à multi- 
plier par  d , on  écriroit  lad  : en  effet  le  produit  de 
a par  d,  étant  acé,  il  eft  évident  que  ; fi  le  multi- 
plicande devient  doublé  de  ce  qu’il  étoit , le  pro- 
duit fera  aufli  double  : donc  la  X dt=  lad , mais  , 
fi  le  multiplicateurdevenoit  triple  de  ce  qu’il  étoif , 
le  produit devroit  ètré  triple  : donc  iaX  id  = 6ad  : 
donc  il  faut  dans  la  multiplication  algébrique  mul- 
tiplier les  coefficiens  l’un  pat  l’autre  , en  fe  fouve- 
, nant  qu’un  terme  qui  n’a  point  de  coefficient  ex- 
primé a l’unité  pour  coefficient  *,  c'eft  d’ailleurs  ce 
qui 'eft  évident;  car  les  coefficiens^  foiit  des  nom- 
bres , & par  conféquent  on  doit  dans  leur  multi- 
plication fuivre  les  réglés  de  la  multiplication  des 
• nombres.  Si  on  avoit  à multiplier  é*  par  b*—bb  , ^ 
on  écriroit^ J , en  ajoutant  l’expofant  i du  multi- 
plicande , avec  l’expofant  z du  multiplicateur  ; ainfi 
d X d^  =d^  y en  le  fouvenant  que  l’expofant  de  d 
eft  I ; en  effet  d?  = ddd  \ or  d X ddd  = dddd 
Donc , pour  multiplier  une  lettre  par  la  même 
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lettre  , il  fuffit  d’ajouter  à l’expofant  du  muiti-  | 
Cande  celui  du  multiplicateur  , & de  donner  à cette 
lettre  un  expofant  égal  à la  fomme  des  deux  expo- 
fans  : ainfi  cC  X = a*  ».  ^,0, 

Pour  trouver  les  réglés  des  lignes , foit  propofé 
de  multiplier  5 — 1 par  4 i , je  multiplie  d’a- 
bord 5 par  4 (en  algèbre  on  5 

commence  la  multiplication  

par  la  gauclie  ) , le  produit : 1 

efl:  10,  que  j’écris  comme  8 — io-i-^4=ï>(î 
on  le  voit  ; mais,  parce  que  je  ne  dois  pas  multipliée 
5 par  4 , mai^feulement  5 diminué  de  z , ou  5 — 
a , j’ai  pris  ,z  quatre  fois  de  trop  , de  forte  que  lé 
produit  zo  eft  trop  grand  de  8 ,*  donc  je  dois  le  di- 
minuer de  cette  quantité , en  écrivant  — 8 à côté  ; 
de  forte  que  zo — 8 = iz  eft  le  produit  de  5 — z- 
ou  de  J par  4.  Je  remarque  maintenant  que  je  ne 
devois  pas  multiplier  5 — z par  4 , mais  feulement 
par  4 diminué  de  z ou  par  z ; j’ai  donc  pris  5 — z 
deux  fois  de  trop.  Pour  détruire  cette  erreur , je  > 
multiplie  5 — z par  z le  produit  eft  10  — 4,  que 
je  retranche  de  zo  — 8 , pour  avoir  zo  — 8 
I o -f-  4 = ^ , vrai  produit. 

Corollaire.  De-làilfuit  que  -4-  x -4-,  ou  — 

X — = -4- , & oue  -4-  X — ,ou  — - X + = — r» 
car  zo  réfulte  de  la  multiplidation  de  -f-  5 x -4-4  , 

— 8 réfulte  de  — z X-+-4,  — 10  réfulte  de  -4- 
5 X — z , & -4-  4 réfulte  dé  — z x — ■ 1.  Donc , 
lorfque  le  ligne  du  multiplicande  eft  le  meme  que. 
celui  du  multiplicateur  , le  produit  doit  avoir  le 
ligne  4-  ÿ mais  il  aurà  le  ligne  — , li  le  ligne  du 
multiplicande  eft  différent  de  celui  du  multiplica- 
teur td’aiUeuçs,  lorfque  le  multiplicateur  a le  ligne 
j-f- , on  prend  le  multiplicande  autant  de  fois  qu’il  • 
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y a d’unirés  dans  le  multiplicateur  : ainfi  le'proHuit 
eft  éçal  au  multiplicande  pris  un  certain  nombre 
de  fois  ; donc  — za  X •+•  3^= — 6ad  : mais  pour 
multiplier  par  — , il  faut  faire  le  contraire , c’eft- 
à-dire  ,*  qu’il  faut  retrancher  le  multiplicande  au- 
tant de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  multiplica- 
teur ; par  conlcquent  Ci  le  multiplicande  eftpofitif  , 
le  produit  fera  compofé  d’une  quantité  pofitive  re- 
tranchée un  certain  nombre  de  fois  ; & le  produit 
fera  négatif  : mais  fi  le  multiplicande  a le  fi^ne  — , 
le  produit  fera  compofé.  d’une  quantité  n^ative , 
foulfraite  un  certain  nombre  de  fois  : ainfi  le  pro- 
duit fera  pofitif.  D’autre  côté  3 — 3 étant  multi- 
plié pari,  donnera  évidemment  6 — 6 — 0 y or 
— 3X1  = — 1X3,  vifiblement  : donc  3 — 3 = 
O étant  multiplié  par  — i dennera  — 6-\-6=o  ; 
donc , Sec. 

Exemple.  Soit  propofé  de  multiplier  3a*  ar  -+-  xp 
par  a — xx.  Ayant  écrit  le  multiplicateur  au-def- 
fous  du  multiplicande  , je  multiplie  le  premier 
terme  ^a'^x  du  multiplicande  par  le  premier  terme  a 
du  multiplicateur,  & j’écris  le  produit  ^a^x  j je 
multiplie  de  même 
le  fécond  terme  du 
multiplicande  par 


^a^x 
a — 


^■Lp 

IX 


le  premier  du  mul-'  6a^x^  ^px 

tiplicateur  , ce  qui  me  donne -t-ia/»,  en  multipliant 
d’abord  1 par  le  coeffitient  i de  a,  & enfuite  p par 
aÿ  je  multiplie  de  nouveau  le  multiplicande  entier 
par  — IX  , fécond  terme  du  multiplicateur,  & j’é- 
cris de  fuite  les  produits  — 6a^x^  , — ^px  ÔC 
l’ai  lé  produit  total  demandé. 

Remarques.  1 Pour  multiplier  une  quantité 
algébrique  par  une  autre,  il  faut  multiplier  tout  le 
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mukiplicande  par  chaque  terme  du  multiplicateur , 
Sc  ajouter  tous  les  produits  pour  avoir  le  produit 
total.  2°.  Il  efh  indifférent  de  multiplier  apztp  y 
ou  P par  a j car  le  produit  ap  =.pa  y par  la  même 
raiîbn  que  5 X 4 = 4 X 5 = 20,  De  même  apd 
= pad.  J car  ap  = pa  y donc  ap  X d=pa  X d. 
Soit  a ■=  1 y P — ^ y d-=^  Of  y on  aura  apd  = 
2*5  • 4 ( le  point  indique  la  multiplication  ) = 
3 *2  "4  ; car  i • ^ = 6 , hc  6 X ^ — 

— 4.3  •2=4-2*  3 — 3 •4’2*  de  même  apd 
c=.adp-=pad-=:^pda=-dap=dpa  y de  forte  qu’il 
eft  indifférent  quelle  lettre  on  mette  la  première 
dans  le  produit , néanmoins  , pour  plus  de  clarté , 
il  eft  à propos  de  fuivre  l’ordre  alphabétique  ; 
ainfi  en  multiplient  ip  par  a , on  écrira  xap  , & 
non  pas  xpa.  3 Quelquefois  on  fe  contente  d’in- 
diquer la  multiplication,  fans  la  faire:  ainli  {a-\-b) 
X {a-^d)  ou  ( a-^b)  [a — d)  indique  qu’il  faut 
multipliera  ^para — d-y  mais,  n on  écrivoit 
a-\-bx  {a  — d)ona-{-b  [a  — d)  y cela  ligni- 
fieroit  qu’il  faut  ajouter  à la  quantité  a le  produit 
de  b par  a — d. 

DE  LA  DIVISION. 

a8.  Divtftr  une  quantité  p'ar  une  autre  , cejt 
chercher  combien  de  fois  la  première  quon  appelle  le 
Dividende  contient  la  fecomde  j ou  le  divifeur.  La 
^quantité  qui  refaite  de  cette  opération  eft  appellée 
quotient.  En  faifant  attention  à la  nature  de  la  di- 
yifion  , on  verra  aifément  qu’en  algèbre , comme 
en  arithmétique  , le  produit  du  divileur  par  le  quo- 
tient , doit  être  égal  au  dividende  : donc  , fi  j’ai  à 
divifer  ab  para,  ce  qu’on  peut  indiquer  ; ainli 
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— ,en  metant  ledivifeur  fous  le  dividende,  en  forme 

a ^ 

de  fraftion  , je  dis  que  le  quotient  fera  b : en  effet , 
s’il  étoit  différent , en  multipliant  le  divifeur  a par 
le  quotient , le  produit  ne  pourroit  pas  être  égal  au 
dividende  ab.  De-là  il  réfulte  que  pour  divifer  uit 
monome  par  un  autre  monome , on  doit  écrire  au  que-» 
^ tient  les  lettres  qui  ne  font  pas  cojnm  unes  au  dividen- 
de &:  au  divifeur  : ainü  — , ou  — = d, 'de  même 

a a •* 

apd  apd  apd 

en  effeten  mul- 

tipliaixr  le  divifeur  par  le  quotient  p,  on  retrouve 

le  dividende  apd.  De  même  — — = :=za^  — 

a a ^ a'- 

aaa  aî  \ ^ 

= 2 , c’eft-à-dire,  que, 

pour  divifer  une  lettré  par  la  même  lettre  , il  faut 
îbuftraire  l’expofant  du  divifeur  de  celui  du  divi- 


' dende  ; donc  — =a+ 

' /il 


aî— î = = I J 


car,  en  multipliant  le  divifeur  a"»  par  a°  , on  aura 
par  les  réglés  de  la  multiplication  (27.)  <z5  + ® 
“ 5 de  même  en  multipliant  par  i , on  a r 

X a’>  , de  forte  que.a°  =:  i j d’où  l’on  con- 

clut que  toute  quantité  élevée  à l’expofant  o , eft  == 
1 : déplus,  parce,  que  toute  quantité  fe  contient 

elle-même  une  fois  ,-  il  eft  évident  que  — = i ; 

ai  t . . ai 

— = a>  i a ‘ = — : car  la  fraétion  — ^ 
ai  a^  ^ ai 

devient  ( en  divifant  fes  deux  termes  par  a î , ce  qui 
ne  change  pas  fa  valeur)  -^jmais  par  les  réglés  de  la 


Digitized  by  Google 


48  Cours  de  Mathématiques. 

divifion  il  faut  fouftraire  l’expofant  5 du  divifeur 

1 

de  l’expofanc  3 du  dividende  j donc  <1—^*  ^“T  ’ 

d’où  l’on  peut  conclure  qu’une  quantité  élevée  à un 
expofant  négatif,  eft  égale  a l’unité  divifée  par 
cette  même  quantité  élevée  au  même  expofant  ren- 

I 

du  pofîtif  : ainfî  a " «=  ( ra  eft  ici  l’expofanc 

de  û ) *.  A l’égard  des  coetficiens,  comme  ce  font 
des  nombres  , on  les  divifera  à l’ordinaire  : ainfi 

— Eu  effet , en  divifant  par  z le 

14  a ^ '■ 

coefficient  ^ de  ap  , on  a 3 au  quotient  ; & en  di- 
vifant âp  par  <z , on  a le  quotient  p : d’ailleurs  la  X 
3p  = 6ap  qui  eft  le  dividende.  La  réglé  des  ftgnes 
eft  celle-ci  : le  quotient  doit  avoir  -f-  j lorfque  les 
fignes  du  dividende  & du  divifeur  font  les  mêmes  ; mais 
le  quotient  aura  le  fgne  — ^ fi  les  fignes  du  divi^ 

dende  & du  divifeur  font  diffe'rens  : ainfi  = 


* On  peut  toujours  faire  paiTer  une  quantité  du  ttuniéra- 
teur  au  dénominateur  & réciproquement  en  changeant  le 

figae  de  fon  expofant  : ainfi  = 14 — ^ *=  a — ^ , de  mêmn 

— ^ =»  : en  effet,  en  divifant  i ==> ~ par  a — ^ »=  -V  i 

on  trouve  ( par  la  réglé  de  la  divifion  des  fraéHons  , félon  la- 

Suelle  on  a le  quotient , en  multipliant  le  numérateur  du  divi- 
ende  par  le  dénominateur  du  divifeur , & le  dénominateur  du 
dividende  par  Je  numérateur  du  divifeur  ; réglé  qui  a lieu  éga- 
lement pour  les  nombres  & pour  les  quantités  algébriques  ) 

e== ifl’.  Ea  général,  »»=  ba~^, 

de  ~ ~ ' 

*’fl — " l 

- 4" 
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+ ^ “-T— b&c = H-  b y 

— tf  — tf 

fans  quoi  le  produit  du  divifeur  par  le  quotient  ne 
■ feroit  pas  égal  au  dividende. 

PROBLEME.  Divifer  une  quantité  complexe  y cejl- 
à-dire  j ime  quantité  eompofée  de  plujieurs  termes 
par  une  quantité  incomplexe  j ou  monome.  Divifez 
chaque  terme  du  dividende  par  le  divifeur  ; écri- 
vez les  quotiens  les  uns  à côte  des  autres  avec  leurs 
fignes,&  vous  aurez  le  quotient  entier  cherché  j ainlî 
pour  divifer  5a*  — load  par  5a  j je  divife  d’abord 
ja-^pars^,  le  quotient  eftû, 

je  1 écris  lous  le  divileur  j je  — ^ 

divife  enfuite — load  par 
5^  , le  quotient  eft  — id  que  j’écris  à côté  de  a , 
& j’ai  le  quotient  entier  =a  — id  : en  effet,  fi  on 
multiplie  ce  quotient  par  le  divifeur,  on  aura  le 
dividende. 

Problème.  Divifer  un  polinome  par  un  polinome. 
Ordonnez  le  dividende  & le  divifeur  par  rapport  d 
une  même  lettre,  c’eft-à-dire  , difpofez  le  divi- 
dende & le  divifeur  , de  telle  maniéré  que  la  lettre 
par  rapport  à laquelle  vous  voulez  ordonner , fe 
trouve  au  premier  terme  avec  fon  plus  grand  expo- 
fant , que  le  plus  haut  expofant  qui  tefte  fe  trouve 
au  fécond  terme  , 8c  ainlî  de  fuite.  Ayant  enfuite 
écrit  le  divifeur  à côté  du  dividende,  comme  dans 
la  divifion  des  nombres , divifez  le  premier  terme 
du  dividende  par  le  premier  du  divifeur , écrivez 
le  réfulrat  au  quotient , multipliez  enfuite  le  quo- 
rient que  vous  venez  d’écrire  par  le  divifeur  entier  ; 
écrivez  le  produit  fous  le  dividende  , retranchez  ce 

fuoduit  du  dividende  (ce  qui  fe  fait  en  changeant 
es  lignes)  j divifez  de  même  le  refte  du  dividende 
Tome  I.  i) 


Digiiized  by  Google 


50  Cours  de  Mathématiques. 


s’il  y en  a ( en  divifant  toujours  par  le  premier  ter- 
terme  du  divifeur  le  terme  du  dividende  qui  con- 
tient le  plus  haut  expofant  de  la  lettre  par  rapport  4 
laquelle  vous  avez  ordonné  ),  & ainfi  de  fuite.  Soit, 
par  exemple  J propofé  de  divifera»  — par<^-+-a, 
j’ordonne  le  divifeur  par  rap-  , . , 

port  à la  lettre  a , car  le  divi-  a*  I a 4-  a 

dende  eft  tout  ordonne  j di-  j 

vifant  en  fuite  fl*  par  a,  j’é-  |a  d. 

cris  le  quotient  a que  je  mul-  — d* 

tiplie  par  le  divileur  entier  

a -+-  d , j’écris  fous  le  divi-  ^ 

dende  le  produit  a»  -+-  ad , 

je  fouftrais  ce  produit  en  changeant  fes  lignes  , 


— ad — d* 

O O 

— ad — d* 


j’écris  O fous  a*  , qui  fe  trouve  détruit  par  — a»  , 
il  me  refte  — ad  que  j’écris  comme  on  fe  voit  ici  : 
à côté  de  ce  refte  je  defeends  — d*j&divifant  — ad 
par  a,  je  trouve  — d que  j’écris  au  quotient  j je 
multiplie  enfuite  le  divifeur  par  le  quotient  — d 
que  je  viens  d’écrire , le  produit  eft  — ad  — d^  que 
j’écris  fous  le  dividende  ; je  fouftrais  ce  produit 
en  changeant  les  lignes , & j’écris  o fous  — a<l,  qui 
eft  détruit  par  ad  ; j’écris  de  même  o fous  — 
qui  eft  détruit  par-hd\  Si  l’on  multiplie  le  divi- 
leur par  le  quotient  a — d,  on  aura  a»  -+-  ad  — ad 
— d^  ==a^  — d*  , en  faifant  la  réduction. 

Si  la  lettre  par  rapport  4 laquelle  on  veut  or- 
donner , fe  trouvoit  avoir  le  même  expofant  dans 
plufteurs  termes,  on  ordonneroit  par  rapport  à une 
autre  lettre. 

Lorfqu’il  y a des  lettres  au  divifeur  qui  ne  fe 
trouvent  pas  dans  le  dividende  , l’on  ne  peut  faire 
la  divilion  exaétement , dans  ce  cas  on  peut  fe  con- 
tenter de  l’indiquer  : ainli,  pour  marquer  le  quo- 
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tient  de  d*  divifé  pard  , on  écrira  pourdivi- 

fer  ah  par  cb  ^ on  écrira  -^rt=  — , en  faifant  la 

CP  c 

divifion  autant  qu'ori  le  peut , ce  qui  eft  évident , 
puifque  cé  X = u^:c’eft-à-dire  , que  le 

produit  du  divifeur , par  le  quotient , eft  égal  au 
dividende  ; de  meme  > indique  la  divifion  de 
a-\^  b par  x. 

Voici  quelques  divifions  pour  eicercer  les  Côitl- 
mençans  , qui , pour  le  familiarifer  avec  cette 
operation , 


Dividende. 

X*  — ipx  -4^  p^ 

bivifeur. 

x—p 

x — p 
1 Quotieat. 

Dividende. 

1 Diviretir. 

-j- 

i X*  -—±p 

1 

H 

1 

"S 

Quotient. 

peuvent  multiplîef  deut  quantités  algébriques 

3uelconques  l’une  par  Tautre  , en  divifant  le  pro- 
uit  par  l‘üne  des  deux , ils  doivent  trouver  l’autre 
au  quotient. 

ip.  Avant  de  pafier  plus  loin,  nous  allons  don- 
ner la  méthode  de  trouver  tous  les  divifeurs  d*une 

Quantité  quelconque.  Soit  la  quantité  x^p  -+^x*p , 
ont  on  demande  tous  les  divifeurs.  Je  divife  d’a- 
bord cette  quantité  par  un  de  lê&  divifeurs  fimples 

D a 
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P , le  quotient  eft  x’H-  a:*  , que  je  divife  par  un 
de  les  divifeurs  lîmplesA:,  pour  avoir  le  quotient  . 
XX  -H  X,  que  je  puis  encore  divifer  parx,  le  quotient 
eftx-l-i , que jene puis plusdivifer  queparx-|-i  ,1e 
quotient  eft  i j de  lorte  que  les  divifeurs  flniplesfont 
^,x,  x,x  + I . Les  multipliant  z à i , & n’écrivant 
qu’une  fois  le  même  produit,  j’ai  les  divifeurs  doubles 
px , px-\- P , x^ , X»  -1-  X.  Les  multipliant  enfuite, 

3 i 3 , j’ai  les  divifeurs  de  trois  dimenlions  px*  ,px* 
-f-px , x*  H-  X*  ; enfin  les  multipliant  4 à 4 , j’ai 
pxî  -H  px*  ; de  forte  que  les  divifeurs  cherchés 
fontp,  X,  x-h  I ,px,px-hp  ,x*,x*  4-  x,px% 
px*4-px,x5-4-x*  ,pxî  4- px*  .auxquels  on  peut 
joindre  l’unité  qui  eft  un  divifeur  de  toutes  les 
quantités.  Larailonde  ce  procédé  eft  évidente  j car, 
n la  quantité  propofée  eft  divifible  par p & par  x , 
elle  fera  évidemment  divifible  par  le  produit  px. 

Soit  le  nombre  jO  dont  on  demande  tous  les  divî- 
feurs.  On  eftayera  de  divifer  par  z autant  de  fois 
. qu’on  le  pourra , enfuite  par  3 , enfuite  par  5 , & 
ainfi  de  fuite  par  rous  les  nombres  premiers  (ce 
font  ceux  qui  n’ont  d’autre  divifeur  que  Tunité  & 
eux-mcmes  ) , on  multipliera  enfuite  les  différens 
divifeurs , deux  à deux , eiifuite  trois  à trois , &c. 
Divifant  donc  30  par  z , le  quotient  eft  1 5 , que  je 
ne  puis  plus  divifer  par  z ; mais,  comme  je  puis  di- 
vifer par  3 , je  fais  ta  divifion , & le  quotient  eft  5, 

3 ne  je  ne  puis  divifer  que  par  5 , le  quotient  eft  1; 

e forte  que  les  divifeurs  fimples  de  3 o font  z , 3 , 

5 : les  multipliant  deux  à deux  , j’ai  les  nouveaux 
divifeurs  6,  10,  153  enfin  les  prenant  trois  à trois, 
j’ai  30  : donc  les  divifeurs  cherchés  font  1,3,5,' 
tfjio,  15,  30,  j’omets  I ,_qui  eft  divifeur  de  tout 
nombre. 
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DES  FRACTIONS  ALGEBRIQUES. 

.-50  Soit  la  fraction  qui  indique  qu'on  a divifé 

l'unité  en  un  certain  nombre  de  parties  déjlgné  par  d y 
& que  l'on  prend  un  nombre  b de  ces  part  ies.  En  fe 
rappellant  ce  que  nous  avons  dit  fur  les  fractions 
numériques  , on  verra  aifémenc  qu’en  multipliant 
fes  deux  tennes  par  a?,  k fraétion  reliera  de  même  • 

valeur,  c’eft-à-dire,  que  -r  =-t—,  de  meme  la  frac- 
tion—  devient  -4- , en  divifant  fes  deux  termes  par 

ad  d ‘ 

une  même  quantité  a.  Pour  réduire  deux  fraélions 
— au  même  dénominateur , on  multiplierii 

les  deux  termes  de  chaque  fraûion  par  le  dénomi- 
nateur de  l’autre , & l’on  aura  les  nouvelles  frac- 
tionsqui  ont  un  mênae  dénominateur  , 

dp  dp 

& qui  d’ailleurs  font  de  même  valeur  ( Voyez  les 
fractions  numériques  ),  De  même  pour  réduire  les 
4 

Iradions  — 

d g P 

multipliera  les  deux  termes  de  chaciihe  par  le  pro- 
duit dès  dénominateurs  des  autres  , & l’on  aura  les 

bgp  ppd  dgx 

‘^gp 
ta 


y ~ iVL  même  dénominateur,  on 


nouvelles  fraélions.  |- 


dep*  dgq 


Pour  réduire 


une  fraélion  à fa  plus  limple  expreflion , on  di- 
vifera  fes  deux  termes  pat  leur  plus  grand  commun 
divifeur  iï,  & l’on  aura  pour  la  traction  ré- 


duite à fa  plus  limple  expcedlon. 


Dj 
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J I . Mais  comme  U n’eft  pas  toujqurs  facile  de 
trouver  le  plus  grand  commun  diyifeur  de  deux 
quantités , nous  allons  endonner  la  nréthode,  après 
evoir  établi  le  lemme  fuivant. 

Lemme.  .Si  deux  qucuitités  A plus  grande  & B plus 
petite  font  exactement  divifibles  par  une  même  quan-r 
tité  P J yc  dis  que  fi, après  avoir  divifé  A par  Bj  il  y a 
i{n  refie  c , çe  refle  fera  divifible  par  p.  Soit  le  quo- 
tient de  A divifé  par  B = /n  : donc  A = /«  B c ; 
donc;  puifqUeAeft  exaétement  divifible  par  p,  m B 
-+r  c fera  aqlîî  exaé\ement  divifible  par  p : maisBeft 
exaftement  divifible  par  p j donc  fon  multiple  m B 
( le  produit  d’une  quantité  u par  une  quantité  deft  dit 
multiple  de  a,  lorfque  le  multiplicateur  eft  UO  riornbçe 
entier  p>  i , &c  fous  - mi^ltiple  , fi  le  multipUdi" 
teur  eft  plus  petit  que  runitc.  Ainfi  ad  eft  multiple 
de  a , fl  d=;=y  , par  exemple  , & fous  - multiple,  fi 

= 7 ) fera  divifible  par  p : donc  c le  fera  aufli. 

CôkottAiRE,  Parce  que  B & c font  exaétement 
divifibles  par  p , fi  on  diyife  B par  c,  enforte  qu’il 
y ait  un  refte  d , il  fuit  du  lemme  précédent  que  d 
feraexaélementdivifible  par  p.De  même  on  pourra 
divifer  par  p le  refte  c qu’on  trouvera  en  divifant  c 
par  d,  &c  ainfi  de  fuite , jufqu’à  ce  quil  ne  refte  rien. 

Corollaire  II.  Il  peut  arriver  deux  cas  , ou  le 
dernier  refte  eft  égal  à p , ou  plus  grand  ; car  il  ne 
peut  être  plus  petit , puifque  tous  les  reftes  font 
exaébement  divifibles  par  p , dans  le  premier  cas  v 
fera  le  plus  commun  diviiélir  de  A & de. B , puilT 
qu’une  plus  grande  quantité  ne  fauroit  divifer  exac- 
tement tous  les  reftes,  à caufe  qu'elle  ne  pourroit 
divifer  exaélement  le  dernier  refte  qu’on  fuppofe 
= p ; dans  le  fécond  cas  p fera  vifiblemont  un  di- 
vifeur  çpmmun,  puifqu’i( divifé  exaélementle  deç- 
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nier  refte  ; mais  il  ne  fera  pas  le  plus  grand  divifeur , 
puifque  A & B pourront  être  dtvifés  par  le  dernier 
refte. 

Remarques.  Nous  avons  divifé  B par  c , 
par  c y parce  que  nous  avons  fuppofé  qué  les  reftes 
vont  en  décroiflant  ( ce  qui  arrive  toujours  en  arith- 
métique ) J mais , fi  un  refte  d étoit  plus  grand  que 
le  refte  précédent  c , ou  diviferoit  d par  c , & le 
refte  feroit  également  divifible  par  p , comme  il 
fuit  du  lemme. 

Soit  maintenant  propofé  de  trouver  le  plus  grand 
commun  divifeur  des  quantités  A fi*  Bj  ordonnées  par 
rapport  à la  lettre  x.  Divifez  le  premier  terme  de 
la  formule  A 


A — • -4-  ax»  — -f-  ac* 

m — xî  -f-  ax»  — yx^  -+-  ayx 

C** jx*  -1-  (c*-haj)  » — x-i-ac* 

n '"yx*  — ayx  -h  y*x  — ay* 

d (c*  -^y^  ) • — x-+-at>  -+‘<ty* 

Quoriens. 

B...  — — y)x-i-Gy  X 

ç. ... — X* -h  ax  y 

X 

E . . . — yx-{-ay  

p-*.*— x-H<t  c*-\-yx 

JC«  • • — X “4“  a I 


O r*  -+-y* 

Î>ar  le  premier  de  la  formule  B , Sc  ayant  multiplié 
e quotient  x p.ir  le  divifeur,  ôtez  le  produit  m de 
A , pour  avoir  le  refte  C , que  vous  diviferezde  la 
même  maniéré  par  B ; retranchez-en  le  produit  a 

D 4 
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du  divifeur  B , par  le  quotient — y , vous  'aurez  le 
refte  d.  Maintenant  comme  x a un  expofant  moin- 
dre dans  ce  refte  que  dans  B j renverfez  l’ordre , & 
divifez  B par  le  refte  d , & retranchez-en  f , pro- 
duit de  d par  .le  quotient  . Le  troificme 

refte  fera  E , qui,  étant  divifé  par ’y , qui fe  trouve 
dans  tous  fes  termes’,  donnera p ; divifez  p par  d, 

& ôtez-cn  le  produit  K.  de  par  — ^ , le  refte 

fera  o , de  forte  que  p fera  le  plus  grand  commun 
divifeur  cherché  , comme  cela  fuit  du  lemme  ; 
mais  pour  le  faire  encore  mieux  concevoir  , voici 
comme  je  raifonne.  Si  p étant  divifé  par  d , le  refte 
eft  O : donc  p divifé  exaftement  d ( ici  le  quotient 
peut  être  fraétionnaire  ) , donc  p divifé  aulli  exac- 

X 

tement  d multiplié  par  . , c’eft-à-dire  q , & 

parce  qu’il  divifé  E de  ta  même  maniéré,  il  divi- 
lera  encore  exadement  ^ -4-  E ou  B , donc  il  divi- 
fera  auflil  le  produit  de  B par  — ^ ou  /z,  auflî  bien 
que  n -4-  d = C ; mais  le  produit  de  B par  x , ou 
m eft  exademenrdivifible  par  p : donc  nz  C = 
A l’eft  aufti  ; donc  A & B font  exadement  divlfés 
par  p;  donc  p eft  commun  divifeur  de  A & de  B : 
d’ailleurs  il  eft  leur  plus  grand  commun  divifeur;  car 
aucune  autre  quantité  ne  peutdivifer  le  dernier  refte, 
ce  que  doit  cependant  faire  le  commun  divifeur  , 
ainli  que  nous  l’avons  déji  vu. 

Si  en  s*y  prenant,  comme  nous  venons  de  le  dire, 
on  ne  trou  voit  point  de  commun  divifeur,  mais  une 
fuite  infinie  de  termes,  on  ordonneroit  par  rapport 
à une  autre  lettre;  & fi,  en  ordonnant  fucceftlvement 
par  rapport  à toutes  les  lettres  du  dividende,  la  même 
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chofe  arrivait,  ce  feroit  une  marque  que  les  quan- 
tités A & B n’auroient  point  de  commun  divifeur. 

Remarque.  Si  l’on  s’apperçoit  que  de  deux  quan- 
tités A,  B,  l’une  contient  une  quantité  qui  ne 
puilTe  pas  divifer  l’autre  , ou  qui  n’aic  aucun  divi- 
feur commun  avec  l’autre,  on  peut' l’effacer  fans 
craindre  que  le  commun  divifeur  en  foit  altéré  ÿ on 
fera  la  même  chofe,  lorfqu’ondivifera  C par  té,  &c. 
On  peut  de  même  multiplier  l’une  des  quantités  fur 
lefquelles  on  opéré  par  une  quantité  qui  n’aic  au- 
cun divifeur  commun  avec  l’autre;  carie  plus  grand 
commun  divifeur  de  aé  & de  tt,  étant  a , le  plus 


grand  divifeur  conimun  de  yab  & de  a , de 


de  a fera  encore  a.  Or  il  arrive  fouvent  que  p>our 
divifer  une  quantité  par  une  autre  , on  a befoin  dô 
multiplier  tous  les  termes  de  la  première  par  une 
quantité  qui  ne  peut  pas  exaétement  divifer  la  fé- 
condé. On  pourra  donc  faire  cette  multiplication 
fans  altérer  le  plus  grand  commun  divifeur  cherché. 

3 a.  Pour  ajouter  enfemble  plufîeurs  1 fraéiions 
qui  ont  le  même  dénominateur,  on  ajoute  leurs  nu- 
mérateurs en  confervant  le  dénominateur  ; ajnfj 

^ C A “4*  C . , • ^ 

"y  H — ~b — * évident  » en  ^aifanj: 

attention  à ce  que  nous  avons  dit  en  parlant  des 
&aétions  numériques  ; mais  fi  les  fraéiions  qu’on 
veut  ajouter  , '"a voient  diffërens  dénominateurs  , 
après  les  avoir  réduites  au  même  dénominateur,  on 
prendroit  pour  numérateur  de  la  fomme  , la  fom- 

me  de  tous  les  numérateurs  : .aiufi  -7 — I — ^ ==s 


-ad  , W-f-i.: 

~bd"^ld  ■ bd  ^ 
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53.  Pour  jfouftraire une  fradtion  d’une  autre  frac- 
tion , on  les  réduira  au  meme  dénominateur , II 
elles  en  ont  de  différens,  & l’on  prendra  pour  nu- 
mérateur de  la  différence,  la  différence  des  numé- 

. ~ a c ad  ci  ad — cb 
rateuK:a.nfi 


Si  on  avoir  à fouftraire  une  fradtion  d’un  entier , 
ou  d’un  entier  joint  à une  fra^ion  , ou  fî  l’on  a voit 
i fouftraire  un  entier  & une  fradHon  d’une  fradkion 
jointe  à un  entier  , l’on  réduiroit  ( fi  la  tédudlion 
n’étoit  pas.  déjà  faite  ) la  quantité,  qu’on  veut 
fouftraire  , & la  quantité  dont  on  veut  fouftraire 
chacune  à une  feule  fradkion  , pour  opérer  enfuite 
comme  noiis  venons  Je  le  dire. 

-.  34.  Pour  multiplier  une  fradbion  par  une  autre 
fraiftion  , .on  multipliera  les  numérateurs  l’un  par 
l’autre,  le  produit  fera  le  numérateur  du  produit 
<iés  fradtions  j pour  avoir  le  dénominateur  du  pro- 
duit yiroh, prendra  le  produit  des  deux  dénomina- 
teurs , Sc  il  en  fera  de  meme  pour  un  plus  grand 
nombre  de. fradli'ons  ; mais  fi  l’on  veut  multiplier 
un  entier  a , par  exemple  par  une  fradtion  , on 


fu'jipoferà  d==‘— , ce  qui  ne  change  pas  fa  valeur, 

» !• 

fed’oii  n’aifrà  plus  qu’à  mnlfiplfeT’ une  fradtion  par 

îiiie  autre  frâdion.:  âinfi  ~ X ^ "T 

d - e __  ac  a : , e -p  aep 

‘ 1 d'  . d-  d q bdq 

^.rPoitr  divifec  urte  fraction,  par  une  fradtion  , 
il  faut  multiplier  le  numérateur  du  dividende  par 
te’  dénominateur  du  divifeuf,  le  produit  fera  le  nu- 
mérateur du  quotient;  & multipliant  enfuite  le  dé- 
noiuinateur  du  dividende  parle  numérateur  du  di- 
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vifear , le  produit  donnera  le  dénominateur  du  quo-  ' 
tient  : ainü  le  quotient  de  par  le  divUeur 

fera  — , Si  on  propofoit  de  divifer  un  entier  a par 
* • • 

une  fraélion , on  fuppoferoit  as=z-r- , & pour  di-r 

vifer  un  entier  joint  à une  fradtion  par  un  entier 
ou  par  un  entier  joint  à une  autre  fraélion , on  ré- 
duiroit  le  dividende  & le  divifeur  chacun  en  un©' 
feule  fraétion  : ainfl  ces  deux  derniers '.cas  ren- 
trent dans  le  premier.  Toutes  ces  réglés  fe  démon-* 
trent  comme  celles 'des  fractions  numériques;  } 
Remarque.  'Après  une  opération  quelconque  î 
Addition,  SouRraélion  jMultiplicatiort  , ‘ou  Ehvi-i 
lion  , on  ne  doit  pas  oublier  ne  faire  l'a  réduétioi^ 
des  termes  femblables  , s’il  y en  a,'  ' . 

Db,  la  formation  des  puiffancés-  des  Monomes  & Pot^ 
linomes  j de  Vextfaclion  des  Rétines  ^ du  Calcid^ 
des  radicaux  y & des  Expofans, 

3 6.  bfous  appelions  'première  puiffance  de  et  U 

Suantitë  nelle-mcme  : ainfî  la  première  puiflfance 
e u = a ; la  fécondé  puiflTance  de  a,  ou  le  produit 
de  a par  a , eft  = a x a =3^»  xa*  «=:  a»  = aa  ; 
la  trôifiémepuiflànce  de  a = a*  =::  a’’*’  ; de  même 
la  fécondé  puiflance^de  =:  X«’— a^== 

a’^‘  : d’où  1'  'on  peut  conclure  i®.  que  la  puilTance 
d'une  quantité  a n’eft  autre  chofe  que  cette  quantité 
multipliée  par  elle*même  un  certain  nombre  de 
fois.  1°.  qu’il  faut  faire  autant  de  multiplications, 
moins  une  , qu’il  y a d’unités  dans  l’expofant  de  là 
puiîTànce.  3°.  que  pour  élever  une  quantité  à uné 
puilTance  domiée',  il  fufïit  de  multiplier  l’expofant 
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de  cette  quantité  par  rexpofant  de  la  puKTance  : 
ainfi  la  troifiéme  puilTance  de  a*  = ^ 

a*  X a*  X'  a^  : donc  , pour  élever  a 2=  a* -à  la 

fuilTance  m , on  multipliera  .l’expofant  1 de  a par 
expôfant  m de  la  puiflânce  , & l’on  aura  a*  j & lî 
l’on  veut  avoirja  puilFance  de  a"  , on  multipliera 
n par  p,;pbur  avoir  a"'’.  La  fécondé  puilTance  s’ap- 
pelle qucuré  ^ &c  la  troifiéme  s’appelle  cube  : aipfi  a* 
eft  le  quarré  de  a,  a 5 en  eft.  le  cube.  S’il  s’agit 
d’avoir  le,  quarte  d’un  nombre,  on  multipliera  ce 
nombre  par  lui-mème  j par  exemple  j le  quarré  de 
J [ eft  =5  5 X 5 = 45 , fon  cube  eft  le  produit  du 
quarré  1 j par,  le, nombre  5 : voici  les  quarrés  & les 
cubes  de  tops  les  nombres,  depuis  i jiifqu’i  10. 

Nombres  i.  1.  ].  4.  7.  t.  4.  10. 

Quarrés-  1.  4.  4.  16.  15.  5S,  44.  64.  8l«  ico. 

Cubes.  I.  6^,  1x5.  tiS.  545.  5 IX.  715.  1000. 

Si  les  quantités  qu’on  veut  élever  à une  puilTance 
entière  de  pofitive  éroient  complexés  , il  n’y  auroit 
rien  A changèr  à la  méthode  ; ainfi,*  pour  élever  a-f-é 
à la  fécondé  puilTance  ou  au  quarré,  on  multipliera 
a -4-  é par  a é , & l’on  . aura  la  fécondé  puif- 

- - ■ t 

fance  de  a -f-  é qu’on  peut  - indiquer  : ainfi  a -4-  é 
= 'â^^b  X'a  "-p  b =2  a^  -4-  lab  -H  Le  cube 

aQ  a b = a-\-  b = a 5 + b -J-  ^ab^  -f-  b^  \ 

4 

la  puilTance  quatrième  dea-f-é=a-Hé,  & enfin 

— — — m 

la  puiftance.OT  quelconque  dc  a-i-é  eft  ==  a-j-é.  La 
quantité  a,  qui,  multipliée  par  elle-même  une  fols, 
a donné  le  quarré  a*  , s’appelle  la  racine  quarrée  de 
a*  ; de  même  bc  eft  la  racine  quairée  de  é*  c*.  La 
racine  cubique  de  a^  eft  la  quantité  a» , qui,  mul- 
tipliée deux  fois  par  elle-même , a donné  le  cube 


* 
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. En  général  la  racine  n de  a"  eft  a,  parce  qu’en 
multipliant  a par  lui-mtme  un  nombre  n — i de 

fois , on  trouve  a*  *.  Le  quarré  d’une  ftadion  -|- 

fe  trouve  en  prenant  le  quarré  du  numérateur  & 
celui  du  dénominateur  : pour  avoir  le  cube,  on  pren- 
dra le  cube  du  numérateur  & celui  du  dénomina- 
teur : ainfi  le  quarré  de  eft  fon  cube 
On  voit  aufli  bien  aifément  que  la  racine  quarrée 
de  4"  eft  "7"  > ^ racine  cube  de  : de 

6^  b ^ bf  b 

forte  que  pour  avoir  la  racine  d’une  fraéVion , il 
faut  prendre  celle  de  fon  numérateur  aufli-bien  que 
celle  de  fon  dénominateur.  , 

De  ce  que  nous  venons  de  dire  , il  fuit  que  » 
pour  avoir  la  racine  troifiéme  ou  cubique  de  , il 
fufïît  de  divifer  l’expofant  6 de  la  quantité  donnée 
p.ar  l’expofant  3 de  la  racine  3 que  pour  avoir  la  ra* 
cine  quarrée  de  , il  fufllt  de  divifer  l’expofanr  4 
par' l’expofant  i de  la  racine  : de  forte  que  la  racine 

cube  de  s=  a*  =a*  , la  racine  quarrée  de  eft 

t=  û*  = a»  , ce  qui  eft  évident  ; & en  général  , 
puifque  pour  élever  a”  ï la  puiflance  p , il  faut 
multiplier  l’expofant  m par  l’expofant p de  la  puif- 
fance  pour  trouver  a"'’ , il  faudra  , pour  avoir  la 
racine  p de  a"^  , divifer  l’expofant  mp  par  l’expo^ 

fant  de  la  racine  , & on  aura  at  = a"  : donc  en  gé- 

m 

néral  la  racine  n de  a"  = a » ; On  marque  aufli  la 
racine  72  de  a" , de  cette  maniéré  , \/  a”  j de  forte 
* On  fappvfe  ^uc  r eft  uo  aombte  entier  poficif.  . > 
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*•  m.  * / - ' 

que  û • J de  tnème  y =*  a*  , 

} t 

y s=  = û*.  Le  figne  ^ s’appelle ra~ 
■iical , & les  quantités  aneâées  de  ce  ligne  , font 

dites  quantités  radicales  : ainfi  p y hc  une  quan- 
tité radicale.  La  quantité  p qui  eft  hors  du  ligne  , 
s’appelle  coefficient  du  ligne  , & la  quantité  bc  eft 
dite  être  fous  le  ligne.  Lorfqu’un  radical  n’a  point 
de  4éefficient  exprimé , il  eft  cenfé  avoir  l’unité 
pour  coefiieient.  On  appelle  expofant  du  ligne  la 
quantité  qui  fe  trouve  entre  les  branches  du  ligne  ; 

mais , quand  un  radical  n’a  point  d’expofant , il  eft 

1 

cenfé  avoir  i pour  expofant,  de  forte  que 
léb*  = ffi  = b\ 

En  examinant  avec  attention  ce  que  nous  venons 
de  dire  , on  verra  facilement  que  l’expofant  du 
ligne  eft  toujours  le  divifeur  de  l’expolant  de  la 
quantité  qui  eft  fous  le  ligne. 

Il  eft  facile  d’appercevoir  que  la  racine  quarrée 
de  û*  eft  = ± yaa  = i:  ejear  â»  ci  X 4-a, 
de  même  a*  = — a x — a . ainlî  la  racine  qiur- 
rée  d’une  quantité  politive  eft  toujours  double.  De 

même  la  racine  quatrième  de  = i:  p 4 — 

dz  P ; car  p4  =+ p , ^ p . p . ^ p . -f-p 

( le  point  indique  la  multiplication  ) = — p • — 
P , — p . ^ général  une  racine  d’un  degré 
pair  eft  toujours  double  ; mais,  \/  — a>  eft  une 
quantité  impofllble  j car  elle  ne  peut  être  ni  -f-  a, 
,ni  — r-  a , puifqne  -+-  a x a = a*  , de  même  — 
c.  X — a = -H  a*  : donc  la  racine  de  — a>  qu’on 
marque  ainli  ± ^ — a»  eft  une  quantité  abfurde  ; 
de  même  toutes  les  racines  paires  d’une  quantité 
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négative  font  impoflîbles  : ainfi  + y — eftunc 
quantité  impolTiblei  ces  fortes  de  quantités  font 
appellées  imaginaires. 

Si  Ion  veut  changer  l’expofant  d’un  radical , en 
confervant  fa  valeur  , il  faut  multiplier  par  la 
meme  quantiré  l’expofant  du  radical , & l’expo- 
fant  de  la  quantité  qui  eft  fous  le  ligne.  Ainfî 


6 1 ^ ] 
\/a^"=r:a‘  =fl'j  fîne=i  on  aura  y a*  ■= 


*/  - 
y a =s  a *. 


Pour  réduire  dent  radicaux  au  même  expofant , fans  c}l^nge^ 
leur  valeur  , il  faut  multiplier  l’expofant  du  radical  du  preiiiier, 
& l’expofant  de  la  quantité  qui  eff  fous  le  ligne  par  l’expolânc 
du  fécond  , & réciproquement;  mais,  s’il  y a plus  de  deux  ra- 
dicaux , on  multipliera  l’expofant  du  ligne  audi-bien  que  l’ex- 
pofant de  la  quantité  qui  eft  fous  le  ligne  d’un  chacun  parle 
produit  des  expofans  de  tous  les  autres  radicaux , ce  qui,  com- 
me nous  venons  de  le  voir,  ne  peut  changer  leur  valeur.  Ainfi  . 

pour  réduire  au  même  expofant  les  radicaux  a \ b' , c ^ d y 
je  multiplie  l’expofant  j par  i ; de  même  je  multiplie  l’expo- 
fant  T de  i>  par  a ; je  multiplie  enfuite  l’expolànt  du  fécond  ra- 
dical par  } , aulfi-bien  que  l’expofant  i de  rf,  & j’ai  les  deux 

radicaux  a ^ b'-  yc  ^ d'>  réduits  au  même  expofant.  Les  trois 

n P X 

radicaux  a ^ b"*  y c y ds , ^ gi  ^ réduits  au  même  expolânt , 


*f”.  "P*.  «P*. 

Ce  changeront  en  ceux-ci , a » / b"‘f* , % / , %/  g 


VP 


te  qui  eft  évident. 


Pour  ajouter  deux  ou  plulieurs  radicaux  enfemble , réduilèz- 
les  au  môme  expofant , s’ils  en  ont  dedifférens  ; prenez  enfuite 
leur  fomme  comme  fi  c’étoient  des  quantités  algébriques  : ainfi 

la  lômme  de  a y d fc  ic  e y de&mm  a y d-^e  }/  d mm 
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î î 1 

{a-\-  c)  • \ d , la  fomme  èz  a \ b-^c^dzü=m 

é ^ 

a V 6^  +cy^  di , en  réduifanc  au  même  expoGinr. 

La  rouftradion  des  radicaux  qui  ont  un  même  czpo- 
ûnt , fe  fait  comme  la  foufttaêUon  algébrique , en  changeant 
le  ligne  de  celui  ou  de  ceux  qu’on  veut  fouftraire;  mais  s’ils  ont 
ditiérens  expofans , on  les  réduit  au  même  expofant,  avant  de 
faire  la  fouftraûion.  Ainfi  pour  fouftraire  a y b àzc  ^ /’  > on 

écrirac  p — a y'  é,cequieft  évident;  maisa  V ^ — c V 
M 'S 

eft  = ay  — cy  d*. 


Pour  faire  pafTer  un  coefficient  fous  le  figue,  fans  changer 
la  valeur  du  radical , on  élévera  le  coefficient  à l’expofant  du 
i i } -i 

figne  : ainfi  b y d^  — y d^ii  ; car  b y.di  = bd*  —bd, 
i II 

de  même  y dibi  d^  b'  •=  dh.  On  voit  aufll  que  , pour 
faire  pafTer  hors  du  figne  une  quantité  qui  fe  trouve  fous  le 
figne,  il  fuffitde  divifer  Texpofant  de  cette  quantité  par  Texpo- 

5 ; < 

faut  du  figne  : ainfi  y ad^  = d'-  ^ a \ car  y' <uf<  =d‘ 

X a’  ==d^  V Pour  faire  entrer  dans  l’eipreffion  d’un  ra- 
dical une  quantité  d quelconque,  il  fuffit  de  multiplier  la  quan- 
tité fous  le  figue  par  d élevé  à i’expofànt  du  figne,  en  divi- 
fant  en  mêmetems  le  coefficient  du  figne  par  la  même  quantité 
d\  car,  par  cette  opération , on  ne  fiait  que  multiplier  & divi- 


fer un  radical  par  une  même  quantité  : ainfi  a ^ b — -j^bdi. 


yé  i = 1 y'  i ==  -^  y'  : car  il  eft  vifiblc;  par  exemple , 
d 


que-^  vé bdi^^  X 
* a d 


ad  i î 
X4»=tf  V4.' 
d 


Pour  multiplier  les  radicaux  les  uns  par  les  autres,  après  les 
«voir  réduits  au  même  expofant , s’ils  en  ont  de  différens  , on 
multipliera  leurs  coefficiens  les  uns  par  les  autres  , le  produit 
donnera  le  coefficient  du  produit  cherché  ; on  multipliera  de 
même  les  unes  par  les  autres , les  quantités  fous  le  figne  & 

leur  produit  reftera  fous  le  figne  : ainfi  a'^  b xcy^  d=^ 
5 s r s s 1 " 

« eVét/,  U V <éx  V ^ dm  c=*a  y de, a p* 

X 
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n H n 

X c ^ q*  X d ^ — acd  qx gu  , De  même  i ^ 4 x 

3 ^ P = 6^  jiî  = 6x^=36;cequieft  évident.  Si  on  veut 
avoir  le  produit  Je  V — ^ V — “ » écrira  — ^ ja  = 

— a ; puifqu  il  eft  évident  que  — <z  eft  le  quarré  de  — a. 
Pour  ne  pas  fe  tromper  en  multipliant , par  txempU , les  quart'-*- 
tités  imaginaires  y — V — ^ l’une  par  l’autre , en  remar- 
quera que  V — ^ ~ïTb—  V — I ^ b,  de  même 
y — c=  V'  — 1 X V'cidoncy' — éx  i 

X V — I X Véx  v^c  = — t X y^éc=  — y'éc.à 
caufe  deV' — tx^  — t =s — i.  En  multipliant  à l’ordi- 
naire , l’on  auroit  y'  — é x }/  — c — y'  ér,  ce  qui  eft  faux» 
Pour  divifer  deux  radicaux  l’un  par  l’autre  , on  les  réduira  au 
même  expolânt , s’ils  en  ont  de  diftérens;  on  diviferaenluitele 
coefficient  du  dividende  par  celui  du  divifeur,  &laquantité  qui 
eft  fous  le  ligne  dans  le  dividende  par  la  quantité  qui  fe  trouve 

fous  le  ligne  du  divifeur  : alnlî  le  quotient  àc  b par  c y'  t/eft 

= — V -J  idemême  4y^  16  divifépart  V 4 eft=  J ^ — ^ 

X V 4 = 4;  mais  pourdiviferu  V’  i parc  ÿ'  on  lcduiralcs 

«w;  ntn 

radicaux  au  même  expofant  pour  avoir  a ^ b”',  c /)" } divi- 
Tant  enfuite  le  premier  par  le  fedoud , on  trouvera  le  quotient 


Pour  élever  un  radical  à une  puilTailce  quelconque,  il  faut 
multipl  ier  l’expofant  de  chacun  de  fes  fadeurs  ( dans  un  produit 
a do  , les  quantités  a,d  ,c  font  appelées  les  facteurs  de  cejjro- 
duit  ) pat  l’expo&nt  de  la  puilTance  propofée  : ainli  la  puillance 
^ 1 i i i 

cinquième  de  y , ou(Vu')  eft=  ^ =a'  =u; 

donc , lorlque  l’expolànt  de  la  puilTanCe  eft  égal  à l’expôfartt  du 

ligne,  il fuffit  d’ôter  le  ligne  radical.  La puilîance  /n  de  y^  jP  fera 

y/  afm  ; car  ^ aP  a»  ; mai^,  pour  avoir  la  pu/lîance  m de 
cette  derniete  quantité  , on  doit,  félon  ce  que  nous  avons  dit 

ci-delTus , multiplier  l’expofant  — par  rn , pour  avoir  aT  — 

n fl 

y/  aP".  Si  le  radical  avoir  un  coefficient  différent  de  l’unité, 
on  éleveroit  ce  coefficient  à la  puillance  propofée  , ou  bien. 
Tome  I.  £ 
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avant  de  faire  l’opération , on  feroit  pafler  le  coefficient  fous  le 
3 1}  3 ' 

figne  : ainfi  (a  V fl  ) = c*  = y c*  ^ en  BâCmt 

pafler  a fous  le  ligne  avant  l’opération , ou  après  ; de  même 
(1^4)  ^ = 4 V 16  = 4X4  = 16,  parce  que  lapuiflânce 
fécondé  de  4 eft  = 1 6. 

Pour  extraire  une  racine  quelconque  d’une  quantité  radi- 
cale dont  le  coefficient  eft  l’unité , il  iaut  multiplier  l’expolànc 
du  radical  par  celui  de  la  racine  j ainll  la  racine  cinquième  de 
} 1 3 11 

J y a'i  — y a' i = a"  =a'  — a , ce  eft  évident  j car 

^ a">  = a'  ==25  ;or  la  racine  cinquième  de  a 5 eft=a’  =a; 


donc  , &c.  De  meme  la  racine  n de  y'af  eft  = ^ af.  Si  le  ra- 
dical avoit  un  coefficient,  dont  on  peut  prendre  la  racine  de- 
mandée, on  la  prendroit  féparément  ; mais  li  on  ne  pouvoir  en 
prendre  une  racine  exafte , on  le  feroit  pafler  fous  le  ligne  : 

5 fi  * 

ainfi  la  racine  quarrée  de  9 y 64  eft  = 3 V 64  = 3 X z = tf: 

} « V ^ 6 

car  y ^4  = 4 , dont  la  racine  quarrée  = z , de  mênie  ^4 
= z:caré4=z  x zx  zxz  x zx  z.  Mais  pour  avoir 


la  racine  quarrée  de  3 z , je  fais  pafler  3 fous  le  ligne  & 

j’ai  y^  z7  X z=  V f4 , dont  la  racine  quarrée  eft  = y^  ^4. 

Pour  avoir  unepuiflance  ou  une  racine  d’une  quantité  radicale 
fraélionnaire  , on  feroit  fur  le  numérateur  & le  dénominateur 


du  coefficient  & de  la  quantité  , fous  le  ligne , les  mêmes  opé- 
rations que  nous  venons  de  faire  fur  les  entiers  3 il  en  feroit 
de  même  , li  l’on  vouloir  avoir  la  fçmme  ou  le  produit , la  dif- 
férence ou  le  quotient  de  ces  fortes  de  quantités,  ce  qui  n’a 
pas  befoin  d’une  plus  longue  explication. 


3 7.  Partons  maintenant  à la  formation  des  puif- 
fances  & à l’extradtion  des  racines  des  polinomes. 

■■  t 

Le  quarré  de  a-^b,  ou  -h  ^ , ou  ( a ^ ' eft 
= -h  lab  -h  b^.  En  multipliant  cette  quantité 
par  a b ôc  réduifant , on  aura  le  cube  ae  a -{-b y 


ona  -\r  b -+-  3a»  é;  -f-  ^ab^  -\~b‘^  i donc  le 

quarré  d’un  binôme  a-\-b  contient  t °.  le  quarré  a* 
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du  premier  terme  a de  la  racine  j en  fécond  lieu  le 
double  produit  du  premier  terme  par  le  fécond , ou  , 
. lab  J enfin  le  quarté  du  fécond  terme  b de  la  u- 
cine.  Donc  pour  revenir  du  quatre  à la  racine  , 
après  avoir  extrait  la  racine  du  quatre  a » , i j écrirai 
û,  racine  qiiarrée  de  , au  quotient,  c ’eft-à-dire , à 
la  racine  : 2°.  j elevrai  a au  quatre  pour  avoir 
fl* , que  je  retrancherai  duqiurré  û*  xab-^b^  , 
ce  qui  fe  fait  en  écrivant  — a*  , qui  détruira  a*  & 
il  ne  reftera  que  lab-^b^.  Pour  trouver  le  fécond 
terme  b de  la  racine  , je  prends  le  double  du  terme 
trouvé,  c’eft-à-dire  , aa  pour  divifeur  ; & divifant 
le  terme  lab^t  la  y le  quotient  fera  b &c\z. 
racine  cherchée  fera  a-^b.  Pour  en  faire  la  preu- 
ve , j’éleve  a -H  ^ au  quarté,  en  multipliant  a-\rb 
par  a H-  ^ , le  produit  eft  égal  au  quatre  a*  -f-  lab 
H-  : donc , &c.  Appliquons  ceci  à l’exemple 
fuivant. 

Soit  propofé  <£ extraire  la  racine  quarrée  de  la  quan- 
tité — 6x^d  -4-  d*.  Ayant  écrit  cette  quantité  , 
comme  on  le  voit  : je  cherche  d’abord  la  racine 
quarrée  du  pre- 
mier terme  , 

• ( quand  on  par- 
le d’une  racine, 

lâns  la  fpécifier , on  entend  parler  de  la  racine  quar- 
rée  ) j pour  cela , je  dis  la  racine  de  9 eft  3 , que 
j écris  a la  racine  j je  dis  enAiite  la  racine  de  x^  eft 
x^  y que  j’écris  à côté  de.  3 j élevant  32:*  au  quarté, 
j ai  9>f4  , que  j’écris  fous  ^x* , je  fais  la  fôuftrac- 
tion  , en  changeant  le.figns'^^  de'çjf^  j de  *4“ en 
& je  mets  o lous  9Jf4  , 'qui  fe  trouve  détïtiit  par 
— preiwls  pour  davifeîir  6x*,  double  de  1» 

racine  écrite  32;*^  je  diviie  le  fécond  rernae— ^ €x^d 

Ex 


9>r4  — «jAT^d-hd*  3AT* — d 

O 
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par  ce  divifeur  , pour  avoir  le  quotient  — d , que 
j’écris  à côté  du  premier  terme  de  la  racine  , éle- 
vant maintenant  au  quarte,  je  retrouve 

la  quantité  propofée,ainfi  l’opération  eft  jufte.  Cette 
méthode  eft  fondée  fur  ce  que  li  a-\rb  repréfente  la  ra- 
cine pourra  repréfenter  ^x^  ôc  b h quan- 
tité   d.  S’il  y avoir  plus  de  trois  termes  au  quarré, 

on  les  ré'duiroir  à j (ficelaétoitpollible),  en  prenant 
pour  un  feul  terme  les  quantités  dans  lefquelles  une 
meme  lettre  auroitlemême  expofant  & pour  un  feul 
terme  tous  ceux  dans  lefquels  cette  lettre  nefetrou- 
veroit  pas  ! ainli , pour  avoir  la  racine  de  û*  I xoh 
^2 ^ad  — ibd-Jfd^ , on  difpofera  cette  quan- 

tité , comme  on  le  voit  ici,:  prenant  enfuite  la  ra- 
cine du  pre 
mier  terme 


ûijon  écrira 
a au 
■tient  , 


quo- 

éle- 


a * -1-  xab  “Hr  b ^ 

o — xad  — X bd 

a-\-b  — d 

— a*  ■ 

xa 

,vant  au  quarré,  on  retranchera  de  a*  \ oh  pren- 
dra pour  divifeur  xfl.  double  de  la  racine , & divi 
faut  d’abord  lab  par  xa,  on  mettra  au  quotient  -h 
b , divifant  tout  de  fuite — xad  par  xa,  on  écrira  en- 
core le  quotient d-à  la  racine,  qui  fera  a-^h — d ÿ 

en  effet  en  multipliant  cette  racinepar  elle-même,  on 
trouvera  la  quantité  jjtopofée.Si  la  quantité  prçpofée 
ne  peut  pas  fe  réduire  à trois  termes  par  la  métho- 
de dont  nous  venons:  rde  parler , on  ordonnera  cette 
quantité-  par  rapport  à une  lettre  quelconque , on 
prendra  la  racine  du,  pcemieC  terme  comme  hou?  ve- 
nons de  le  faire,;  on ietranchera.de  même  lequarré 
du  premier  tenpe  dé  lar  joaçihe  de  la  quantité  pro- 
pofée  prenant  enfuite  pour.divifeur.Ie'ddubk  de 
la.Taciae  ,-on  diviferai le  terme  fuiyant  (on  doit 
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toujours  divifer  le  terme  qui  contient  le  plus  grand 
expofant  de  la  lettre  , par  rapport  à laquelle  on  a 
ordonné  ) par  ce  divifeur;  on  écrira  le  quorient  à la 
racine  ; multipliant  enfuite  le  divifeur  par  le  quo- 
tient , on  ajourera  au  produit  le  quarré  de  ce  quo- 
tient pour  jfouftraire  le  tout  de  la  quantité  propo- 
fée  j l’on  continuera  de  même  en  prenant  toujours 
pour  div^eur  le  double  de  la  racine  trouvée. 

Soh  la  quantité  p-\-6x*  p*  •+•  ^xp  5 

-hp^.  Cette  quantité  ne  pouvant  pas  évidemment 
fe  réduire  à 3 termes  & étant  ordonnée  par  rap- 
port à a:  ; 


P -f-'  4A?’*  -f-  -f-  ixp  -f-  p^ 

O O • • . . I 


— X*  diz  4x^p± 

- “b  H”  4*?’  + P* 


IX»  -j-4Ar/» 


je  prends  la  racine  jc*  du  premier  terme  Sc  a|)cès> 
avoir  écrit  x^  à la  racine,  je  prends  fon  qiurre  .v4, 
que  je  fouflrais  de  la  quantité  propofée.  Prenant 
enfuite  z.r*  pour  divifeur  je  divife  le  terme  fui- 
vant'4A?5^  par  ix^  , & j’écris  à la  . racine ^le  quo- 
tient rxp.  Je  multiplie.enfuk?  ce  quotient  p^r  le 
divifeur  j’ai  la  quant jÿ, <<>!?■/?,  à laquelle  j’ajoute 
quarré  du-quociqnc;r.  retranchant  cette  fom- 
ipoduxeftede  la  quantité  ^opofçeiil  me  relie  ix  »,/?*! 
•4*,4a7>;?  -h /74qùe  j’éMris.fiauslaquantiré'propQfée, 
Gorhttie..oni-le  voit.  EXç^bknt.enf^he^;  la  ^ricine,^ 
j’ai  pour^divifeur  j£,je^divife.*ie  ter- 

me ix-h  p-hripai  - le  -pretoiep  fterme  * ,d«i  -divi- 
feur-, pour  avoir  le  quétiehc-rH/*  > > j^^cris^  à 
la  racine. j?c multipliant  enfujte  le  divifeur.4par:  le 
quorient  -&  ajoutant -aui. produit  le  quarré  du  quof 
tteht^i’ai  aAf*p»^-+-'4aÿ3  -+-  p^p  retranchant  cette 

Ej  ■ 


par  ce  divifeur  , pour  avoir  le  quotient  — i , que 
j’écris  à côté  du  premier  terme  de  la  racine  , éle- 
vant maintenant  3^*  — d au  quarré,  je  retrouve 
la  quantité propofée,ainfi  l’opération  eft  jufte.  Cette 
méthode  eft  fondée  fur  ce  que  h a-\-b  repréfente  la  ra- 
cine 3A.-Ï — pourra  repréfenter  & Ma  quan- 
tité — d.  S’il  y avoir  plus  de  trois  termes  au  quarré, 
on  lesréduiroit  à 3 ( ficela étoirpolfible),  en  prenant 
pour  un  feul  terme  les  quantités  dans  lefquelles  une 
mcmelettte  auroitlemême  expofant  & pour  un  feul 
terme  tous  ceux  dans  lefquels  cette  lettre  nefetrou- 
veroit  pas  : ainfi , pour  avoir  la  racine  de  -f-  xah 
H-  — xad  — ibd-^d^ , on  difpo fera  cette  quan- 
tité , comme  on  le  voitici,.:  prenant  enfuite  la  ra- 


, cine  du  pre 
mier  terme 
flïjon  écrira 
a au  quo- 
tient i éle- 


O — xad  — xbd  a-\-  b — d 


,vant  au  quarré,  on  retranchera  de  a*  3 on  pren- 
dra pour  divifeur  xa  double  de  la  racine , & divi 
fuit  d’abord  xah  par  xa , on  mettra  au  quotient 
'b , divlfint  tout  de  fuite — xad  pana,  on  écrira  en- 
core le  quotient — d ï.  la  racine,  qui  fera  a-\^b — d 3 
en  effet  en  multipliant  cette  racinepar  elle-même,  on 
trouvera  la  quantité  jitopofée.Si  la  quantité  prppofée 
ne  peut  pas  fe  réduire  à trois  termes  par  la  métho- 
de dont  nous  venons:  ^de  parler , on  ordonnera  cette 
quantité  par  rapport  à une  lettre  quelconque , on 
prendra  la  racine  du  premier  terme  comme  riou?  ve- 
nons-de  le  faire;  on  retranchera  de  meme  leqiurré 
du  premier  terme  dé  la-)Daçihe  de  la  quantité.pro- 

{(oféer;- prenant  enfuite  pout.divlfeur.ledbuhk  de 
a .-racine.,. on  divifera:  le  .terme  fuiyaiit  (on  doit 
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toujours  divifer  le  terme  qui  œntient  le  plus  grand 
expofant  de  la  lettre  , par  rapport  à laquelle  on  a 
ordonné  ) par  ce  divifeur;  on  écrira  le  quotient  à la 
racine  : multipliant  enfuite  le  divifeur  par  le  quo- 
tient , on  ajoutera  au  produit  le  quarré  de  ce  quo- 
tient pour  ibuftraire  le  tout  de  la  quantité  propo- 
fée  'y  l’on  continuera  de  même  en  prenant  toujours 
pour  div^eur  le  double  de  la  racine  trouvée. 

Soit  la  quantité  jf  + -h  4at  î /?  -+-  6x*  p*  -H  ^xp  ? 
H-  p^.  Cette  quantité  ne  pouvant  pas  évidemment 
fe  réduire  à 3 termes  6c  étant  ordonnée  par  rap- 
portai ; 

-f-  4x5  -f-’  4x;>*  x^  -f-  ixp  -f-  p'- 

q O ^ > Z . . > 

— X*  dt  4XÎ/>±:  4x‘/>^ 

-f  + -1-V^  + P*  -j-^xp 

U 

je  prends  la  racine  i*  du  premier  terme  6c  après- 
avoir  écrit  i*  à la  racine,  je  prends  fon  quarce 
que  je  fouftrais  de  la  qua.ntite  propofée.  Prenant 
enfuite  i.v»  pour  divifeur  je  divife  le  terme  fui- 
vant  4iî/7  par  ix^  , ^ j’écris  à la. racine, le  quo- 
tient ixp.  Je  multiplie. enfuii,?  ce  -quotient  par  le. 
divifeur  & j’ai  la  quantjté,4i*:^^,  Àlaqu^lle.  j’ajoute 
4X*p*  quarré  du-quociejnc;.. retranchant  cette -fom- 
tneduteftede  la  quantité  ^opofée^il  me  tette  ix^p^ 
-+>,4ip;î  que  j’^ri.ÿ,{aus.,latjuanti ré -propofée, 

cornttie.  oh -le  voit.  l>0pbkm.enfuit€(jla  rtàcrne,^ 
j’ai  -pour: divifeur 

me  ax^^^^ripar  Je '-premier  kerme  -zji;^  .d«i  divi- 
feur-, pour  ayoir  le  quôtieht-r4t  /»  , ,qne>j^écris-  à 
la  racine;/: multipliant  enfujre  le  divifeur-) par:  le 
quotœnr  ajoutant- as*, produit  le  quarré  du  quo-» 

tieftt,  j’ai-aaf*/»^-i-d^j?.^  -+- /;4 ^ retranchant  cette 

E J ■ 
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a^  -^7  la^b  -f-  3aé*  -4-  b^ 

a-hé 

0 

- — a*'  . - 

3a» 

quantité  dorefte  de  la  quantité  propofée,  il  ne  refte' 
rien , & la  racine  cherçhée  eft  >:»-+-  i-px  -Hp*.  En 
prenant  la  racine  de  celle-ci,  on  aura  j: -+-/?,  racine 
quatrième  de  la  quantité  propofée  : de  forte  que 
pour  avoir  la  racine  quatrième  d’une  quantité  / 
on  peut  d’abord  prendre  la  racine  qiurrée  d*  de 
& prendre  enfuite  la  racine  d de  ; mais  fi  l’on 
ne  peut  avoir  la  racine  quarrée  de  celle-ci,  c’eftune 
marque  que  la  quantité  propofée  n’a  pas  de  racine 
quatrième  : cette  méthode  eft  générale.  ’ 

Pour  extraire  la  racine  cube  de  a* 

que  nous  favons  être  = a !»-H ; après 
avoir  difpofé  cette  quantité  comme  on  le  voit  ici, 
je  prends  la  ra- 
cine cubique  du 
premier  terme 
a 5 , j’ai  a que 
l’écris  a la  racine  j élevant  a au  cube,  je  trouve  a> 
que  je  retranche  de  la  quantité  propofée  & j’écris 
o fous  a*.  Pour  trouver  le  fécond  terme  é de  la  ra- 
cine  , je  vois  qu’il  me  faut  divifer  le  fécond  terme 
par  3 a»  j c’eft-à-dire  , par  le  triple  du  quarré 
du  premier  terme  a de  la  racine.  Je  prends  donc  le 

Suarro  a*'  de  a,  6c  triplant  i' j’ai  3a»  pour  divifeur  : 
ivifant  donC-f-  3a»#  p'af ‘3^x*==à-4-  3a*  ; j’ai  ^b 

rur  quotient  ; j ’écris-4-  ^ à k'  racine  , de  forte  que 
racine  entière  eft  a -h’é'.i  'En.efFet,  élevant 
^au  cube  , on  trouve  là-qitentilé  propofée.  S’il'  y 
avoir  plus  dé ‘4  termes  au  cubé , il  y en  aiffoir  plus 
de  deux  à là  racine  , dans  ee  t^s  on  tachcfroicde  té-r 
duire'  la'  cpiantité  propofée  à 4 termes  , en  fuivanc 
k méthode;  dont  nous' avons  parlé  ci-dedus.  ^Âïlifi, 
pour  extraire  k racine  Cübïqiie  de  -4-  3îv>è'  -4^ 
jxA»  -*r.  3X*d  3xd‘ 
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x^  -h  jx*i  -4-  3xi*  -4-  bi 

0 

— jx*d — 6xbd — 3^*d 

X -4-  b — d 

-f- 

— d5 

JX* 

} bd^—d 5 ,je  difpofe  cette  quantité  comme  on  le  voit: 
je  prends 
enfuie  la 
racine  cu- 
bique X 
du  pre- 
■ mier  ter- 
me x^  , 

je  l’écris  à la  racine  j j’éleve  x au  cube  & retranchant 
x^  de  x^  y j’écris  o fous  ^ i je  prends enfuite  pouc 
divifeur  le  triple  du  quarréde  la  racine,  & divifant 
tout  de  fuite  tous  les  termes  affeélés  de  x^  , j’ai  -+- 
b — d que  j’écris  au  quotient;  de  forte  que  la  ra- 
cine cherchée  eft  x -f-  A — d : en  effet , fi  on  prend 
lequarré  de  cette  quantité  , qu’on  multiplie  enfuite 
ce  quatre  par  la  racine  — d pour  avoir  le 

cube  de  cette  racine , l’on  trouvera  la  quantité 
propofée. 

Lorfque  la  quantité  propofée  ne  peut  pas  fe  ré- 
duire à quatre  termes  , a caufe  que  chacune  de  fes 
lettres  fe  trouve  dans  plus  de  quatre  termes  , avec 
des  expofans  au-defTus  de  o , on  peut  ordonner  par 
rapport  à une  lettre  quelconque  ; prenant-  enfuite 
la  racine  cubique  du  premier  terme  , on  l’écrira  à 
la  racine  ; élevant  cçtte  racine  au  cube,  on  retran- 
chera le  réfultai  de  la  quantité  propofée.  Prenant 
enfuite  pour  divifeur  le  triple  du  quarré  de  la  ra- 
cine , on  divifera  le  terme  fuivanr  ( on  doit  tou- 
jours prendre  pour  terme  fuivant  celui  qui  contient 
le  plus  grand  expofant  de  la  lettre  par  rapport  à la- 
quelle on  a ordonné  ) par  ce  divifeur  , pouc  écrire 
le'  quotient  à la  racine  ; on  élevera  au  cube  les  deux 
premiers  termes  de  la  racine , pour  retrancher  ce 
cube  de  toute  la  quantité-  ^opofée.'  Prenant  enfuite 
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pourdivifeur  le  tripledu  c^uarré  des  deux  premiers- 
• termes  de  la  racine, on fe  lerviradu  premier  terme 
de  ce  divifeur  pour  divifcr  le  terme  fuivant  du 
refte  de  la  quantité  propofée  ; écriv^int  le  quotient 
à la  racine,  on  clevera  enluite  toute  la  racine  trouvée 
au  cube,  pour  retrancher  le  réfultat  de  toute  la  quan- 
tité propofée  j on  continuera  de  inême  en  prenant 
toujours  pour  divifeur  le  triplç  du  quatre  de  la  ra-r 
cine  trouvée. 

. Si  une  quantité  n’eft  pas  une  puillànce  parfaite, 
pn  fé  contente  d’indiquer  fa  racine  : ainfi  a'*- 
n’étant  pas  un  quarré  parfait , fa  racine  peut  s’ex- 
primer de  cette  maniéré 
£ 

==  ( ) '■  J en  divifant  l’expofant  i fous  ^ en-!- 

tendu  de  ( a»  -\-b^)  par  l’expofant  a de  cette  racine. 

J 8.  Pour  extraire  les  racines  numériques , il  faut 
fe  rappeller  la  table  des  quarrés,  & des  cubes  des 
nombres  que  nous  ayons  donnée  ci-delFus  (jd), 
après  quoi  l’on  verra  aifément  qu’un  nombre  d’un 
feul  chiffre  ne  peut  avoir  trois  chiffres  à fon  quatre,. 
puifque'to  qui  eft  le  plus  petit  nombre  de  deux 
chiffres,a  pour  quarré  i oo,qui  eft  le  plus  petit  iiom-t 
bre  de  5 chiffres  j 99  qui  eft  le  plus  grand  nombre 
de  deux  chiffres,  a pour  quarré  9801,  qui  ne  con- 
tient que  quatre  chiffres  5 de  forte  qu’un'  nombre 
quelcî6n*][ue  ne  peut  avoir  à fon  quarré  tout  au  plus 
que  le  double  de  fes  chiffres.  De  même  le  cube  d’un 
nombre  ne  peut  contenir  plus  du  triple  des  chiffres  ( 
de  ce  nombre  ; en  effet  i o , premier  nombre  de 
deux  chiffres,  a pour  cube  1000,  premier  nombre 
de  quatre  chiffres  & le  cube  de  99  ne  contient  que 
6 chiffres  , aipfî  qu’on  peut  le  voir  en  multipliant 
«quarté  de  :^9-par  99  pour- avoir  foi^cuhs^  - ■ - 
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Pour  elever  un  nombre  z 5 au  quarr*,  U faut  mul- 
tiplier 2 5 par  2 5 ; & pour  avoir  fon  cube , il  faut 
multiplier  fon  quarré  par  25.  On  trouvera  pour 
lequarré^2  5 & multipliant  ce  dernier  nombre  par 
25  , on  aura  fon  cube  15(125,  Au  lieu  de  multi- 
plier 25  par  25  pour  avoir  fon  quarré,  on  peut  s’y 
prendre  (le  cette  maniéré  : je  prends  le  ^ 
quatre  de  fon  premier  chiffre2  &j’ccris 
4 comme  on  le  vcÂt  ici  5 je  prends  en-  ^ , 

fuite  le  double  du  premier  chiffre , c'eft  — 

4^  je  multiplie  ce  double  par  le  fécond  , ^^5 
chiffre  5 , j’écris  le  produit  20  fous  4,  en  avançant 
d’un  rang  vers  la  droite  ( s’il  n’y  avoir  qu’un  chiffre 
au  produit , on  l’avanceroit  de  meme  auflî  d’un 
rang  vers  la  droite  ) ; je  prends  enfuitele  quarté  du 
fécond  , favoir  25  , que  j’avance  encore  d’un  rang; 
prenant  enfuite  la.fomme  , je  trouve  625  comme 
ci-deffus.  De*là  je  conduis  qu’en  partageant  en  tran- 
ches lequarré(î2  5 en  cette  maniéré  (»,  25  ; de 
forte  que  la  première  tranche  à droite  contienne 
deux  chiffres , le  quarté  du  premier  chiffre  de  la 
racine  doit  fe  trouver  dans  la  première  tranche  ô 
de  la  gauche , & le  double  produitdu  premier  chif- 
fre par  le  fécond  dans  le  premier  chiffre,  2 de  la  fe-  ^ 
conde  tranche  ; enfin  Icquarré  du  dernier  chiffre  5 
doit  fe  trout^er  au  dernier  chiffre  5 de  la  fécondé 
tranche.  Q®nd  on  dit  que  le  double  produit  du 
premier  chiffre  par  le  fécond  doit  fe  trouver  au  pre- 
mier chiffre  de  la  fécondé  tranche  & que  le  quarré 
du  fécond  chiffre  doit  fe  trouver  au  dernier  chiffre 
de  la  meme  fécondé  tranche,  cela  doit  s’enten- 
dre du  dernier  chiffre  à droite  de  ce  produit,  & du 
quatre  de  5. 

Si  le  nombre  qu  onveut  élevçr  au  quart  é avoit  pliis 
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de  deux  chiffires  , on  prendrait  de  plus  le  double 

f>rodu1t  dés  deux  premiers  par  le  troifiéme  avec 
e quarté  du  troifieme  ; enfuite  le  double  du  pro- 
duit des  trois  premiers  par  le  quatrième  avec  le 
quatre  du  quatrième  & ainfi  de  fuite , en  avan- 
çant toujours  d’un  rang  vers  la  droite  chaque  pro- 
duit & chaque  quarrè.  De-là  nous  rirons  la  réglé 
fuivante  : pour  avoir  la  racine  d’un  nombre  , par- 
tagez ce  nombre  en  tranches , efl  commençant  par 
la  droite , de  forte  tjue  chaque  tranche  foit  de 
deux*  chiffres , excepte  la  première  à gauche  qui 
ne  fera  que  d’un  feul  chifrrp  , lorfque  le  nom- 
bre des  chiffres  fera  impair.  Prenez  le  plus  grand 
quarrè  contenu  dans-  la  première  tranche  de  la  gau- 
che, tiréz-en  la  racine  que  vous  écrirez  à part; 
élevez  cette  racine  au  quarrè,  retranchez  ce  quarrè 
de  la  première  tranche  ; à côrè  du  refte  s’il  y en  a, 
ou  à côté  de  o s’il  n’y  en  a ^oint , defeendez  la  fé- 
condé tranche  & prenez  pour  dividende  le  refte 
s’il  y en  a,  joint  au  premier  chiffre  de  la  tranche 
abaiffèe  , ou  le  premier  chiffre  feul  de  la  tranche 
abaiffèe  s’il  n’y  a aucun  refte  ; prenez  pont  divifeur 
le  double  de  la  racine  trouvée;  écrivez  le  quotient 
à la  racine  ; multipliez  le  divifeur  par  le  quotient  ; 
ajoutez  à ce  produit,  én  avançant  d’un  rang  vers  la 
droite,  le  quarrè  du  quotient;  fi  la  fommepeur  être 
fouftraite  de  k tranche  abaiffèe , jointe  au  refte  s’il 
y en  a , le  chiffre  trouvé  eft  bon  , fi  le  contraire  ar- 
rive, on  diminuera  le  quotient  fucceflivement  d’une 
unité  & même  on  écrira  o fi  en  mettant  i à la 
racine  on  ne  peut  faire  la  fouftraétion  dont  nous 
venons  de  parler.  On  s’y  prendra  de  même  pour 
les  tranches  fuivantes,  en  prenant  pour  divifeur  le 
double  de  la  racine  trouvée , & pour  dividende  le 
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le  premier  chiffre  de  la  tranche  abaiffee , joint  au 
refte  s’il  y en  a , ou  ce  pfemier  chiffre  feul,  s’il  n’y  a 
aucun  refte. 

- Soit  propofé  d’txtrcàrt  la  racine  quarrée  du  nombre 
628^  Ayant  partagé  ce  nombre  en, tranches  com- 
me nous  venons  de  le  dire  ; je  vois  par  la  table  des’ 
quarrés  que  4 efr  le  plus  grand  quarré  contenu  dans 


cris  comme  on  le  voit  j devant 
a au  quarré  , j’écris  4 fous  6 j re- 
tranchant 4 de  il  refte  1 ; à côté 
de  ce  refte  j’abaifte  la  tranche  fui 


' dy  1 S 

i 5 (5) 

'4 

4 Divi- 

2 2 8 

feur. 

s 

y 

vante,  je  mets  un  point  fous  le  prerhier  chiffre  de 
cette  tranche , pour  tne  rappeller  que  ii  eft  mdrt' 
dividende , je  prends  pour  divifeut  le  double  4 de 
la  racine  ; diyifaht  ti  par  4,  /"'écris  J au  quotient  j' 
je  multiplié  le  dîylfeèr  par  le  quotient,  le  produit' 
eft  10  , auquel  je  joins  le  quarré  du  quotient , en 
cette  maniéré  **,,  la  fémme  iz]  étant  fbuftraitede 
228  , il  refte  3-,  que  j’écris  comme  oh  le  voit  j de 
forte  que  la  racine  cherchée  eft  2 5 , avec  un  refte 
3 , qui' indique  que- le  nombre  propofé  feroit  un 

3uarré  exaék,  fï  ôn  efrôtoit  3.  Pour  faire  la  preuve 
e cette  opération,  j'éleve  2 5 au  quarré^  j’ai  <Î2  5 , à 
ce  nombre  j’ajoute  3 & j’ai  le  nombre  propofé  ^28. 

• Oh  voit  par  là  qu’on  ne  peut'  pas  toujouts-px-j; 
traire'exaâreméht  les  racines  quatrées  déS  norohrffsfcr* 
Par  exemple  y cm  ne  péut  pas  extraite  exàâféii^p^ 
les  racines  quarrées  des  nombres  i’S,3  ,' 
fbrtfe  que  iy  3>  V 5 quantités  qu’on 

apjîelle  irrationmU.es  00.  Joardeiy  On  peht  cepeYl-’ 
dant  en  approcher  tant  que  l’on  veut  par  le  rtiôyen 
des..décimales , pour  cela  il  faut  ajouter  aü  nombre 
autant  dë^  fois  deux  zéior  -’^U’on  veuf 
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avoir  de  décimales  : ainfi , pour  ^voir  la  racine  de  5 ,■ 
à un  centième  près , j’ajoute  4 zéros  à 5 , de  la  nia- 
niere  qu’on  le  voit  ici  : parta- 
geant enfuite  le  réfultat  en 
tranches,  je  prends  la  plus 
grande  racine  cohtenue  dans 
la  première  franche  , je  trour 
ve  que  c’eft  2,  que  j’écrisà  la  -.;- 
racine  ; je  retranche  le  quarré 
4de  5,ilreftei,àcôtéduquel 
je  defcends  deux  o , & prenantjo  pour  dividende , 
& 4 pour  divifeiir,  j’écris  le  quotient  zà  la  racine  ; 
retranchant  enfuite  le  produif  , du  divifeur  par  le 
quotient  joint  au  quarré  du  quotient.  ( delà  maniéré 
que  nous  l’avons  déjà  expliqué  ) du  nombre  100 
il  refte  i éT  j à côté  de  ce  nombre  je  descends  00  & 
j‘ai  i<jo  pour  dividende  5c  44  pour  divifeur.  C’efl: 
pourquoi  je  divife  itîopar  44,  endifant  en  Kj  com- 
bien de  fois  4 , je  xcauve  qu’il  y eft  quatre  fois  ; 
ipais , parce  que  le  produit  du  divifeur  par  le  quo- 
tient joint  au  quarré  du  quoci?nç,(  de  la  maniéré 
qu’on  l’a  indiqué)  ne  peut  fe  louAtraire  de  1600, 
je  diminue  le  quotient  d’une  unité  j ja  fouftraétion 
pouvant  alors  fe  faire,  j’écris  4 qp  quotient  j mais 
parce  qu’en  ajoutant  0000  à la  droite  de  5 , ,j’ai 
multiplie  5 paj,,ioqoo  , dont  la,';racine  eft  iqo, 
je  dois  avoir  une  racine  cent  fois  plus  petite  que^ 
225  ; je  dois  donc féparer  Z 3;  par  un  point  pour  avoir 
U yéritable  radne,  Z’*  23  , à un  centième  près. 

, Un  nômbrç,.^urd , tel,q,iye  ^ lae  peut  janjflis 
avoir  pour  raane  exaéte  une  ifraétiôn  quelconquoc 

Car  foit  la’fraéHôn  cherchée^,  ôn' aura  \/  5 — 


-ii- 


« vv  \pTir.,. 

-^.»^o^i  en  preç^ani  les  quarreq  on- .aura  j 


aa 

9 P 

-'  dd 
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or  cela  eft  impofllble  , car  la  fradion  étant  ré- 
duite à fes  moindres  termes , ainfi  que  nous  le  fup- 
pofons  ici  , les  quantités  a &c  d n’ont  aucun 
divifeur  commun  j mais  il  eft  vifible  que  Ci  a &c  d 
n’ont  aucun  divifeur  commun  , leurs  quarrés  a*  & 
d»  n’en  auront  pas  non  plus  : donc  u ne  peut 
pas  divifer  exadement  a , d’-  ne  divifera  pas  non 

plus  exadement  a*  : donc  ne  peut  être  un  nom-  ^ 

bre  entier  5 : donc  , &c.  On  prouveroit  de 

meme  que  -^étantunefradionirrédudible=y'  5, 

— devroit  être  une  fradion  égale  à j. , ce  qui  ne 

peut  être  ; donc  un  nombre  qui  n’cft  pas  une  puif- 
fance  parfaite  d’un  degré  quelconque  ne  peut  avoir 
aucune  racine  exade  du  même  degré  exprimable  en 
nombres. 

Si  on  vouloir  avoir  le  cube  de  25,  on  pren- 
droit  d’abord  le  quarré  625  de  ce  nombre  & mul- 
tipliant <>25  par  25,  le  réfultat  15 <>25  feroit  le 
cube  cherché.  L’on  trouveroit  la  même  chofe  eu 
prenant  d’abord  le  cube  du  premier  chiffre  2 qui  eft 
S.  En  fécond  lieu  le  triple  produit  du  quarré  du 

ftremier  chiffre  par  le  fécond  5.  En  troihéme  lieu 
e triple  produit  du  premier  chiffre  par  le  qiurré  du 
fécond  ÿ 8c  enfin  le  cube  du  fécond, 

8 Cube  du  premier  chiffre  2 

60  Triple  produit  de  4 par  5 

150-  Triple  produit  de  2 par  25. 

125  Cube  de  5 

Ayant  foin  d’avancer  à chaque  fois  d’un  rang  vers 
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la  droite  j faifant  enfuite  l’addition  , on  trouvq;ra 
le  même  réfultat  que  ci-delTus.  S’il  y_  avoit  j chif- 
fres au  nombre  propofé , on  continueroit  de  même 
en  regardant  les  deux  premiers  chiffres  , comme 
n’en  faifant  qu’un  j de  forte  qu’on  prendroit  de  plus 
le  triple  produit  du  quatre  des  deux  premiers  par  le 
troifîéme  , le  triple  produit  des  deux  premiers  par 
lé  quatre  du  troilicme , enfin  le  cube  du  troificme , 
& ainlî  de  fuite  pour  un  plus  grand  nombre  de  chif- 
fres. Cela  pofé  , fi  on  partage  ce  nombre  en  tran- 
ches , enforre  que  celle  de  la  droite  contienne  trois 
chiffres,  il  eft  vifible  en  premier  j, 

lieu  que  le  cube  8 du  premier  chif-  — 

fre  1 eft  contenu  dans  la  première  ^ 
tranche  de  la  gauche j en  fécond  7^^  5 
lieu , que  le  triple  produit  du  quatre  du  premier  par 
le  fécond  eft  contenu  dans  le  premier  chiffre  6 de  la 
fécondé  tranche.  Quand  nous  difons  que  le  triple 
produit  du  quatre  du  premier  chiffre  par  le  fécond 
eft  contenu  dans  le  premier  chiffre  6 de  la  fécondé 
tranche  , nous  entendons  parler  du  dernier  chiffre 
de  la  droite  de  ce  produit. 

Soit  propofé  maintenant  de  prendre  la  racine  cu- 
bique de  iyÔ2f.  Ayant  partagé  ce  nombre  en  tran- 
ches , comnle  nous  venons  de  le  dire , je  vois  par 
la  table  des  cubes  que  8 eft  le  plus  grand  cube  con- 
tenu dans  la  première  tranche  15,  je  prends  donc 
la  racine  cubkjue  de  8 qui  eft  z , j’écris  z à la  ra- 
cine j élevant  z au  cube , j’ai  8 que  je  fouftrais  de 
15,  pour  avoir  le  reftey  , à côtcduquel  je  defcends 
la  tranche  fuivante  ; & mettant  un  point  fous  le  pre- 
mier chiffre  6 de  cette  tranche,  je  prends  pour  di- 
vidende le  premier  chiffre  6 de  la  tranche  abaiffce, 
joint  au  refté  7 de  la  précédente  ( s’il  n’y  avoit'point 
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de  refte  , le  fcul  chiffre  6 feroit  le  dividende  ) ; )e 
prends  1 2 pour  divifeur  , c’eft-à-dire  , le  triple  du 
quarré  du  premier  terme  de  la  racine  , divifant 
par  12  , le  quotient  eft  mais  le  cube  de  i6  étant 
17576^15625  , je  ne  puis  le  fouftraire  de  ce  der- 
nier; je  diminue  donc  le  quotient  d’une  unité  & 
comme  le  cube  de  25  eft=  15^25  , quantité  qui 

fieut  être  fouftraire  du  nombre  propofé,  j’écris  5 à 
a racine  qui  eft  25.  S’il  y avoit  une  autre  tranche, 
pour  trouver  le  troifiéme  chiffre,  je  prendrois  pour 
divifeur  le  triple  du  quarré  de  25  & pour  divi- 
dende le  premier  chiffre  de  la  troifiéme  tranche , 
joint  au  refte  s’il  y en  avoit,  élevant  enfuite  au  cube 
les  trois  premiers  chiffres  de  la  racine  , fi  le  réfultat 

ftouvoit  erre  fouftrait  des  trois  premières  tranches  , 
e chiffre  trouvé  feroit  bon , finon  il  faudroit  dimi- 
nuer fucceffivement  le  quotient  d’une  unité,  jufqu’à 
ce  que  la  fouftraélion  fut  poflîble. 

Exemple  Second.  Soâ  le  nombre  $34^93667  ^ 
dont  on  demande  la  racine  cubique.  On  trouvera,  en 
fuivant  la  méthode  indiquée,  2 04 pour  racine,  avec 


8, 489,  667 

204 

* » 

t 

I 2 Premier  divifeur. 

12  0 0 Second  divifeur. 

un  refte  3 . Pour  avoir  une  racine  plus  exaéte  , on 
ajourera  autant  de  fois  trois  zéros  qu’on  veut  avoir 
de  décimales  , parce  que  le  cube  de  10  étant  1000 
pour  avoir  des  dixiémes , il  faudra  ajouter  trois  o , 
ou  , ce  qui  revient  au  même , multiplier  par  1000. 

La  racine  cube  d’une  fraâion  fe  trouve  en  pre- 
nant la  racine  cubique  du  numérateur  & celle  de 
fon  dénominateur  ; de  même  la  racine  quarrée  d’une 
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fra(5tion  fe  trouvera  en  prenantla  racine  qitarrée  de 
fon  numérateur  audî  - bien  que  celle  de  fon  dénomi- 
nateur jde  forte  que  la  racine  cubique  de  ^ eft  7,Ia  raci- 


Vi 


la 


ne  quarrée  de  ^ eft  ^,la  racine  cube  de  eft , 

i ^ 3 

racine  quarrée  de  ÿ eft  Mais,  fi  l’on  veut  avoir 

un  nombre  au  numérateur  , on  le  pourra  , en  mul- 
tipliant pour  la  racine  quarrée  , les  deux  termes 
de  la  fraélion  par  le  numérateur  j mais  on  multi- 
pliera par  le  quarré  du  numérateur  , s’il  s’agit  de  la 
racine  cube  ; ainfi  la  racine  quarrée  de  | = 7 eft 

-4-^  la  racine  cube  de  v = eft  Si  on  vou- 

Vî  \ 

V IX 

loit  avoir  un  nombre  au  dénominateur  , on  feroit 
du  dénominateur  le  même  ufage  que  nous  venons 

de  faire  du  numérateur  : ainfi  y'  ^ = \/  ^ eft  = 

5 

J ^ eft  = Si  on  vouloir  faire 

difparoître  le  radical  dans  la  fraétion  , on 

le  pourroit,en  fe  contentant  de  prendre  par  approxi- 
mation la  racine  de  6 , ce  qui  leroit  aifé  à faire  par 
le  moyen  des  décimales , en  fuivant  la  méthode  ei- 
de ftus. 

ûT 

ou  parce 


La  racine  cube  de  -^-eft-^ 
b ^ 


b~i 


que 


Digitized  by  Google 


Calcul. 
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J la  racine  quar- 


A 

y'di  * 


J 9.  Avant  de |>affer plus  loin,  noüs  allons  donner 
une  méthode  generale  pour  trouver  une  puilTance 
quelconque  d’une  quantité  algébrique. 

Lemmé  I.  Tous  les  produits  qui  réfultent  d*un 
même  nombre  de  lettres  font  égaux  entr  eux  dans  quel- 
que ordre  quon  multiplie  ces  lettres.  Pour  le  démon- 
trer , nous  ferons  ufage  de  ce  principe  évident,  que 
deux  quantités  donneront  des  produits  égaux,  la- 
quelle des  deux  l’on  prenne  pour  multiplicande  : 
cela  pofé , je  dis  d’abord  que  :±=  par  la  même 
raifonque4  x 3=^3  X 4=  il}  donc  les  produits 
qui  réfultent  de  deux  lettres  aêx-b  font  égaux  dans 
quelque  ordre  qu’on  multiplie  res  lettres.  En  fe- 
, cond  lieu  cab  ==  abc  ; ai  ab==  ab  i donc  en  mul- 
tipliant c par  ab  f ab  par  c,  les  produits  cab  & 
û^cferontévidemment  égauxjdonc  le  produit  abosa 
bac;  car , puifque  =:^a,  ai X ceft=^a  X c.  De 
mcmecai— aîc=cia,  puifqu’en  multipliant  c par 
ai,  ondoitavoir  le  nàême  réfultatqn’en  multipliant 
ai  par  C , ou  c par  ia  , à caufe  de  ia  =1  ai  : donc 
les  produits  aie,  iac , cai,  cia,  font  égaux.  Par 
ia  même  raifpn  bca  = acb , puifque  ca=  ac  de 
qu’en,  multipliant  ae  par  i,  cm  doit  avoir  le  même 
produit  qu’en  multipliant  iparca  : donc  les  fix  pro- 
duits aie , iae,  coA , cba ,’  bca  , acb  font  égaux  en- 
tr’eux  ^ car  les  deux  derniers  font  égaux  entt’eux 
aufli-bien  que  les  quatre  premiers  ; mais  il.  eft  vi- 
fible  que  le  cinquième  eft  égal  au  quatrième  : donc 
Tome  /,  * î 
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les  produits  de  trois  lettres  font  égaux  dans  quelque 
ordre  qu’on  multiplie  ces  lettres.  On  prouvera  fa- 
J^ement  par  la  même  méthode  que  les  produits  de 
■■|j|plettres  font  tous  égaux,  & ainlî  de  fuite  : donc,  &c. 

Lemme  II.  Deux  lettres  a 6*  b peuvent  recevoir 
deux  arrangemens  dijfferens  ab  & ba  ; trois  lettres  a ^ 
b , c peuvent  recevoir  2 fois  j ou  6 arrangemens  dif- 
fe'renSj  ce  qui  donnera  les  6 arrangemens  Juivans  acb, 
abc  , bac , bca , cab , cba.  On  voit  au£i  que  quatre 
lettres  recevront  6 fois  4 y ou  24  arrangemens  dijffe- 
rens  ; car  chacune  d’elles  étant  mife  la  première  .4  les 
trois  autres  recevront  6 arrangemens  différens  yce-qtd 
donnera  24  arrangemens  dijffe'rens.  De  même  / let- 
tres recevront  24  fois  5 ou  120  arrangemens  diffé- 
rent ; &c.  Mais  tous  ces  produits  feront  égaux  & non 
différent  par  le*lemme  précédent. 

Lemme  111.  Un  nombre  rh  de  lettres  prifes  deux  d 

(m— I ) 


deux  y donnera  un  nombre 


■ de  produits  réel- 


lement différent  ; prifes  trois  à trois  un  nombre 

m-{m — i)-(m — i)  , 

—  — J prijes  quatre  a qucurc  un  nom^ 

bre : ! : cr  cunji  de  fuite, 

- - • I . 1 . J . 4 •' 

Puifque  lé  nombre  des  lettres  eft  m , chacune  ne 
pourra' être  multipliée  que  par  les  autres,  dont  le 
nombre  fera-w—  i ; ainfi  le  nombre  total  des  pro- 
duits', ‘ën  prenant  ^es  lettres  deux  à deux,  fera 
m •'  ( ra— 1 )•;  mais  le  nombre  des  produits  Fcelte- 


ment  dilTérens  fera 


m 


(w— 'l). 


1 ^ i' 


j car,  par  exemple  , 


lé  honibre  total  des  produits  dé  trois  lettres  a y b y c 
■prifes  (ifeqx  à-  deux , fera  3-’ X ( 3 i ) — 3“X  z 
-,  puîfqu’on  peut  avoir  aby  ac,  bay  CUy  hc-ÿ  cb\ 


uy  GcîO^Ic 


C A L C U 


'mais, à caufe  à&ab  = buy  deac  = c<ï,  de  bc  — cby  le 
nombre  des  produits  réellement  difFérens,  n’eft  que 
la  moitié  du  nombre  total  des  produits  : donc , &c. 
Pour  avoir  le  nombre  des  produits,  réellement  dif- 
férens,  que  peut  donner  un  nombre  m de  lettres 
prifes  trois  à trois  , il  faut  remarquer  que  chacune 
ne  peut  être  multipliée  que  par  les  produits  des  au- 
tres prifes  deux  à deux  , & que  le  nombre  total  des 
produits  d’un  nombre  m de  lettres  prifes  deux  à 
deux  étant  m • [m—i) , celui  d’un  nombre  m — i 
de  lettres  fera  ( m — j ) • (m  — z ) : donc  le  nom- 
bre total  des  produits  de  ces  lettres  prifes  trois  à 
trois  fera  m • { m — > ) • ( — 2 ) j mais , parce 
^ue  trôis  lettres  a,  b,  c fourniflent  (ix  produits 
égaux  (lemine  précédent  ) le  nombre  trouvé  eft  fix 
fois  trop  grand  î donc  le  nombre  des  produits  réel- 


lement difFérens  fera  • 


(m— i)  • (m— 1) 


Par 


un 


1 ) 

raifonnementfemblable  on  verra  que  le  nombre  to- 
tal des  produits  dé  quatre  lettres  eft  /n  • ( — 1 ) . 

Y m-=-2)  • (/72 — î );  mais  , parce  que  quatre  let- 
tres (lemme  précédent)  donnent  14 produits  égaux, 
le  nombre  des  produits  réellement  difFérens  fera  24 
.fois  plus  petit  que  le  nombre  total  -dçs  produits  j 

1 \ r i)-(m— 5)  ^ , 

donc  il  fera . Un  verra  de 

1 . • . î ; 4 

même  qu’en  prenant  les  lettres  cinq  à cinq , le 
-nombre  des  produits  réellement  difFérens  fefa 

^ failli  de  fuite. 


t»- 


Lemme  ÏV.  Si  on  multiplie  un  nombre  _^uekonque 
m de  binômes  -y  tels  que  x -Ha,  x-4-b,x-Hc, 
t X -4-d,  d’c.  dont  le  premier  terme  fait  le  même  y le  pre- 
mier tertfieldu^  produit  fera  x élevé  à texpofant  m , 

F 1 
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yà/is  autre  coefficient  que  l’ unité  ÿ le  fécond  terme 
contiendra  x élevé  à un  expofant  moindre  d’une  unités 
avec  un  coefficient  égal  à la  fomme  des  féconds  ter-* 
mes  ( par  coefficient  on  entend  ici  tout  ce  qui  mul- 
tiplie une  puiflànce  de  X )ÿ  le  troifiéme  terme  ren- 
fermera X élevé  à un  expofant  moindre  d’une  unité 
que  le  précédent  j avec  un  coefficient  égal  à la  fomme 
des  produits  réellement  différens  que  peuvent  donner 
les  lettres  a,  b , c j &c.  combinées  deux  à deux.  En 
général l' expofant  de  x ira  toujours  en  diminuant  d'une 
unité  jufquau  dernier  terme  dans  lequel  xnefe  trou- 
vera pas  à caufe  x°  = / ( i8  ).  A l’égard  des 
coefficiens  j celui  du  premier  terme  fera  = i , celui 
du  fécond  fera  la  fomme  de  toutes  les  lettres  a,  b,  c , 
&c.  celui  du  troifiéme  la  fomme  des  produits  réelle- 
ment différens  des  mimes  lettres  combinées  deux  à 
deux  y celui  du  quatrième  la  fomme  des  produits  réel- 
lement différens  d^Jettres  a,  b,  c j &c.  prifes  trois 
à trois  & ainji  W fuite  jufqu’a  dernier  terme  qui 
contiendra  feulement  le  produit  de  toutes  les  lettres 
a , b , c , àc.  En  effet  (x-t-tf  ) • (x-+-^  )eft=s 
X*  -\-ax-\-ba  ; (^x a)f  a-\-b)  «(x-f-d)  eft 

f V * 

bx  ■ ' . 

*=  X î Æx»  -4-  abx  H-  àbd  ; & ainfi  des  autres  : 

-\-bx*  -\r  adx 

dx*  -\-bdx  ^ 

» 

donc  en  fiippofant  a = b =s  dy  ce  dernier  produit 
deviendra  x^-\-}ox^  a^  ==  [x d)i  , 

ce  qui  fait  voir  encore  que  les  expofans  de  x vont 
en  diminuant  d’une  unité  d’un  terme  à l’autre  : donc 
fl  la  puiflànce  eft  /n,  c’eft-à-dire , fi  l’on  a(  x-hc)*, 
les  expofans  de  x feront  »z , m — i , m — z , &c. 
Â l’égard  des  coefficiens , ils  feront  i pour  le  pre- 
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mier  terme , 


pour  le  fécond , — 
m-{m  — i)  - (m  — i) 


tn-{m — i) 


pour  le  troilieme, T%i 

le  quatrième , & ainfi  de  fuite.  Cela  fuit  de  ce  que 
nous  venons  de  dire  ; puifque  pour  avoir  le  coeffi- 
cient du  troifiéme  terme , par  exemple , il  faut  pren- 
dre le  nombre  des  produits  réellement  differens 
d’un  nombre  m de  lettres  prifes  deux  à deux  j mais 
en  fuppofant'chacune  des  lettres  égale  à a , chacun 
de  ces  produits  fera  = a*  j d’un  autre  côté  le  nom- 
bre de  ces  produits  eft  ^ Donc  le  coefficient 

f du  troifiéme  terme  fera  - — — a*  j celuiduqua- 


w(m- 


r™  — — 

trieme  fera ■ — î~ï~'j ’ P*'*%*^® 

chaque  produit  de  trois  lettres  eft  dans  ce  cas 
s=  flî  , & ainfi  des  autres.  Donc  la  formule  géné- 
rale du  Binôme  (x -4- a)"  fera  x” -J-  — a:”"'  a -4- 

w(m  — l)  B r r 

-h  SCC.  Lorfque  wi = a , la  fuite 

finit  au  troifiéme  terme  , parce  que  /n  — ^ a = o 
doit  multiplier  tous  les  termes  fuivans  ; en  un  mot 
la  fuite  fii?it,  lorfque  le  nombre  négatif  qui  eft 
joint  à /72  eft  devenu  = m. 

Parce  que  .v”"  ' eft  = — . y»»-3 — i 

-y,  &c.  On  peut  transformer  notre  formule  en  cette 

autre  ;=  ^ , Ix 

, '»•('»  — i) 

■ I...  - 4 ■ Av  r*  -T—  V ^ I T -L  *M  . - 1^  ' / 


JC"  "o!  a 

" — ”f“  &c.  ( i — /n  • — “4- 


F 
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■+■  &c.  ).  De-là  on  tire  la  réglé  fuivante , pour 
avoir  la  puiffance  m du  Binôme  x -+-  a.  Écrivez 
fur  une  première  ligne  les  quandtés 

I m — » m—r^ 


m 


m 


ma  m 

iH -H — 

t X 1 ■ 2. 


(m — i) 


î 

m'{m- 


-!).(« 


I X} 


, &c. 


Et  ayant  écrit  Tunitc  au-deflbus , & à une  place 
plus  avancée  vers  la  gauche  , formez  la  fuite  infé- 
rieure par  cette  loi  \ multipliez  cette  unité  par  le 

premier  terme  de  la  fuite  fupérieure  & par  — 

pour  avoir  le  fécond  terme  de  la  fuite  inférieure  j 
multipliez  ce  fécond  terme  par  le  fécond  de  la  fuite 

d 

fupérieure  & encore  par  — , vous  aurez  le  troifié- 

me  terme  de  la  fuite  inférieure,  & ainfi  de  fuite  ; 
multipliez  enfin  la  fuite  inférieure  par  x'* , & vous 
aurez  la  puilTance  ttz  de  j:  -f-  a , c’eft-à-dire  , que 
vous  aurez  (Ar-hÆ)”.  Si  on  vouloir  avoir  (Arî-f-a*)”, 

au  lieu  démultiplier  par  — on  multiplieroit  par  ^ , 

& enfuite  par  a:*".  Suppofons  qu’on  demande  la 
troifiéme  puilTance  de  Af  -H  a , on  aura  5 , f , { & 

= J & pour 

avoir  la  puilîànçe/n  d’un  trinôme  c-+-^-4-d,on  fera 
c=A^,&^-i-d=aj  fubftiruant  dans  la  formule  les 
valeurs  de  a:  , a*  ,&c.  de  a,  a*,&c.  on  aura  la  puilTance 
cherchée.  La  formule  peut  s’appliquer  à un  polino- 
me  quelconque , en  fuppofant  le  premier  terme  du 
polinome  = j:  & la  fomme  de  tous  les  autres  = a. 
De-là  il  fuit  que  , pour  avoir  la  racine  m 'de  la 
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quantité  à” -H  /72g’**~*^-h  ^ ~ &c. 

U faut  d’abord  prendre  la  racine  m du  premier  ter- 
me 4’” , cette  racine  efta  j l’ayant  écrite  ila  racine , 


O 


l’élevB  a à la  puillance  m , pour  fouftraire  û”  de  la 
quantité  prdpofée  j prenant  enfuite  pour  divifeur 
le  produit  de  l’expofant  m de  la  racine , par  la  puif-, 
fance  m — i du  premier  terme  a de  la  racine , je’ 
divife  le  terme  affeétç  de  par"/n^^^‘  , le  quo- 
tient eft  b que  j’écris  à la  racine  j 'de  forte  que^ 
la  racine  cherchée  eft  « -4-  ^ 

. Lorfque  la  quantité  propofée  peuç^fe  réduire  4 
un  nombre  /n-f- 1 de  termes,  en  pour  un 

feul  terme  cous  ceux  qui  contiennent  la  iaème  puif- 
fance  de  a , & qu’elle  n’en^a  qu’ui^'affefté  de  n”  , 
candis  qu’elle  en  a plufieurs  affeétés  de  , l’on 
peut  trouver  tous  les  termes  de  la  racine  qui  fui  vent 
le  premier  , en  divifant  de  fuite  tous  les  termes  âf-> 
feétés  de  Mais  fi  l’on  ne  peut  pas  réduire  la 
quantité  propofée  ( que  je  fuppofe  tsujours  conte- 
nir un  feul  terme  affeélé  de  û*”  ) à un  nombre  m 
I de  fermes,  on  ordonnera  par  rapport  à la  lettre 
â,  & après  avoir  trouvé  le  premier  terme  d,  on  fouf* 
traira  de  la  quantité  propofée,  & divifant  le  terme 
fuivant  par  mc£”~'  , l’on  écrira  le  quotient  à la  ra-> 
cine.  Elevant  les  déux  premiers  termes  de  cette 
racine  à la  puilfance  nz,  on  fouftraira  le  réfultat  de 
la  quantité  propofée  j on  continiteta  d’opérer  en  dl- 

F 4 


V 
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vjfvit.to^'Qurs  le  terme  fuivant  ( c’eft -à-dire  celui 
qui  contiendra  le  plus  haut  expofant  de  la  lettre  par  < 
r-apport  à laquelle  on  a ordonné  ) par  le  produit  de 
l^pofant  m multiplié  par  la  puiflance  m — i de- 
toute  la  racine  trouvée,  jufqu’à  ce  ^u’il  ne  refte 
rien.  S’il  y avoir  un  refte  qu’on  ne  put  plus  divi— 
fer  , de  la  maniéré  que  nous  venons  dé  le  dire , çe 
feroit  une  marque  que  la  quantité  propofée  n’eftpas 
une  puiftance  parfaite  , dont  on  puilTé  extraire  là 
racine  exaé^e  demandée. 

Si  l’on  vouloir  avoir  la  racine  m d’un  nombre^, 
on  le  partageroit  en  tranches  d’un  nombre  m de 
chiffres  chacune , excepté  la  première  tranche  de 
la  gauche , qui  fouvent  en  contiendra  moins*.  Pre- 
nant enfnite  la  racine  m de  cette  première  rranche,' 
on  l’écrira  à la  racine  ; on  élevera  cette  racine  à la 
puiflance  m , pour  fouftraife  le  réfultat  de  la  pre“|^ 
miere  tranche.  Abaüffant  enfuite  la  fécondé  tran- 
che à côoé^^ji&' refte,  on  prendra  pour  divifeur  lé 
produit  de  l’«x|ofant  m par  la  puiflance  m — i de', 
la  racine  rronveé  , on  divifera  par  cette  quantité  le 
premier  chiffre  de  la  tranche  abaiflce  joint  au 
refte  s’il  y en  a : on  écrira  le  quotient  à la  racine  ; 
élevant  enfuite  à la  puiflance  m toute  la  racine  trou- 
vée , on  verra  s'il  eft  poffible  de  retrancher  le  ré- 
fultat des  deux  premières  tranches  ; dans  ce  cas  , le 
quotient  trouvé  eft  bon  , finon  il  faut  le  diminuer 
jufqu’à  ce  que,^la  fouftraélion  foit poffible.  On  con- 
tinuera de  même  en  prenant  pour  divifeur  le  pro- 
duit de  m par  la  puiflance  m — i de  toute  la  racine 
déjà  trouvée  & pour  dividende  le  premier  chiffre 
de  la  nouvelle  tranche  abaiflée  , joint  au  refte  s’il  y 

* On  fuppofè  que  le  nombre  eft  aflêz  grand  ppur  permettre 
ce  partage.  , , . ’ . 
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en  a.  Si,  après  avoir  opéré  fur  toutes  les  tranches  , 
il  y a un  dernier  refte , on  pourra  continuer  Topé-' 
ration  par  le  moyen  des  décimales , en  ajoutant  au-' 
tant  de  fois  un  nombre  m de  0 , qu’on  veut  avoir 
de  décimales.  Ce  ^ue  nous  venons  de  dire  n’a  au- 
cune difficulté,  apres  ce  que  nous  avons  déjà  dit  fur 
les  racines  quarrees  & cubiques  des  nombres. 

La  formule  du  binôme  fert  encore  lôrfque  m eft  un 
nombre  fractionnaire pofitif  q\x  négatif , ou  bien  en- 
core un  nombre  entier  négatif  Pour 'le  prouver/ 

mettons  d’abord  ~ ^ la  place  de  /n  & notre  formulé 
{x  -f- a)  deviendra  (x-4-<z);  =:  [i  H h ' 

fit  fit  * tt^  ^ ^ 

— • ( — — I ) . • — &c.j.  Suppofons  que  la  fom-^ 


me  de  tous  les  termes  de  la  férié,  excepté  le  premier, 
loit  égale  à p pour*  avoir  p 1 X'^ 

tn  > ■ ® CL^  " ■*  , • m 

( ^ I ) — • &c.  Aiufi  Ion  aura  (x-{^d)n  ==  xTi 

n'x’- 


X ( i-^p  ).  Elevant  les  deux  quantités  à la  puiflànce 
a.  ce  qui  fe  - fait  en  multipliant  leur  expofant  par  • 
” ( } ^ ) > & faifant  attention  que  l’expofant_  de 
Lrh/  eft  i (car  r =5?(ii  -^p^^  ) , on  aura- 

^ m TM  ''i»  ^ » 

(x-f-a)  • =(**-4-a)  =.v  (i  -+-;?)  :=  X'  (i  -f-/);-  . 
“ “ m ‘ (m  — i) 


or(x-(r*a)  (1-4- /n^ 


I * t 


De  mêmex**  eû  = x”  ( 1 -\^np-jr 


- &c.  ). 
■(/»— t) 


X p^  -f-&c.),*  parce  que  les  puiffânees  n,  « — i,&é. 
de  I font  =ï  f . Si  dans  cette  derniere  quantité  on 
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fubftiwe  tes  .valeurs  de  p & de.^^. , en  fe  bornant 
( pour  fimplifter  ) aux  termes  qui  ne  paffent  pas  le 
q\tarré , on  aura 

m m m ' . - - 

■ P 1 ( -1  ) 


P ~ r -t-  &c- 

— I ) ; 

donc  i-^np-\ ; — L _j_  . 

J ■ ■ a m.-{m — n)  a>  . • 

oeviendra  I -+-/«>  “H [-  Scc, 

X 1 « 

. ■ , ('?  — i) 

T H-  «c. 

« 1 x’-  . 

Or  le  multiplicateur  de  — fe  réduit  à m (--H 


m • n — m 


.■  , m-n  — n.  m • (m — i )r 

) ~.®  ( — ’)=^  


continuant , on  trouveroit  que  le  multiplicateur  de 
— fe  réduit  a ^ ^ , & ainfi 

fuitejdonc(i4-p)”eft=  -f" - . — 

, : • X I • i ■ . 

^ -t  tt  - t , . i • » I * - .».  • / 

-f-  &c.  donc  x*  ’(  I )”  ==  •x'"  ( I -f-  /n  ^ 


m • [m  — I ) 


f’V  - ^ -I-.  Qcc.  ) eft  = (x  -H  fl)"  : dohcJ 

prenvit  la  racine  n-de  ces  deux  quantités  égales, 

' T - - >»  » a.  J 

on  aura  (x-Ha)»  =r  x»  ( i m — --f-  &c.  )* 

**  7n  A 

-1 ( 1)‘- — h&c.l  .Donc  la  formule  auta 

■ * « ■*  X*-  •*  c V ' ; 
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Uea,lorfqaerexpofant  fera  un  nombre  fradionnaire 
pofitifi  U en  fera  de  même  fi  l’expofant  eft  un  nom- 
bre fractionnaire  ncgacif ,c  eft- à -dire, 

_ ^ ffi 

qu’on  aura  ( x -4-  <z  ) » = x » ( ï ~~  — X 

_f — I-  &c.) , quantité  que 'nous  fuppofons  =S,  ce  qui 

X 

donnera  S = " c= — î — ^ * ; or  S s=s 

' ‘ (x+a)T  ■ ’ 

(a:-+>Æ)-  » étant  multipliée  par  [x-\-a)  » doit  évi- 

demment donner  i j multiplions  donc  S , ou  fa  va- 

- m M m 

leur  fuppofce  x »[i^ — — ’ ~ ~ ^ 

( — H-  I ) • &c.  1 par  ( x-{-  a c’eft-^ 


...  ÜL  r , m a w m 

-dire,  par  x • \ i -+-  — v — -r*  — • ( i } 

L i.  n X n n 


— -h  &c.  ] j & nous  bornant,  pour  iimplifier,  aux 
termes  qui  ne  paflent  pas  le  quarré  , nous  aurons 

*ÎL„  ma  m 

* F I — — . - — • ( — — I ) &C. 


X» 


m a 

— . — 

n X 


H •( — 

B ' n h jf» 


* Voyez  la  note  du  N°.  »8. 
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Si  nous  cônfidérons  attentivement  ce  téfultat , nous 

trouverons  que  le  multiplicateur  de— eft=oj 

il  en  eft  de  même  de  celui  de— j &enpouflantpIus 

loin  le  calcul,  on  verra  facilement  que  tous  les 

coefficiens  des  puillànces  ultérieures  de  — fe  ré- 

duifent  à-  o : donc  le  produit  que  nous  venons  de 
trouver  , eft  = ;e.°  X i = i : donc  la  formule 
réuftit  encore  , lorfque  l’expofant  eft  un  nombre 

fraérionnaire  négatif  — —.Si  l’on  fuppofe  le  dé- 
nominateur n — I , l’expofant  deviendra  = — m 
c’eft-à-dire , que  la  formule  a encore  lieu  , lorfque 
l’expofant  eft  un  nombre  entier  négatif.  ' 

De  ce  que'  nous  venons  de  dire  , il  fuit  que 
la  puiffànce  m du  binôme  a-H  3eft(a-+-^ )"=. 
( a-+-  hY  —■  cT  md^'b  -i-  &c.  ::=  a**  ( i -H 

• — -4-  &c.  ) , m étant  un  nombre  quelconque 

pofitifou  négatif,  entier  ou  fradionnaire. 

Problème.  Extreûre  la  racine  cubique  du  nom- 
bre, looi,  Je  partage  ce  nombre  en  deux  parties 
telles  , que  la  première  foit  le  plus  grand  cube 
contenu  dans  looi  , c’eft  ici  looo,  cube  de  lo, 
l'autre  partie  fera  = i ; faifant  enfuite  i ooo  s=  x 

& aï=i,  m ===f,  l’aurai  (x-t-a)*  =?=  (looo 

2 ‘ ? 

= (looo)  ’ -+--|(iooo)  * — 5 (1000) 
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( looo  ) ’ — - &C.  *=is:io[  1 + 7 (O'OOl) 
— &c.  ] Mais  quoique  ce  ne  foit  qu’en  prenant  une 
iniînitc  de  termes  qu’on  peut  avoir  dans  cet  exemple 
la  racine  exaûe  cherchée  ; cependant  il  eft  aifé  de 
voir  que  les  termes  de  la  férié  décroiflènt  fi  rapide- 
ment qu’on  peut  fans  erreur  fenfible  fe  contenter 
des  quatre  premiers  , ôc  dans  les  cas  femblables  * 
l’approximation  fera  d’autant  plus  prompte  , que 
la  première  partie  du  nombre  ou  de  la  quan- 
tité algébrique , dont  on  veut  avoir  la  racine,  fera 
■ ' ^ 1 
plus  grande  par  rapport  à l’autre.  En  effet  (a+i)  eft 

* if 

*=«■»(  I -4-  i — + &c.)i  or  les  ter- 

mes de  cette  fuite  diminuent  d’autant  plus  rapide- 
ment que  a eft  plus  grand  que  b.  Les  fuites,  dont 
les  termes  vont  en  diminuant , s’appellent  conver- 
gentes : celles  au  contraire,  dont  les  termes  vont  en 
en  augmentant,  font  nommées  divergentes,  telle  fe- 

roit  (enfuppofanta-^^jlafériei  + ~ ^ 

Si  on  vouloit  prendre  la  racine  quarrée  de  a , on 
en  chercheroit  une  racine  approchée , en  fuppxa- 
.fant , par  exemple  , cette  racine  = i -h}  = -L  , 
dont  le  quarré  ^ eft  plus  petit  que  i d’un  7^^.  C*eft 
pourquoi  on  feroit  4 = ^,  & 

fubftituant  ces  valeurs  dans  (a+3)"*=a“ 

+ — cT~^b'‘  &c.  l’on  auroic  facilement  la 

1 • X ' 

racine  cherchée  très -approchée  de  a. 

• *»— ' « eft  ici  =*"  ‘ X — *=-(1000)’ 

= (1000)  »-=- — ®.®ï. 

(xooo)^ 
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DES  RAISONS  ET  PROPORTIONS. 

40.  Un  rapport , ou  une  raifort , eft  la  maniéré 
d erre  d’une  grandeur  par  rapport  à une  autre  gran- 
.deur  de  meme  efpece  ( car  on  ne  peut  pas  compa- 
•rer  des  quantités  hétérogènes , ou  d’efpece  diffé- 
• xente , comme  2 heures  & } toifes  ).  Si  l’on  com- 
.pare  deux  grandeurs  6 &c  1 pour  en  connoître  la 
différence.  Ta  raifon  eft  appellée  raifort  arithrrtétique\ 
mais  lî  on  cherche  comoien  de  fois  la  première 
grandeur  6 contient  la  fécondé  2 , le  rapport  eft 
impellé  géométrique.  La  première  de  deux  gran- 
deurs que  l’on  compare , s’appelle  V arttécédertt , & 
la  fécondé  le  cortféquent  de  la  raifon.  Il  eft  aifé  de 
voir  que  la  valeur  de  la  raifon  géométrique  fe  trouve 
en  divifant  l’antécédent  par  le  conféquent  ; puif- 
que  c’eftpar  la  divifion  que  l’on  trouve  combien  de 
fois  une  grandeur 'contient  l’autre.  On  pourroit 
® prendre  pour  valeur  de  la  raifon  géométrique  le 

quotient  du  conféquent  divifé  par  l’antéccdent  : 
ainfî  que  le  font  quelques  Géomètres  j mais  il  nous 
paroît  bien  plus  commode  de  prendre  pour  la  valeur 
de  cene  raiibn,  le  quotient  de  l’antécédent- divifé 
par  le  conféquent.  La  valeur  de  la  raifon  arithmé- 
tique doit  fe  trouver  par  la  fouftraétion opération 
par  laquelle  oft  trouve  la  différence  de  deux  quan- 
tités. Quand  ori  parle  d’une  raifon  , fans  la  fpéci- 
fier,  on  entend. toujours  parler  de  la  géométrique. 

De  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  fuit  que  la  rai- 
fon de  2_e_ft  = ^ = 3,  c’eft-à-dire,  que  le  quo- 
tient 3, qu’on  appelle  encore  l'expôfantdc  la  raifon  , 
indique  la  maniéré  dont  l’antécédent  contient  le 
conféquent.  On  peut  donc  exprimer  une  raifon  géo- 
métrique par  une  fraébion , dont  le  numérateur  foit 
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l’antécédent,  & le  dénominatearle^conféquent  :d6 
lotte*  que  la  raifon  de  û à ^ s’expnme  ainfî  , ou 


bien  encore  de  cette  maniéré  a\b\  mais  la  raifon 
arithmétique  àe  a kb  s’exprime  ainlî  a • b. 

On  appelle  proportion  î’égalité  de  i raifons  ; la 
proportion  eft  géométrique  , lî  ces  raifons  font  géo- 
métriques : elle  eft  arithmétique , fi  les  a raifons 
égales  font  arithmétiques.  Les  raifons  : i y 

étant  égales,  formeront  une  proportion  géométri- 
que ( en  parlant  d’une  proportion  , fans  fpécifier 
laquelle,  on  entend  toujours  parler  de  la  géométri- 
que ) qu’on  exprime  ainfi  ii  : 4 : 2 , ou 

bien  de  cette  autre  maniéré  ~ = Les  deuxrai- 
■Ibns  arithmétiques  égales  7 • 2 , <>  • i donnent  une 
proportion  arithmétique , qu’on  écrit  ainfi  7*2: 
<j  • I . Pour  exprimer  dans  le  difeours  la  propor- 
tion a\  b \ \ c \ d \ on  dit  a eft  à b,  comme  c eft  d 
d J mais , pour  exprimer  la  proportion  arithméti- 
que g • /,;  P • /n  , on  dit|^  eft  à / arithmétique- 
ment , comme  eft  à m.  Le  premier  & le  dernier 
terme  d’une  proportion  s’appellent  les  extrêmes  ^ le 
fécond  & le  troiïiérnè  s’appellent  les  moyens.  Si  les 
deux  moyens  font  les  memes , comme  dans  la  pro- 
portion 12  : <j  6 : J , la  proportion  eft  dite 
continue  , on  l’exprime  ainfi  -^12:6:3.  Si  la 
proportion  continue  a plus  de  trôis  termes,  elle  prend 
le  nom  de  progrejjion  : telle  eft  la  fuite  i ^ ; 8 : 4 î 

‘2  ; I , qui  donne  une  progreflion  géométrique  , ou 
bien  la  fuite  i2-io-8-6*4-2*o,  qui  forme 
une  progreflion  arithmétique.  La  raifon  s’appelle 
double  , lorfque  l’antécédent  contient  deux  fois  le 
cônféquent  ; triple  , s’iMe  contient  trois  fois  ; &c. 
fous-doi^Ujfous^triple  y &c.  Si  l’antécédent  ne  con* 
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tient  que  la  moitié  , ou  le  tiers^  &c.  du  conféquentj 
fefquialtere  , lorfque  l’antécédent  contient  une 
fois  & demi  le  conféquent  , telle  eft  la  raifort 
de  (>  : 4 ; raifon  légalité  fi  l’antécédent  eft  égal , 
raifon  ^inégalité  fi  l’antécédent  n’eft  pas  égal  au 
conféquent.  On  dit  que  trois  nombres  6 ^ 4.  ^ ^ font 
en  proportion  harmonique^  lorfque  le  premier  eft  au 
troiliéme  comme  la  différence  du  premier  au  fé- 
cond à la  différence  du  fecond^u  troiliéme,*  de  ma- 
niéré que  l’on  ait  (»  : 3 6 — 4:4  — 3 > ou 

^ ; 3 1 : I. 

Lemme.  Le  produit^  du  conféquent  d'une  raifon 
par  Vexpofant  de  la  raifon  , ejl  égal  à l'antécédent. 

' Car  l’antécédent  eft  le  dividende  , le  conféquent  le 
divifeur  & l’expofantle  or  le  produit  du 

divifeur  par  le  quotient  eft  toujours  égal  au  divi- 
dende : donc,  icc. 

Corollaire.  Si  la  raifon eft  on  aura  u 

s=  Aa  ; de  même  fi  = a , l’on  aura  c—dq. 
d 

41.  Théorème  I.  Fondamental.  Dans  toute 
proportion  géométriques.  :b;ic:d,/e  produit  des 
extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens.  Soit  la  rai- 
fon = -^=^:  donc  par  le  corollaire  précédente 

^bq  y Scc  — dq:  donc  en  mettant  dans  la  propor- 
tion précédente  bq  ih.  place  de  a S>c.  dq  à la  place 
de  c on  aura  la  proportion  bq  \ b \\  dq\  d,  dans 
laquelle  le  produit  des  extrêmes  bqd  c=  bdq  , pro- 
duit dés  moyens  ; de  même  dans  la  proportion  6 
:j  :;8;4ona<îx  4 = 3 X 8=24. 

41.  Théorème  11.  Si  quatre  grandeurs  ap , a,  bp  , 
b , font  telles  que  le  produit  des  extrêmes  ap.  b fait 

égal 
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égal  au  produit  des  deux  moyennes  a • bp , ces  qua-‘ 
tre  grandeurs  feront  proportionnelles.  Car  a p y.  b 

- ■ ap  bp 

eft  = a X ip,  on  ~ y 0\i  ap  : a H , 

bp  \ b \ pùifque  l’expofant  de  la  preniiere  raifon 
eft  = /»  , auHî-bien  que  celiii  de  la  fecondei 
Corollaire.  Donc  , lî  on  a 'deux  produits 
égaux , tels  què  adb  = abd , les  racines  de  Vu»  des 
produits  ( on  entend  ici  , par  racines , les  quantités 
de  la  multiplication  defquelles  réfulte  le  produit  ) 
feront  leS  extrêmes  d’une  proportion  , dont  les  ra-  . . 
cines  de  l’autre  produit  feront  les  moyens , où  ce 
qui  revient  au  même,  les  racines  de  l’un  des  produits 
feront  réciproques  à celle  de  l’autte  , c’èft-à-dire  ^ 
que  l’on  aura  ad  racine  du  premier  produit,  eft  à a 
racine  du  fécond , comme  bd , autre  racine  du  fe-r 
cond  , eft  à é , fécondé  racine  du  prender  produit.  ' , 
On  dit  que  deux  quantités  font  réciproquement 
comme  deux  autres  quantités  , oü  font  en  ràifon 
inverfe  des  deux  autres , lorfque  , *ppur  trouver  la 
proportion  , il  faut  renverfer  l’ordre  des  deux  der- 
nières, ou  celui  des  deuk  premières.  Ainfi  6 Sc  j font 
en  raifon  inverfe  de  i & a : car  , pour  faire  la  pro- 
portion, en  lailTànt  les  premières  quantités  dans  l’état 
qu’elles  font,  il  faut,  au  lieu  de  la  raifon  de  i la, 
prendre  celle  de  i : r , en  difahtiî  : 3 il  i : i. 

CôRÔLLAiitE.  Il  fuit  du  premier  théorème  qoe, 
dans  une  proportidn  continue  ~ a \ h t c,  le  pro- 
duit des  extrêmes  eft  égal  au  quârré  du  ijioyen  ter- 
me , c’eft-àdire  , que  ac  = En  effet  la  propor- 
tion précédente  efl:  la  même  que  celle-ci  a t b\\b'.c’y 
or  ( 4 1 ) ‘eft  ; donc  &c.  De  même  dans  la 
proportion  continue  -êf  18  : <î  : a , du  a i S X l 
= J 5 = tî  X 3 

Tome  i.  G 
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Corollaire.  Si  l’on  a la  proportions  \ b \\c  l dy 
on  pourra  mültiplier  oudivifer  par  une  même  tj^iun- 
tité  , les  conféquens  ou  les  antecédens,ou  même  les 
2 termes  de  la  première  ou  de  la  fécondé  raifon , fans 
détruire  la  proportion,  je  veux  dire,  fans  qu’on cefle 
d’avoir  une  proportion  ; car  les  raifons  de  la  propor- 
tion qui  rémltera  de  ces  opérations , ne  feront  pas 
toujourségales  à celle  delà  première  proportion.  Si 
donc  on  a la  proportion  a \ b \\  c \ d yon  aura 

I.  am'.b  ::  cm\d  ■^:by,  — \d>W 

m m 

W.  am  \bm  \\  c \ d a \ bm\\  c \ dm  • Y 

III.  — : — c : d a : — c : — • VI 

mm  mm 

car  dans  toutes  ces  proportions  le  produit  des  ex- 
trêmes eft  égal  au  produit  des  moyens.  En  effet , 
pour  la  première  , fécondé  & cinquième  on  a adm 

t ad  cb  1 ft 

s=  bcm  y Sc  pour  les  autres  — = — j or  cela  elt 

évident,  car  , puifque  a'.b  ;;  c ! d-,  on  a ad^=s.bc  : 

ad  cb 

donc  sè  X m — bc  X rriy  & — = — . 

Corollaire.  Donc  fi  l’on  a la  proportion  a ; b 
c d y on  pourra  faire  les  changemens  fuivans, 
fans  qu’il  ceffe  d’y  avoir  proportion  ; c’eft-à-dire  , 
que  h l’on  a la  proportion  a \ b \\  c \ d y on  aura 


Alternando, 
Invertendo.  , 

Componendo. 


a I c b l d 

b : a\:  d:  c 

û.  —H  b \ b W c d \ d 

a-^a'.h  \\  C’^c  \ d 

s : a -i-é  :î  c : c-\~d 
alb-^rh  c : d-f- d 
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Dlvidendo  , 
ou 

Subtrahendo, 


^a—~b\b  :î  c d \ d 
a\  a-^b  \’i  c \ c — d 


En  effet  dans  Ces  proportions  le  produit  des  extrê- 
mes eft  égal  à celui  des  moyens , ainfi  que  nous  le 
Verrons  bientôt.  11  eft  bon  de  retenir  le  nom  de 
ces  changemens. 

Il  eft  facile  de  voir  que  le  changement  appelle 
alternando  confifte  à faire  changer  de  place  aux 
moyens  ; mais  dans  le  changement  invertendo  on 
met  les  antécédens  à la  place  des  confcquens.  Dans 
le  changement  componendo  on  compare  la  fomme 
de  l’antécédent  & du  conféquent  de  chaque  raifon  à 
Ibn  conféquent , ou  l’antécédent  à cette  même  fom- 
me , ou  bien  on  double  les  antécédens  ou  les  con- 
féquens.  J’appelle  dividendo  ou  fubtrçihendo  le  chan- 
gement dans  lequel  on  compare  la  différence  de  l’an- 
técédent & du  conféquent  au  conféquent , ou  bien 
dans  lequel  on  compare  l’antécédent  à la  différence 
dont  on  vient  de  parler. 

Ces  changemens  ne  décruifent  pas  la  proportion, 
parce  que  le  produit  des  extrêmes  refte  toujours 
égal  à celui  des  moyens  ; en  effet  la  proportion  a : 
b ; ; c ‘ d donne  ad  =:bc  y *&  la  proportion  du 
changement  alternando  donne  ad~cb  \ or  il  eft 
vifible  que  bc  = c^jmais  la  proportion  du  change- 
' ment  invertendo  donne  bc  = ad.  La  première  pro- 
portion du  changement  componendo  donne  ad  -\-bd 
= bc-\^  bd  y en  égalant  le  produit  des  extrêmes  à 
celui  des  moyens  ; maif  W ^bdSc  ad-=i^bc'.  donc 
ces  deux  produits  font  auffi  égaux.  La  troifiéme  pro- 
portion du  même  changement  doit  donner  ac-^ad 
=;  ûc  -h  bc'yOi  cela  eft  évident,  parce  que  ad^bc. 

G a 
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La  fécondé  & la  quatrième  doivent  donner  lad  = 
ibc'f  ce  qui  eft  encore  évident ,.puifque  ad=  bc. 
La  première  proportion  du  changement  dividendo 
doit  donner , u elle  eft  vraie , ad  — bd=bc  — bd. 
. Mais  puifque  ad~bc , ces  produits  font  évidem- 
ment égaux.  La  fécondé  proportion  du  même 
«hangement  doit  donner  ac  — ad  -=^  ac  — bc  \ 
or  ces  produits  font  égaux  , ^uifqu’on  ne  fait 
que  retrancher  deux  quantités  égalés  ad  & bc  de 
la  même  quantité  ac  : donc  ces  changemens  ne- 
détruifent  pas  la  proportion.  Cependant , lî  l’on  a la 
proportion  24  : iz  ;i  3 , le  changement  al- 
ternando  donnera  24  ; 6 la  I j qui  eft  dif- 
férente de  la  première  , puifque  la  raifon  de  24 
; 6 eft  — 4 , & que  celle  de  24  : 1 2 eft  feule- 
ment = 2.  Ainfi  les  changemens  dont  on  vient 
de  parler  peuvent  changer  une  proportion  en  une 
autre  j mais  il  reftera  toujours  une  proportion. 

43.  Théoreme  III.  Si  deux jracHons  , — ont 

0 d 

un  même  numérateur  6*  diffe'rens  dénominateurs  , 
elles  feront  en  raifon  inverfe  de  leurs  dénominateurs  ^ 
c‘eft-à-dire  j que  la  première  fera  à la  fécondé  j com- 
me le  dénominateur  de  la  fécondé  à celui  de  la  première^ 
*a  a 

de  forte  que  Von  aura--  : — d b.  Cette  propor- 
b d 

tion  eft' vraie  ; car  le  produit  des  extrêmes  -çt=.a, 

eft  égal  à celui  des  moyens  — = a. 

Si  les  dénominateurs  étdîent  les  mêmes  & les  nu- 
mérateurs différens,  les  fraétions  feroient  entre 

elles  comme  leurs  numérateurs  j car  aTcj 
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piiifque  le  produit  des  extrêmes  — eft  = — 
produit  des  moyen# 

Corollaire.  Donc  les  fraéHoi^  font  en.  raifon 
inverfe  des  dénominateurs  & en  raifon  direéte  des 
numérateurs. 

Corollaire.  Donc  deux  grandeurs  en  raifon 
réciproque  l’une  de  l’autre , c’eft-à-dire , dont  l’une 
croît  dans  le  même  rapport  que  l’autre  décroît , 
peuvent  fe  mettre  en  railon  directe , en  les  mettant 
au  dénominateur  d’une  fraétion  , dont  l’unité  fe- 

toit  le  numérateur  : ainfî  — : : 3 ; a. 

a b 

Avamt  de  paffer  plus  loin , nous  allons  expliquer 
ce  qu’on  entend  par  une  raifon  compofée.  Une  rai- 
fon compofée  eft  celle  qui  réfulte  de  la  multiplica- 
tion de  plufieurs  raifons,  antécédent  par  antécé- 
dent 5c  conféquent  par  conféquent  : ainfi  ^ eft 

une  raifon  co/Tzpq/èe  des  deux  raifons  y , En  effet 

foie  ~ = q ^ =sp  J donc  (40)  a:=bq  , c—dp  : 
ainfi  en  fubftituant  ces  valeurs  à la  place  de  5c  de 
c , on  aura  ^ = pq^  produit  des  deux  rai- 

fons j de  forte  que  fi  ^=^z=q^  Ion  aura  ^ = ‘ 

q'-.  Lorfqu’il  y a deux  raifons  compofantes  égales  , 
k raifon  compofée  eft  dite  doublée  j triplée  s’il  y a 
trois  raifons  compofantes  égales  ^ quadruplée  3,  quin- 
tuplée y fextuplée,  ôcc.  s’il  y a quatre,  cinq,  fix. 
Sec.  raifons  compofantes  égales. 

CoROüAiRE.  Donc  les  quartés  font  en  raifon 

' G, 
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doublée  & les  cubes  en  raifon  triplée  des  racines  ; 
car  la  raifon  ^ eft  = - X y ^ _ X y X -, 

44. Théorem». IV. l’on  multiplie,ou  fi l ondivi^ 
fie  les  termes  d‘ une  proportion  par  les  termes  correfpon- 
. dans  d’une  autre  proportion  y c’ejl-à-dire , le  premier 
de  l'une  par  le  premier  de  l'autre  y le  fécond  par  le 
fécond  & ainfi  de  fuite  y les  produits  & les  quotiens 
feront  en  proportion.  Soient  les  proportions  qu’on 
voit  ici.  Je  dis  que  l’on  a ’ h " c * d 
aura  les  deux  autres 
proportions  qu’on  voit  ^ \ h \\  m \ n 
au-delTbus  des  premiè- 
res ; en  effet  le  produit  \ oh  cm  \ dn, 
des  extrêmes  dans  ces  ^ ^ 

deux  dernieres  propor-  — \ jj-L.»  — . 

rions  eft  égal  au  produit  ë h m n 
des  moyens.  Pour  le  faire  voir  , je  dis  d’abord  que 
adgn  = behm , ce  qui  eft  évident  ; cailla  première 
proportion  donne  ad  = bc  y & la  fécondé  donne 
gn  = hm  ; donc  en  multipliant  les  quantités  égales^ 
ad,  bc  l’une  par  gn  , l’autre  par  hm , on  aura  adgn 

= behm.  En  fécond  lieu,  le  dis  que  — ■=  ce 

^ gn  hm 

qui  faute  aux  yeux,  puifqu’on  ne  fait  que  divifer 
des  quantités  égales  par  des  quantités  égales. 

. Si  on  avoit  plus  de  deux  proportions  & qu’on  les 
multipliât  terme  à terme  , les  produits  feroient  en- 
core en  proportion  ; car  on  trouveroit  toujours  que 
le  produit  des  extrêmes  eft  égal  à celui  des  moyens. 

4j.  Théorème  V.  Dans  une  fuite  de  raifons 
égales  y la  fomme  des  antéxédens  efi  à celle  des  con- 
féquens  y comme  un  feul  antécédent  ejl  à fon  confé- 
quent.  Soit  la  fuite  des  taifôns  égales  a \ b \\  c \ 
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d II  g l f y on  aura  la  fomme  des  antécédens  a -+• 
c-\-g  à celle  desconféquens  b-\-d-\-f  comme  a : by 
c’eft-à  - dire  a-\-c-\-glb-\-d~\-f  il  a \ b\ 
car  le  produit  des  extrêmes  ab-\-bc-\-  bg  eft  = ab 
ad afy  produit  des  moj^s  ; ce  qu’on  verra 
aifêment,  en  faifant attention, *ue la  proportion  al 
b : : clé  donne  ad  z=:  bc  y 6c  que  la  proportion 
al  b II  g l f donne*  af  —bg\  de  forte  que  les 
deux  produits  font  compofés  de  quantités  égales. 

4^.  Théorème  VI.  Si  trois  quantités  a , b , 

c , font  tellement  proportionnelles  à autant  £ autres 

d,  (y  g,  quon  air  a : b d : f,  6*  b : c ::  f : g, 
je  dis  que  l'on  aura  a : c ; : d : g.  Car  la  première 
proportion  donne  af'=bd  6c  la  fécondé  donne  bg 
= cf  : donc  af  l bd  il  cf  l bg  \ ainli,  en  divifanc 
les  antécédens  par/,  & les  conféquens  par  b , on 
aura  a l d II  c l g y 6c  alternando  a l c II  d l g\ 
c’ieft  ce  qu’on  appelle  conclure  par  proportion  or- 
donnée. Si  a I b II  f l g 6c  b l c II  d l fy  on  aura 
ag  ==bf  6c  bf  = cd  y 6c  par  conféquent  ag  = cd-, 
donc  al  c II  d l g (41),  c'ejl  ce  quon  appelle  cori> 
dure  par  proportion  troublée. 

47.  Théorème  VII.  Les  puijfances  quelconques 
des  grandeurs  proportionnelles  font  elles-mêmes  pro- 


portionnelles. 

Suppofons  qu’on  ait 
on  aura  les  proportions 
qu’on  voit  ici , en  fup- 
pofant  même  que  m eft 


une  fraéfcidn  \ car  puif-  a"  : b' 
que  a I b II  c l dy  on  doit  ai 


c : dy 


: b^  Il  c»  : d^ 

if-  a"  : b”  ::  c*  : d-* 
on  doit  avoir  ad=  bc  \ donc 


crd”  = b c*  j donc , &c. 


48.  Problème.  Trouver  une  moyenne  proportion- 
nelle X entre  deux  grandeurs  a ^ b , die  forte  que  Con 

G 4 
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ait  z'.x  ;;  x ; b.  On  aura  donc  <ï3  = xa;^  en 
prenant  la  racine  quarrée,  ^ ab  = x , c’eft-à  dire, 
que  la  racine  quarrée  du  produit  de  deux  gran- 
deurs eft  moyenne  proportionnelle  entre  ces  gran- 
deurs. Si  a = 1 = 8 , on  aura  je  = \/  i x 8 

49.  Problème.  Trouver  terme  d'une  fropor- 
fion  J dont  on  connaît  les  trois  autres.  Soit  la  pro- 
portion a \ b \\  c \ x^  dans  laquelle  on  connoît 
les  trois  premiers  termes.  Pour  avoir  la  valeur  du 
quatrième  x ^ je  remarque  que  le  produit  des  extrê- 
mes ax  eft  = Ac  , produit  des  moyens  : donc  en  di- 
vifant  ces  deux  produits  égaux  par  la  même  qtfen- 
. , . ax  he  ^ n \ 

tité  a , j aurai  — =. — , ou  x = — , c eft-’a-dire, 
a a a • 

que  le  quatrième  terme  d’une  proportion  eft  égal 
au  produit  des  moyens  divifé  par  le  premier  extrê- 
me. Si  ^ f , c’eft-à-dire , fi  la  proportion  eft  con- 

tinue , on  aura  x — -^:  donc  pour  avoiç  le  troifiér 

me  terme  d’une  proportion  continue  , on  divifera 
le  quarré  du  moyen  terme  par  le  premier  extrême. 

Si  le  terme  x cherché  étoit  un  des  moyens  , 
fî  l’on  avoir , par  exemple  , a \ b \\  x d^  on  au- 
roit^d  = bx;  Sc  en  divifant  de  part  & d’autre  par 

b l’on  trouveroit  *•  = -y  , ç’eft-à-dire  , que  le 

moyen  cherché  ferolt  égal  au  produit  des  extrêmes  , 
divifé  par  le  moyen  connu. 

Remarque.  Lqrfqu’on  a une  fradion  y , on 

peut  toujours  faire  une  proportion  , en  prenant 
pour  premier  extrême  le  dénominaftur  de  la  frac- 
tion , & pour  moyens  les  fadeurs  du  numéra-' 
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teur  : car  b l a y,  d ‘ = x.  De  même  de  la 

b 

fradion  ^ ^ l’on  tire  z : 3 z : 7 = 3.  La 

fradion  ^ ^ donne  z : i ; ; i : 

Le  pro^ême  qu’on  vient  de  réfoudre , renferme 
la  réglé  de  trois,  qu’on  appelle  aufli  réglé  d'or,  i 
caufe  de  fa  grande  utilité  : c’eft  la  méthode  de  trou- 
ver un  terme  d’une  proportion  dont  on  connoît  les 
trois  autres. 

Exemple.  Trente  Grenadiers  ont  fait  Z4  toifes 
de  tranchée , combien  en  feront  5 o Grenadiers  dans 
un  tems  égal.  Il  eft  évident  que,  plus  il  y a d’hom- 
mes, plus  ils  doivent  faire  d’ouvrage  dans  le  même 
rems  ; ainfi  l’on  doit  dire  30  Grenadiers  font  à 50 
Grenadiers,  comme  les  Z4  toifes  faites  par  les  pre- 
miers , au  nombre  de  toifes  que  feront  les  derniers 
dans  le  même  tems;  ou  30*  : 50^  24'  : x‘  : 

donc  il  faut,  pour  avoir  la  valeur  de  multiplier 
50  par  24,  & divifer  le  produit  i zoo  par  30  , pour 
avoir  x = = 40  -,  c’eft-à-dire  , que  dans  le 

le  même  tems  , ou  dans  un  tems  égal,  50  Grena- 
diers feront  40  toifes.  de  tranchée , en  fuppofant 
que  30  en  ont  fait  24. 

Lorfque  les  termes  homogènes  , c’eft-à-dire , de 
même  efpecedans  la  première  raifon,  fohtentr’eux 
comme  ceux  de  la  fécondé  & qu’il  n’y  a que  trois 
termes  de  connus  , la  réglé  de  trbis  s’appelle  direSe 
Jimple  3 s’il  y a plus  de  trois  termes  connus  , c’eft 
alors  la  réglé  de  trois  compofée.  Il  faut  dans  ce 
cas  la  réduire  à trois  termes  connus  & un  inconnu. 

Exemple.  Trois  hommes  en  travaillant  fept  heu- 
res par  jour  , ont  fait  en  deux  jours  84  toifes  d’un 
ouvrage , combien  en  feront  5 hommes  en  trois 
jours , en  travaillant  quatre  heures  par  jour.  Arran? 
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41  : 6o  ::  84  : x = = no 

par  1 &c  par  7 , pour  avoir  4a  j multipliez  5 par  j 
& par  4,  pour  avoir  60  : faites  enfuite  la  proportion 
41  : 60  84  : a:  = 110  : donc  le  nombre  cher- 

ché eft  110.  La  raifon  de  ce  procédé  eft  fort  fimple, 
c’eft  que  trois  hommes,  qui  travaillent  pendant 
deux  jours  & fept  heures  par  jour  , font  le  meme 
ouvrage  qu’un  feul  homme  qui  travailleroit  pen- 
dant 41  heures  ^ de  même  cinq  hommes  qui  tra- 
vaillent pendant  3 jours  & 4 heures  par  jour  font 
le  même  travail  qu’un  feul  homme  qui  travailleroit 
pendant  60  heures;  de  forte  que  le  travail'de 
ces  hommes  eft  en  raifon  compofée  du  nombre 
des  hommes , du  nombre  des  jours  & des  heu- 
res que  ces  hommes  travaillent. 

Lorfqne  les  deux  derniers  termes  ne  font  pas  en- 
tr’eux  comme  les  deux  premiers , c’eft  alors  la  règle 
de  trois  inverfe. 

Exemple.  Quatre  hommes  ont  fait  un  ouvrage 
en  trois  jours  ; en  combien  de  jours  cinq  hommes 
feront-ils  le  mêmeouvrage  ? Il  eft  évident  qu’on  ne 
peut  pas  dire  4*’  ; 5'’  ;î  j'  : ar , autrement  le  terme 
cherché  x.  feroit  plus  grand  que  3 , comme  5 
eft  plus  grand  que  4 ; or  cela  ne  peut  être  , parce 
que  cinq  hommes  emploieront  moins  de  tems  au 
même  ouvrage  que  quatre  hommes.  Et  parce  que 
le  tems  employé  par  4 hommes , eft  au  tems  em- 
ployé par  5 hommes , comme  x eft  i 3 ,à  caufe  que 
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plus  il  y a d’hommes , moins  il  faudra  de  rems  , on 
doit  faire  4'’  : ; donc  l’on  aura  5 = 1 1 , 

Sc  X — 1 jours  -i-7 de  jour  = x jours  9 heu- 

res minutes. 

Queftion  qui  renferme  ce  qu’on  appelle  la  réglé 
de  compagnie.  Trois  marchands  ont  fait  un  fond  de 
1200  liv.  fur  lequel  ils  ont  ^agné  2^0  liv.  com^ 
bien  revient-il  au  premier  ^ dont  la  mife  ejl  de''200 
liv.  au  fécond  j dont  la  mife  efi  de  400  liv.  & au 
trofiéme  3 dont  la  mife  ejl  de  600  livres}  Ce  pro- 
blème fe  réfout  par  autant  de  réglés  de  trois,  qu’il 
y a de  mifes  , en  difant  le  fond  total  eft  au  gain  to- 
tal , comme  la  mife  d’un  chacun  eft  au  gain  qui  lui 
revient  : de  forte  que  l’on  aura  ces  trois  proportions 

Gain 

izoo  ; 140  ;;  200  : .V  = 40  du  premier. 

1200  : 240  ::  400  ; x=  80  du  fécond. 

1200  ; 240  ::  600,'.  x=  x 20  du  troisième.  , 

Autre  Exemple.  Trois  marchands,  j Pierre  3 

Jacques  & Paul  3 ont  mis  g/z  commerce  3 le  premier 
7/7  liv.  pour  quinine  mois  ; le  fécond  10 ji  liv. 
pour  trois  mois  ; le  troiféme  ifj  liv.  pour  neuf 
mois  : fe  gain  total  efi  de  p6 7/  liv.  Quel  efi  le  gain 
d'un  chacun  ? Multipliez  la  mife  d’un  chacun  par 
le  tems  que  cette  mife  a refté  dans  le  commerce  , 
parce  que  plus  la  mife  eft  grande  & plus  le  tems 
qu’elle  refte  dans  le  commerce  eft  conftdérable  , 
plus  le  gain  à proportion  doit  être  grand  : prenez  la 
fomme  des  produits,  que  vous  confidérerez  comme 
la  mife  totale , faites  enfuite  comme  cette  fomme  ’ • 

eft  au  gain  total  : ainfi  le  produit  de  chaque  mife , 
par  le  tems  qu’elle  a refté  dans  le  commerce,  eft  au 
gain  correfpondant.  - . - » , 
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Problème  qui  renferme  la  réglé  d’efcompte. 

Pierre  acheté  à Jacques  j à un  an  de  terme  j pour 
TOGO  liv.  de  marchandifes  ; Jacques  offre  à Pierre  • 
de  lui  remettre  lo  pour  loo  j s'il  veut  le  payer 
comptant  : on  demande  le  gain  de  Pierre  ? Il  paroîc 
d’abord  que  le  marchand  ne  doit  recevoir  comp- 
tant que  900  livres  j mais  il  faut  remarquer  que 
la  fomme  que  recevra  aftuellement  le  marchand  , 
doit  à I O pour  1 00  rendre  1 000  liv.  au  bout  de 
l’année  { en  comprenant  enfemble  le  capital  & fes 
intérêts)  : ainfi  il  faut  dire  i co-4-  1 o : 1 00  : : 1 000  1. 

Z X = 909  1. 1 f.  9 d.  ; de  forte  que  le  profit 
de  Pierre  fera  feulement  de  90  liv.  1 8 f.  1 d. 

Si  Jacques  ne  recevoit  comptant  que  900  liv.  cet  at- 
gent  à 10  pour  1 00  ne  lui  donneroit  au  bout  de  l’an 
que  990  liv:  ainfi  fon  fort  feroit  plus  heureux  d’at- 
tendre les  I obo  liv.  au  bout  de  l’année.  Cette  pra- 
tique eft  celle  de  le  Gendre  ôc  de  Savari.  Difons 
quelque  chofe  de  la  réglé  de  fauffe  pofition. 

La  réglé  de  fauffe  pofition  confifte  à mettre  1 
la  place  des  termes  inconnus  d’autres  termes  à vo- 
lonté , mais  cependant  proportionnels  à ces  ter- 
mes inconnus , afin  de  trouver  ces  termes  par  des 
réglés  de  trois. 

Exemple  I.  On  propofe  de  partager  ijoo  liv. 
entre  Pierre  , Jean  Sc  Jacques  , enforte  que  Pierre 
ait  cinq  fois  plus  que  Jean  &c  Jean  deux  fois  plus 
que  Jacques.  Soit  fuppofé  i la  part  de  Jacques  ^ 
celle  de  Jean  fera  a & celle  de  Pierre  10,  la 
' fomme  feroit  1 3 : ainfi  on  dira  fi  1 3.  donnent  i o 
pour  Pierre,  combien  donneront  1300  pour  le 
même  Pierre , & ainfi  des  autres.  On  aura  donc  ces 
trois  réglés  de  trois. 
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Parc  de 

13  : 1300  ::  lo  : ar  = i ooo  Pierre 

13  : 1300  lî  1 Z h—  zoo  Jean 

13  : 1300;:  I ; A- — 100  Jacques. 

Exemple  II.  Soit  propofé  de  partager  173  liv. 
à trois  perfbnnes  , de  maniéré  que  la  fécondé  ait 
le  double  de  la  première  &;  1 o 1.  de  plus  , ôc  que  • 
la  troifiéme  ait  autant  que  les  deux  autres  & 3 
liv.  de  plus.  Suppofons  que  la  part  de  la  première 
foit  I liv.  celle  de  la  fécondé,  dans  cette  hypo- 
thèfe,  feroit  1 1.  H-  1 o 1.  = 1 1 1.  & celle  de  la  troir 
liéme  feroit  1 3 liv.  -h  5 liv.  = 16  liv.  La  fomme 
de  ces  parties  feroit  = 29  liv.  S’il  n’eût  été  quef- 
tion  que  de  partager  en  parties  proportionnelles  â 
I liv.,  2 liv. , 3 liv.  La  première  part  lèroit  i 1.  la 
fécondé  2 liv.  la  troifiéme  3 liv.  la  totalité  feroit 
6 liv.  dont  la  différence  avec  29  liv.  eft  23  liv. 
qu’il  faut  prélever  fur  la  fomme  propofée  173  liv. 
èc  partager  le  refte  1 50  liv.  en  parties  proportion- 
nelles à I liv.  2 liv.  3 liv.  On  aura  donc  cette  réglé 
de  trois  6 : i;:i5o  : x = if  liv.  première 
partie  3 doublant  cette  partie  , & ajourant  1 o liv. 
on  aura  liv.  pour  la  fécondé  partie  ; ajoutant 
ces  deux  parties*  avec  3 liv.  on  aura  88  liv.  pour  la 
troifiéme  partie  : en  effet  ces  trois  parties  font  173 
liv.  Ce  fécond  exemple  renferme  la  réglés  de  deux 
faujfes  pq/îtions.  ‘ 

DES  PROGRESSIONS  GEOMETRIQUES. 

50.  Nous  fuppoferons  pour  plus  de  facilité  , pre- 
mièrement que  les  proçreflions  font  croiflàntes;  fe*. 
condement  que  le  quotient  du  premier  terme  divifc 
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par  le  fécond  eft  = — , ce  qui , en  fuppofknt  que 

a eft  le  premier  terme  j donnera  ap  pour  le  fécond 
terme  : en  effet  le  fécond  terme  peut  erre  regardé 
comme  le  divifeur  & le  premier  comme  le  divi- 
dende ; or  le  divifeur  eft  égal  au  dividende  divifé 

par  le  quotient  ; mais  a = -^  étant  divifé  par 

* donne  félon  la  réglé  de  la  divifion  des  fraébions , 
ap  pour  quotient  ; donc  ap  eft  le , fécond  terme. 
Pour  avoir  le  troifiéme , il  faudra  de  même  divifer 

le  fécond  par  le  quotient  , ce  qui  donnera 

pour  le  troifiéme  , & ainfi  des  autres. 

51.  ThÉoreme  VIII.  Tbarc  progrejffion  géomé- 
trique peut  être  repréfentée  par  la  progrejffion  a : 

ap  : ap*  ; ap’  : ap*’  : ap’  &c.  En  effet  une  pro- 
greflîoa  n’eft  autre  chofe  qu’une  proportion  conti- 
nue , qui  a plus  de  trois  termes  , ainfi  que  nous  l’a- 
vons dit  ci-deffus , c’eft-à-dire  , qu’une  progrefTion 
n’eft  autre  chofe  qu’une  fuite  des  raifons  égales , 
dans  laquelle  chaque  terme , excepté  le  premier  & 
le  dernier,  eft  antécédent  d’une  raifbn  & confé- 
quent  de  l’autre  ; donc  le  quotient  de  deux  termes 
quelconques  , immédiatement  confécutifs  , doit 
toujours  être  le  même  : donc  , &c.* 

J’ai  dit , excepté  le  premier  & le  dernier  ; car  il 
eft  vifible  que  le  premier  terme  a eft  feulement  an- 
técédent de  la  première  raifon  , & que  le  dernier 
.terme  ap^  eft  feulement  conféquent  de  là  derniere 
raifon. 

• Corollaire.  Un  rerme  quelconque  , par eAte/Tz- 
•pie  J le  cinquième  fe  trouvera  facilement  en  mul- 
tipliant le  premier  rerme  a par  la  quantité  p ( que 
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nous  appellerons  Vexpofant  de  la  progrelfion  ) éle- 
vée à un  expofant  égal  au  nombre  des  termes  pré- 
cédens. 

Corollaire.  Donc,  pour  trrouver  un  terme 
quelconque  x du  rang  /7,il  faudra  multiplier  le  pre- 
mier terme  a par  ' pour  avoir  x — ap” 

51.Théreme  IX.  Dans  une  progrejfion  géomé- 
trique le  produit  de  deux  termes  également  éloignés 
des  extrêmes,  ejl  égal  au  produit  des  extrêmes.  Car 
il  eft  vifible,/7ar  exemple,  que  ap  x a/>'*eft=a  x ap''. 

Corollaire.  Si  le  nombre  des  termes  de  la 
progrelfion  eft  impair , l’on  aura  le  quarré  du  ter- 
me moyen , égal  au  produit  des  extrêmes  ; ce  qui 
eft  évident  dans  la  progrelfion  précédente  ; car  en 
fe  bornant  à cinq  termes,  l’on  aura  le  produit  des 
extrêmes  a X ap*'  = a‘p'*,quarré  du  terme  moyen. 

5 3.  Théorème  X.  Dans  une  progrejfion  géomé- 
trique J la  fomme  des  antécédens  eft  à celle  des  con- 
féquens  , comme  un  antécédent  eft  à fon  conféquent. 
Tous  les  termes  excepté  le  dernier , font  antécé- 
dens , ainfi  que  nous  l’avons  déjà  dit  ci-delFus,  & 
tous  les  termes  , excepté  le  premier  ^ font  confé- 
quens , par  la  nature  de  la  progrlfion  ~ a \ ap 
ap'-  : ap^  &c.  Cela  pofé,  je  dis  que  a ap-^ 
ap'  : ap  ap'  ap^  \\  a ap  ; car  le  produit 
des  extrêmes  a' p -\r  td" p'' a^ p^  a'  p-\- a' p' 

-I-  , produit  des  moyens. 

Corollaire.  Nommant  le  dernier  terme  x , la 
fomme  de  tous  les  termes  de  la  progrelfion  S , on 
aura  S — .v:S  — a\\a\ap.  Donc  le  produit  des  ex- 
trêmes — apx  =Sa — a % produit  des  moyens. 

Enajoutantd  ces  z quantités  égales -4-  dpafôc  retran- 
chant de  ces  deux  quantités , la  quantité  S<i  ( ce 
qui  laifle  toujours  1 égalité  entre  ces  deux  gran- 
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deurs)  ,on  aura  Sap  — apx-^apx  — Sa  = Sa  -4- 
apx  — Sa — - a*- , ou  ( en  réduifant  ) Sap — -Sa  — 
apx  — a'-  y divifant  ces  deux  dernieres  quantités 
par  a , l’on  aura  les  quoîiens  égaux  Sp  — S=px 
— a , divifant  encore  par  />  — i , on  a S =s 

c’eft-à-dire  , que  la  fomme  de,tous  les  ter- 

mes  d’une  progreflion  croilTante  , eft  égale  au  pro- 
duit du  plus  grand  terme  par  l’expofant  de  la  pro- 
greflîon  , moins  le  plus  petit  terme  , le  tout  divife 
par  l’expofant,  diminué  d’ime  unité. 

Corollaire.  Donc  la  fomme 

fera 


Des  moitiés»-*** | i* 

Celle  dès  tiers j,  f °=î* 

Celle  des  quarts î > Î7  > °=7* 

Celle  des  dixiémes ^ , 7^ , 7^ ° = ?• 


Car , en  regardant  le  premier  terme  comme  le 
dernier , o fera  le  premier  terme  , p fera  i dans  la 
première  progrelKon  j , dans  la  fécondé , 4 dans  la 
troifiéme  , i o dans  la  quatrième  : donc  pour  la  pre- 


. px — a iXr  — o 

miere = 

P — I 2 — I 

px  — a } X j — o 

P — a 3 — 1 


= i;  pour  la  fécondé 
i pour  la  troifiéme 


10  1 • / px  — a , - 

^ ==  T i & pour  la  quatrième  ^ — t=x  - Sc 

ainfi  de  fuite.  On  trouvera  donc  la  fomme  de  toutes 
parties  quelconques  de  l’ünité , dont  la  fuite  fera 
une  progrelfion  géométrique  , en  retranchant  l’u- 
nité du  dénominateur  du  premier  terme  de  la  fuite. 
54.  Théorème  XI.  Dans  une  progrejjîon géomé- 
trique 
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trique  -77  a ! ap  ; ap*  î ap’  &c.  Premièrement  les 
fommes  ; fecoadement  les  différentes  ; troijîémement 
les  produits  des  termes  immédiatement  confécutifs 
font  en  progrefflon  géométrique.  Gai’  on  a 

■f^a-\~ap‘.  ap-^  ap'-  : ap'-  -+-  ap^  Sec. 

-^a  — ap  : ap  — ap'  ; ap'  — ap^  Sec. 

^ a' p'  : a'p^  : a'p'‘  S^c. 

Ce  qui  eft  évident  j car  chacun  des  termes  de 
ces  fuites , eft  égal  à celui  qui  le  précédé  immédia- 
tement, divifé  par  — . ' 

5 5.  Theoreme  xfl  . Dahs  une  progrefflon  géomé- 
trique les  puiffances  de  même  nom  font  en  progrefflon. 
Soit  toujours  la  progreflion d : <7^  î ap'^  \'ap'^  Sic. 
je  dis  que  l’on  aura  la  prôgrellion  -ff  a"‘  : a”'p”  t 
a”'p'”'  : Sec.  Ce  qui  eft  évident , car  chaque 

terme  eft  égal  à celui  qui  les  précédé , divifé  par 

î • t * - î-  f ^ 

Si  on  fuppofe/n  =t,  on  aura  : a p 

Sec. , c’eft-à-dire , que  les  racines  quarrées  des  ter- 
mes confécutifs  font  en  progrelîion  , & il  en  eft  de 
même  des  racines  cubes  5c  autres  quelconques. 

5<j,  Théorème  XIII.  J?ans  une  progrcffion  géo- 
- métrique , le  premier  terme  ejl  au  troiféme  j comme 
le  quarré  du  premier  au  quarré  du  fécond  ; le  premier 
eji  au  quatrième  j comme  le  Cube  du  premier  aU  cube 
du  fécond.  Car  a".a' p'y.a'.ap'  j puifque  le  produit 
des  extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens.  De 
même  a}  \ p^  a ap^  ; car  le  produit  des  ex- 
trêmes eft  encore  égal  à celui  des  moyens.  En  gé- 
néral le  premier  terme  eft  à'im  terme  quelconque 
du  ran^  « , comme  la  ptiiftance  n— -i  du  premier 
termealapuiftànce  n— - 1 du  fécond  terme.  En  effet 
le  terme  du  rang  n eft  ap’'~^  (51)  ; or  a ; 

Tome  I.  H 


II4  Cours  de  Mathématiques. 

‘ a"~'  : a”~'  p"~'  : car  le  produit  des  ex- 

ticmes  a p”~~'  = a”  > produit  des  moyens. 

Corollaire.  Donc  la  raifon  du  premier  terme 
ail  troifiéme  ell  doublée  , &c  la  raifon  du  premier 
* terme  au  quatrième  eft  triplée  de  la  raifon  du  pre- 
mier au  fécond  , puifque  — , & que  — 

’ r * ap^  ^ ^ api 

57.  Problème.  Trouver  deux  moyens  proportion' 
nels  X , y , entre  deux  quantités  données''^.  & d , cejl' 
à-dirc  J qu  ayant  la  progrejjion  -7^  a : x ; y ; d , 0/2 
cherche  la  valeur  de  x &dey.  Par  le  théorème  pré- 
cédent on  à :a:5  h a I d donc  a^d=  x^a  , & 
en  divifant  le  tout  par  <z,  il  vient  a'-d  ==x^,  &en 

j^renant  la  racine  cubique  , on  a ar  = y'  a^d , c'eft- 
a-dire,  que  pour  avoir  Ja  première  moyenne  pro- 
portionnelle , il  faut  extraire  la  racine  cube  du  pro- 
duit du  quarré  de  la  première  quantité  donnée  a par 
la  fécondé  d.  Pour  avoir  y ou  la  fécondé  moyenne 
proportionnelle,  ondivifera  le  quarré  x^  de  la  pre- 
• miere  par  la  première  quantité  a , parce  que  la 
proportion  continue  a \ x ; î x \ y y donne  y =: 

n'  t ' b 

' . Si  û = z & a = i<>,on  aura  jr  = y 4 X i ^ 

J . y -T  , 

— yiS^  — J^.,ôcy  = B.  Mais  ü la  quantité  a^d 
n’étoit  pas  un  cube  parfait  , on  ne  poutroit  avoir 
qu’une  valeur  approchée  de  a:  & de  y ; on  pourroit 
pour  cela  fe  fervir  du  calcul  décimal. 

58.  Problème.  Inférer  un  nombre  m de  moyens 
proportionnels  géométriques  entre  deux  termes  a b. 
Soit  X le  premier  moyen  proportionnel  cherché  ; 
puifque  le  nombre  de  tous  les  termes , en  y com- 
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prenant  a Sc  b doit  être  m -t-  2.  On  aura  par  le 
théorème  précédente  l b H a”*'  x'"*'  , &c  par 

conféquent  ca;”’'*’'  = ba”’*\  Divifant  de  part  & 
d’autre  par  e,il  vient  Ar”*’  = 3e”jdonc  en  prenant  la 


racine  m -f- 1 


m + * ^ 

= ^ ba”  = 


m ir  t-  » 1 

b a 


que  je 


fuppofe  = c.  Le  premier  moyen  proportionnel  x 
étant  trouvé  , pour  avoir  le  fécond  , on  divifera  le 
quarré^u  premier  par  la  quantité  a , ou  c$  qui  re- 
vient au  même , on  multipliera  le  fécond  par  Ig  dé- 
nominateur du  quotient  du  premier  terme  a de  la 
progreflion  , divifé  par  le  fécond  terme  c ^ de  forte 

que  , fl  ce  quotient  efl:  — , ce  qui  donnera  dans  ce 

cas  c — ap^  on  multipliera  appar  p,  pour  avoir 
fécond  moyen  proportionnel  ; & en  multipliant  ce-  , 
lui-ci  par  p , on  aura  le  trôifiéme  , &:  ainft  de  fuite. 

- Mais , pour  inférer  un  nombre  quelconque /n  de 
moyehs  proportionnels  entre  deux  termes*’d’une 
progreflion  a'.aq*aq^Scc.  aq^ '.aq'.àq'-  &c. 

divifez  la  différence  i qui  régné  entre  les  expo-  * 
fans  o,i,2,&:c.  de  la  quantité  q (expofant  de  la  pro- 
greflion) par  OT-4-Ï5&  vous  aurez  le  pren^r  moyen 

proportionnel  cherché,  en  ajoutant  SL  au  pre- 
mier expofant  o(de  q)\  enfuite  pour  avoir  le  fécond 
, moyen  proportionnel  cherché  , vous  aj*outerez  en- 
core à l’expofanr  de  q dans  le  terme  précédent, 

& ainfi  de  fuite.  Si  donc,  to=  2,  pouf  inférer  deux 
proportionnels  entre  deux  termes  confécutifs  de  la 

X''  — 

progreflion  ci-defTus , on  fera  ~ ttq^  '.aq'  : ap'  \ 
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: aq'  &c.  ce  qui  eft  évident , puifque  chaque 
terme  eft  égal  à celui  qui  les  précédé  , divifé 

I 

par  — T‘ 

S' 

59.  Avant  de  paffêr  aux  progteflîons  arithméti- 
ques , nous  allons  dire  un  mot  de  ce  qu’on  appelle 
les  expofans  d'une  ràifon^  Les  expofans  d'une  raifon 
font. les  plus  petits  termes  , qui  aient  entr’eux  le 
même  rapport  que  les  termes  de  la  raifon  dont  ils 
font  les  expofans.  Par  exemple , les  expSfans  de 
la  raifon  \ font  , parce  que  i & 2 font  les  plus 
petits  termes  qui  aient  entr’eux  le  même  rapport 
que  3 & (j.  De-là  il  fuit  que  fi  l’on  a deux  ou  plu- 

fieurs  raifons  égales  , — = — = ^ , le  produit  de 

* ^ O H 

ces  raifons  ^ > ^era  un  nombre  quar- 

ré , ft  P eft  un  nombre  j de  même  en  fuppofanc 

a ' c e ace  ai  • 

- = - = -==p,  onaura— ==  — =p3,qui 


acâ  a > -, 


b d f ^ ’ bdf  bi  ^ ^ 

fera  un  nombre  cube , fi  p eft  un  nombre.  Donc 
une  raifon  compofée  de  deux  raifons  égales  , c’eft- 


à-dire,une  raifon  doublée  fera  exjpriméepar  un  nom- 
bre quaJn  &une  raifon  triplée  par  un  nombre- 
cube  , fi  ïme  des  raifons  compofantes  a pour  valeur 


un  nombre , ou,  ce  qui  eft  la  même  cliofe,  fi  l’une 
des  raifons  compofantes  a pour  expofant  des  nom- 
bres ; car  la  railon  qui  fe  trouve  entre  le  quarré  de 
l’antécédent  & celui  du  conféquent  d’une  desrailbns 
compofantes  égales,  eft  égale  à la  raifon  qu’il  y a entre 
le  produit  des  antécédens  , & celui  des  conféquens 
des  raifons  compofantes  égales  ; de  même  la  raifon 
qu’il  y a entre  le  cube  de  l’antécédent  & celui  du 
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conféquent  d’une  des  raifons'compofantes  égales  , 
eft  la  même  que  la  raifon  qu’ont  entr’eux  les  produits 
des  antécédens  & des  conféquens  des  trois  raifons 
compofantes,  ainfi  qu’il  fuit  de  ce  que  nous  venons 

de  dire  : donc  , Ci  la  raifon  — ^ eft  = {,  la  raifon 

fera  = — j or  -^n’eft  pas  un  nombre,  puif- 

qu’il  n’eft  pas  poffible  d’ejrprimer  un  nombre  fourd 
par  un  nombre  (3  8)  : donc  fa  raifon  de  3:5  n’eft  pas 
doubléedes  raifons  de.  nombre  à nombre,  de  même 

fâifant  ^==  7 > à caufe  que  7 n’eft  pas  un  cube,  k 
raifon ou  ^ , n’eft  pas  triplée  d’une  raifon 

y? 

de  nombre  à nombre  ; ces  fortes  de  raifons  font  ap- 
pelléesyôur</es  : ainft,  en  fuppofan?^  = a , la. 
raifon  — fera  fourde  , parce  que  2 qui  eft  ici 
, en  faifant  — =^3  & — =-p  , n’étant  pas  un 
nombre  cube  , j^oa  y 2 n-’eft  pas  un  nombre.  ' 

DES  PROPORTIONS*  ET  PROGRESSIONS' 
ARITHMETIQUES. 

Co.  La  raifon  arithmétique  qui  fe  trouve  entre" 
deux  grandeurs  a &c  b n’étant  autre  chofe  que  la 
différence  qu’il  y a entre  ces  deux  grandems  ( 40  ) , 
il  s’enfuit  qu’en  appellânt  i cette  différence , la  rai- 
fbn  arithmétique  de  a ' h fera  = a • u + d.  Le  figne 
-ha.  lieu  lorfque  l’antécédent  eft  plus  petit  que  fon 
conféquent  , 8c  le  figne  — , lorfque  l’antecédent 
eft  plus  grand  que  fon  conféquent.  La  raifon  en  eft 
facile,  lorfque  le  conféquent  eft  plus,  grand  que 
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l’anrcecdent  de  la  quantité  d , il  doit  être  égal  à cét 
antécédent,  plus  à la  quantité  i/^tnais  il  doit  être  égal 
à cet  antécédent  moins.laquantitéd,s’il  eft plus  petit 
de  la  même  quantité  d : ainlî  dans  la  raifon  arithmé- 
tique de  d à 4,  le  conléquent  4 eft  égal  à l’antécé- 
dent 6 , moins  la  différence  x ; au  contraire  dans  la 
raifon  de  4 à d , le  confcquent  6 eft  égal  à l’anté- 
cédent 4 augmenté  de  iaditférence  i. 

61.  Proposition  Fondamentale.  Toute  pro- 
portion aruhinetique  a • b : c • f peut  fe  repréfenter 
par  cctu  formule  a-aHrd:c  - cid.  Cela  eft 
évident , puifque  la  différence  de  cif  doit  être  la 
même  que  celle  de  uà  A,  autrement  la  première 
raifon  ne  feLoit  pas  égale  à la  fécondé,  & par  con- 
féqiient  il  n’y  auroit  pas  de  proportion. 

Corollaire  1.  Donc  la  fomme  des  extrêmes 
- dans  une  proponfton  arithmétique  ejl  é^ale  à la  fom- 
' me  des' moyens.  En  effet  là  fomme  des“  extrêmes  <z  •+■ 
c -jr  d a fçz  d c,  fomme  des  moyens.  Si  l’on  a 
proportion  continue-é-ii*é-c,  la  fomme  des  extrêmes 
fera  égaleaudouble  du  moyen  terme  : en  efletcette 
proportion  revient  à Celle-ci  'é—a-a  ~d~  d-a  ~F~  xd , 
■dans  laquelle  la  fomme  <fes  extrêmes  u -4-  a ~F~  zd 
==^xa  ~4~  xd . double  du  moyen  terme.  De  même 
dans  les  nombres  , fi  l’on  a 5 • 1 * d • 3 , on  aura 
5-h3  = d-F-z;  & fi  l’on  a -d-  ^ • 4 • i , l’on 
aura  d-+-z=4-h4=8. 

Corollaire  II.  Donc,  pour  trouver  un  moyen 
proportionel  arithmétique  entre  é,  il  faut  pren- 
dre la  moitié  de  la  fomme  de  a & de  b.  Car  foit  x 
ce  terme  cherché  , l’on  aura  -f-  a • x • b , & a-d- 

é = zx  ; donc  ac 

• X 

Corollaire  III.  Pour  connoître  le  quatrième 
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terme  d’une  proportion  arithmétique  * dont  oncon- 
noît  les  trois  autres,  il  faut  de  la  fomme  dés 
moyens  ôter  l’extrême  connu-,  6c  fi  c’eft.un  des 
moyens  qu’on  cherche  , l’on  ôtera  le  moye»  connu 
de  la  fomme  des  extrêmes.  Car  foit  x le  terme 
cherché,  on  aura  dans  le  premier  cas  a • é>  ; c • a-, 

& par  la  propofition  précédente  a -i-  x = é>  -h  c : 
donc  retranchant  de  parité  d’autre  la  quantité  a , 
on  aura  x :c=zb-\-c  — a.  Dans  le  fécond  ta.s  on  a 
la  proportion  a - b \ x » c ,oa  a - x \ b • c\  mais 
a^c  = x-\rb:  dont  a -f- c — b = x-^b — b 
= X.  Si  c’étoit  un  troifiéme  moyen  proportionnel 
arithmétique  qu’on  demandât,  l’on  auroit-f-^r  • 
b ' X ^ 8c  a -^  ’x  t=.  ib  i Sc  par  conféquent  x — ^ 
ib  — a.  • ^ 

Corollaire  IV.  Toute  progrejjîon  arithmétique 
afcendante^  ( cejl-à-dire  ^ dont  les  termes  vont  en 
croijfqnt  ) -f-  a • b * c • e &c.  peut  épre  repréfen- 
tée  par  cette  formule  -fa.  - a -+-  d'  zd  • a -h 

jd’  • a -4-  4d  &c.  En  effet  il  doit  y à^t’tme  même 
différence  d entre  le  premier  ôc  le  fi^tid  terme  , 
le  fécond  & le  troifiéme , &c.  fans  quoi  U n’y  auroit 
point  de  progreflîon;  donc  la  différence  d étant 
ajoutée  à chaque  terme-,  doit  donner  le  terme  fui- 
vant , puifque  nous  fuppofons  la  progreflîon  croif- 
fante  ; donc,  &c. 

Corollaire  V.  Il  fuit  du  dernier  corollaire 
qu’un  terme  quelconque  d’une  telle  progreflîon  éft 
égal  au  premier,  plus  la  différence  d multipliée  par 
le  nombre  des  termes  précédens.  En  effet  le  qua-  • 
triéme  terme,  par  exemple ^dxàonc  ap- 
pellant  n le  nombre  total  des  termes , x le  dernier 
terme,  a le  premier  terme  , l’on  aura  x=xa-\- 
dx  {n — i),  oux=û-l-nûf— ainfi,  filepre- 
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mier  terme  «ft  i , la  différence  3 & le  nombre  des 
termes  5 , l’on  aura  le  cinquième  terme  a;  = i -rf- 
15—3  = 13. 

Corollaire  VI.  Donc  pour  inférer  un  nombre 
quelconque  m de  mojrens  proportionnels  aithmé- 
tiques  encre  deux  termes  donnés  fil  faut  divifer 
leur  différence  j>ar  to  -+>  i , ^le  quotient  fera  la  dif- 
férence cherchée  </,  qui ^joutéeau  premier  terme  , 
donne»  le  fécond  & ajoutée  au  fécond  , donnera 
le  troifiéme  , &c.  Par  ex.^mple,  "pour  inférer  trois 
moyens  arithmétiques  entre  a 8c  a-\-  4</,  je  divife 
la  différence  4^  par  /n-f-i  = 3-f-i  = 4,  le  quo- 
tient d eft  la  différence  cherchée  , qui , ajoutée  au  • 
premier  tqrme  , donne  ra  le  fécond  û -H  d , &c. 

Corollaire  VII.  Donc  entre  le  premier  ex- 
trême 8c  ut)  terme  quelconque  il  y a la  même  diffé- 
rence, qu’entre  un  autre  terme  quelconque  & le^ 
dernier  extrême,  pourvu  que  les  z derniers termes'»;<j 
foient  autijatxloignés  l’un  de  l’autre,  que  lesz  pre^î- 
miers,  cd.^ài  fait  que  la  fomme  des  exclûmes  eft 
égale  à lalbmme  des  deux  termes,  également  éloi- 
gnés de  ces  'èxtrêmes  , ou  au  double  du  terme  du 
milieu,  lorfqus  le  nombre  des  termes  eft  impair. 
En  effet  dans  la  progrelîion  -—"a  a d * a 
id  ‘ a — t-i  ‘ a — j—  4^>  ^ a d \ a -|t- 

3<^  • Æ -h  4<é  5 or  il  eft  vifible  que  la  fo;nme  des 
extrêmes  de  cette  progreflion,  favoir,  za-f-4deft 
= iÆ-f-4(é,  fomme  des  moyens  = za  -+-4^  double 
du  terme  du  milieu. 

Corollaire  VIII.  Donc  en  multipliant  la  fom- 
me des  extrêmes  par  ^ moitié  du  nombre  des  termes  j 
l’on  aura  la  fomme  de  tous  les  termes.  Cela  fuit  du 
corollaire  précédent  ; pÿifque , quand  le  nombre 
des  termes  eft  pair  , la  progreflion  contient  autant 
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de  fois  la  fomme  des  extrêmes  , qu’il  y a de  fois  i 
termes  ; mais  quand  le  nombre  des  termes  eft  im- 
pair, il  faut  ajouter  U valeur  du  terme  milieu,qui  eft 
égal  à la  ij^oitie  de  la  fomme  des  exrrcSnes.  C’eft 
d’ailleurs  ce  qu’on  voit  aifément  dans  la  progreflion 
a-\-  zd  ■ a -i-  }d  • a dont  la 
fomme  eft  égaile  à la  fomme  des  extrêmes  ( za-\-^d  ) 
X 7-  En  général  , appellant  S la  fomme  de 
tous  les  termes  , a le  premier  , x le  dernier  terme , 
n le  nombre  des  termes  d’une  progreflion  arithmé- 

n na-\-nx 

tique,onauraS=î=(û-l-ar)  X — =■. ^ . 

CoRLLAiRE  IX.  Il  fuit  flc-là  que  fl  la  progref- 
flon  arithmétique  étoit  celle  des  nombres  naturels 
1 , L , 4 , 5 , &c.  &•  qu’elle  commençât  par  l’unité, 

na-irnx  . . x-^-x'^  n n'-  . 

S= leroit  S== — — = :car alors 

I ri 

ar  ==  « & û = I . Si  la  progreflion  des  nombres  na- 
turels commençoit  par  o , & qu’on  eût  0,1,2, 

!•}...  „ na-\-nx 

y , &c.  alors  n feroit  = a;  -h  i & S ^ 

fSk  **_*•+• 
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DES 

6i.  Dans  une  progreflion  géométrique  , dont 
les  termes  font  affeétés  d’expofans , ces  expofans 
font  en  progreflion  arithmétique.  Par  exempSffi  fi 
l’on  a -ff  ; a*  a'-  *.  : a^  I 5çc.  A.  Les 

expofans  formeront  la  progreflion  arithmétique 
-i-  .0  • î ' • . 2 •'3  * 4 • 5 &c.  B.  On  appelle  Lo~, 
garithmes  • les  termes  d’une  progreflion  arithméti- 
que,correfpondans  à ceux  d’une  progreflion  géomé- 
trique : ainfl  les  termes  de  1^  progrelîion  B lont  les  . 
iQgarithmes  des  termes  côrrefpondaiis  de  la  pro- 
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greflion  A ; 3 , par  exemple  , eft  le  logarithme  de 
<1^,0  celui  de  I = a°.  > 

De'-là  il^iiit , en  fe  fervantTles^rogreflîons  A & 
B,  premièrement  que  pour  avoir  le  lo^rithme  du 
produit  de  deux  quantités,  il  faut  prendre  la  fom- 
me  de  leurs  logarithmes  : par  exemple , pour  avoir 
le  produit  de  a-  par  u?  , j’ajoute  enfemble  le  lo- 
garithme du  multiplicande  avec  celui  du  multipli- 
cateur , la  fomme  5 doniîe  le  logarithme  du  pro- 
duit a^ . 

Corollaire.  Donc,  pour  multiplier  deux  nom- 
bres l’un  par  l’autre  , il  fiiffit  de  prendre  la  fomme 
de  leurs  logarithmes.  On  voit  aulii  que  pour  divi- 
fer  un  nombre  a’'  par  un  autre  jiombre  <z^,,  il  fulTic 
d’ôter  le  logarithme  du  divifeur  de  celui  du  divi- 
dende , la  différence  1 fera  le  logarithme  du  quo- 
tient Pour  élever  , par  exemple , à une  puif- 
fance  quelconque , il  faudroit  multiplier  l’expofanc 
Z de  U par  l’expofant  de  la  puiffance  ; or  il  fuffit  de 
multiplier  le  logarithme  de  u*  par  l’expofant  de 
la  puiffance  , le  produit  donnera  le  logarithme  delà 
puiffance  propol'ée  ; de  forte  que  fl  c’eft  la  troifiéme 
pqiffance  , en  multipliant  z par  3 , on  aura  6 , lo- 
garithme de  a^  , troifiéme  puiffance  de  a^. 

Si  l’on  vouloir  avoir  la  r^ine  troifiéme  de  , on 
div^roit  l’expofant  6 de  a par  l’expofant  de  la  ra-' 
cino  pour  avoir  l’e:^ofant  z de  a^  , racine  trpifié- 
me  de  a^  3 or  il  fufnt  de  divifer  le  logarithme  de 
a^  par  l’expofant  3 de  la  racine  troifiéme  ppîiràvoir 
■le  logarithme  z de  la  racine  cherchée  u*.,  _ 

^ Corollaire.  De  ce  que  nous  venons  de  dire 
il  fuit  que  pour  avoir  racine  d’un  nombre  quel- 
conque, il  faut  divifer  lé  logarithme  de  ce  nombre 
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par  l’expofant  de  la  racine  propofée , le  rcfulrat 
donnera  le  logarithme  del%racme  cherchée. 

Pour  faire  une  réglé  de  rrois  direéte  par  le  moyen 
des  logafithmes  , ajoutez  enfembleles  logarithmes 
des  moyens,  retranchez  de  la  fomme  le  logarithme 
du  premier  extrême,  &vousaurezle  logarithme  de 
l’extrême  cherche.  Ain  fi  , pour  trouver  le  quatrième 
terme  de  cette  proportion  a'  \ : a: , j’a- 

joute enfemble  les  îogarkhmes  de  , & de ^4  , de 
leur  fomme  7 , je  retranche  le  logarithme  i du  pre- 
premier  terme,  le  refte  6 efl:  logarithme  du  qua-  H 
triéme  terme  cherché  ; donc,  poutvtrouver  le 
quatrième  terme  de  cette  proportion  341  ; 418  fl 
5797  • j’ajoute  les  logarithmes  des  moyens  que  • 
je  trouve  dans  les  tables  *. 


2 • 631444 

3 • 763203 

Log.  de  428  ' 

Log.  de  5797 

G . '594647 

Somme  * 

• 

2 . 532754 

Log.  de  341 

3 • 861  893  Log.  • de  x=jx-jG 

de  leur  fomme  je  fouftrais  le  logarithme  du  pte- 
mler  terme  , il  me  refte  le  logarithme  du 'dernier 

terme.  Cherchant  ce  logarithme  dans  les’ tables  , je 
trouve  à côté  , nombre  cherché.  Tout  cela  eft 
fondé  fur  ce  que  , pour  avoir  le  quatrième  terme 
d’une*  proportion  , dont  on  connoît  les  moyens  & 
un  des  extrêmes,  il  faut  divifer  le  produit  des  moyens 
par  l’extrême  connu.  Si  l’on  çonnéiflbit  un  moyen 
& les  deux  extrêmes  , de  la  fomme  des  logarithmes 

* Les  Tables  font  des  ouvrages , dans  lefqucls  d côté  d’un 
nombre  on  trouve  fon  logarithme , & réciproquement  : elles 
font  plus  ou  moins  étendues.  Je  me  fuis  fcrvi  dans  cet  exemple 
de  celles  de  M.  de  la  Caille. 
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des  extrêmes  on  ôteroit  le  logarithme  du  moyen  con- 
nu, & Ton  auroit  le  logarithme  du  moyen  cherché. 

En  fuppofant  a—io,  nous  aurons  les  progref- 
fions géométrique  & arithmétique  qu’on  vqit  ici. 
Prog.  géom.  des  Tab.  Prog»  arithm. 


I 

lO 

loo 

looo 

looo 

&C. 


0 

1 
1 

3 

4 
&c. 


O • oooooo 
I • oooooo 
oooooo 
} • oooooo 
4 ■ oooooo 
&c. 


Pour  avoir  les  logarithmes  des  nombres  a , 3,4, 
• Scc.  qui  fc  trouvent  entre  * & i o,  & ceux  des  nom- 
bres qui  fe  trouvent  entre  io-&  100,  Sec.  il  faut 
prendre  une  puilïàncè  de  i o égale  à chacun  de  ces 
nombres,  l’expofant  de  cette  puillance  fera  le  lo- 
^ garithmedu  nombre  correfpondant.  Or  on  conçoit 
que  fi  l’on  inféroit  un  grand  nombre  de  moyens  pro- 
portionnels géométriques  entre  i &:  i o : par  ex.  il 
s’en  trouveroit  un  égal , ou  à peu  près  égal  au  nom- 
bre i , au  nombre  5 , &c.  Et  en  inférant  un  pareil 
nombre  de  moyens  arithmétiques  entre  les  expofans 
O & I ; celui  qui  répondroit  au  nombre  2,  feroit 
l’expofant  de  la  puifiàncede  10  égale  au  nombre  2, 
Sc  ferôit  par  conféquent  le  logarithme  de  2 : par 
exemple  , pour  trouver  le  logarithme  de  3 avec  lix 
décimales,  j’ajoute  douze  o au  nombre  10  ; & pre- 
nant la  racine  quarrée  de  ce  réfultat  avec  6 décir- 
males,  à caufé  des  o que  j’ai  ajoutés,  je  trouve 
3 • 16x1-7  J . moyen  géométrique  , auquel  répond 
l’expolànt  de^  la  racine  quarrée  , c’eft-à-dire  7 , ou 
o- 500000,  moyen  arithmétique  entrfe  o & 1.  Le 
moyen  géométrique  trouvé  étant  plus  grand  que  3 , 
j’en  cherche  un  autre  entre  celui-ci  Sc  i',  c’eft-à-dire; 
que  je  prends  avec  6 décimalesja  racine dunombie 
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que  je  viens  de  trouver  pour  avoir  1-778179  ^ , 

le  moyen  arithmétique  correfpondant  ell  o - z 5 0000, 
moyen  arithmétique  entre  o , logarithme  de'i  , & 
0-500000  logarithme  du  premier  moyen  géométri- 
que ci-deflus.  Le  moyen  géométrique  que  nous  ve- 
nons^^trouvei'  étant  trop  petit , j’en  cherche  un 
autre^Rre  celui-ci  S>c  le  premier , ce  qui  fe  fait  en 
prenant  la  racine  de  leur  produit  (2  j) , & ce  n’eft 
qu’après  dix-neuf  multiplications  (en  y comprenant 
les  rnuUiplications  fous-entendues  que  nous  avons 
faites,- eh  prenant  le  premier  moyen  proportionnel , 
aufli-bièn  que*  le  fécond  avec  6 décimales  ; car 
ajouter  1 1 zéros , c’eft  la  même  chofe  que  multiplier 
par  I fuivi  de  1 1 zéros  ) & autant  d’extraétions 
qu’on  trouve  le  moyen  géométrique  5 • 000000 , & 
le  moyen  arithmétique  correfpondant  ou  le  loga- 
rithme 0-477111  de  3.  A la  vérité  on  a maintenant 
des  méthodes  plus  expéditives  pour  avoir  les  loga- 
rithmes 5 mais  en  voilà  alTez  pour  -donner  une  idée 
de  la  méthode  qu’on  peut  fuivre  pour  conftruire 
une  table  de  logarithmes.  Au  refte  les  logarithmei 
ne  font  la  plupart  qu’approchés,  de  force  qu’il  ^euc 
y avoir  une  erreur  d’environ  une  demi-unite  de 
décimale  du  fixiéme  ordre  *.  Ayant  le  logarithme 
de  1 & de  5 , il  eft  aifé  d’avoir  celui  de  leur  pro- 
duit 6 , en  ajoutant  enfemble  les  logarithmes  du 
multiplicande  &c  celui  du  multiplicateur. 

Remarque  I.  On  appelle  caraclérifiique  d’un  lo- 
garithme le  nombre  qui  fe  trouve  devant  le  point. 
Ce  nombre  indique  à quelle  clalTe  des  unités , par 


* Il  y a cependant  des  »bles  dans  lefquelles  les  logarithmes 
font  exprimes  par  un  plus  grand  nombre  de  décimales  j mais 
celles  de  M.  de  la  Caille  font  fufETanies  pour  les  ulâgcs 
ordinaires^  ? ' 
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exemple  j des  dixaines  ou  centaines  appartient  le 
nombre.  On  voit  que  la  caraAériftique  des  loga-- 
rithmes  des  nombres,  depuis  i jufqua  :oefto, 

1 depuis  lo  jufc^u’d  loo,  2 depuis  100  jufqua 
1 000  , Sec.  En  général  un  nombre  contient  autant 
de  chiffres  Se  un  de  plus  qu’il  y a d’umté^Uns  la 
caradlériftique  de  fon  logarithme  *.  ^[P 

Remarque  II.  C’ell  la  même  chofe  de  multi- 
plier un  nombre  par  1 o ou  d’ajouter  une  unité  à la 
caraélériftique  de  fon  logarithme  , & en  général  on 
multiplie  autant  de  fois  un  nombre  par  1 o , qu’on 
ajoute  d’unités  à la  caradlériftique  de  fon  loga- 
rithme : comme  audi  l’on  divife  un  nombre  autant 
de  fois  par  i o qu’on  ôte  d’unités  de  la  caraétérifti- 
que  de  fon  logarithme. 

Pour  avoir  la  racine  d’un  nombre,  on  doit,  félon 
ce  que  nous  avons  dit  ci-defTus  , divifer  le  loga- 
rithme de  ce  nombre  par  l’expofant  de  la  racine. 
Soit  donc  propofé  de  prendre  la  racine  feptiéme 
de  i Z 8 ; cherchant  ce  nombre  dans  les  tables , à côté 
je  trouve  fbn  logarithme  2*107210,  qui,  étant 
* di vifé  par  7 , domie  0*301030;  cherchant  ce  loga- 
rithme dans  les  tables , je  trouve  à côté  le  nom- 
bre 2 , racine  feptiéme  de  128.  Pour  avoir  le  loga- 
rithme d’une  fraétion , par  exemple  j de  la  frac- 
tion ^ , il  faut  retrancher  le  logarithme  du  dénomi- 
nateur 4 de  celui  du  numérateur  3 , le  refte  — 
o*  124939  fera  le  logarithme  cherché  ; ce  qui  fait 
voir  que  les  logarithmes  négatifs  indiquent  des  frac- 
tions plus  petites  que  l’unité  : en  effet , fi  l’on  conti- 
nue en  descendant  la  progreflion  a^ 

* Comme  x , logarithme  de  100 , eft  l’expofant  de  la  puit 
lance  de  10  ( c’eft-a-dire  du  quarré)  qui  donne  100  ; de  même 
0.4771x1  elU’expofànt  de  la  puHTance  de  10,  qui  donne  j. 
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^ J I 

les  logarithmes  de  a — * = — - ,^e  <r~»  = — . 

° a 


■Pour  trouver  le  logarithme  d’un  nombre  entier  , 

joint  à une  fra<îtion  , par*  ex.  de  3 -f-  i , réduifez 
l’entier  en  fradion  de  même  dénominateur  , & vous 

aurez  ^ = ^\  ôtez  maintenant  Je  logarithme 

du  divifeur  5 de  celui  du  dividende  17,  le  refte 
fera  le  logarithme  du  quotient. 

Propofons-nous  maintenant  de  trouver  à quel 
nombre  appartient  un  logarithme  donné,  foit  qu’il 
excède  les  limites  des  tables  , ou  qu’il  tombe  entre 
les  logarithmes  des  tables.  Dans  le  premier  cas  o« 
retranchera  de  la  caradériftique  autant  d’unités  qu’il 
fera  nécellàite  pour  qu’on  puilTe  trouver  dans  les 
tables  les  premiers  chiffres  du  logarithme  propofé 
ainlî  préparé.  Si  tous  les  chiffres  fe  trouvent  alors 
dans  les  tables  , le  nombre  cherché  fera  le  nombre 
même  qu’on  trouve  à côtéj  mais  il  faudra  lui  ajou- 
^ ter  vers  la  droite  autant  de  o qii’on  a retranché 
d’unités  à la  caraétériftique  j parce  que  , félon  ce 
que  nous  avons  dit  jci-delfus , on  eft  cenfé  avoir  di- 
vifé  le  nombre  par  autant  de  fois  i o , que  l’on  a re- 
tranché d’unités  dans  la  caraâériftique.  Par  exem- 
ple, le  logarithme  7 • 01745  trouve  après  avoir 
retranche  3 unités  de  7 , répondre  à 10410  , j’en 
conclus  que  le  nombre  auquel  appartient  le  logari- 
thme propofé  eft  10410000.  Si  l’on  ne  trouve  dans 
les  tables  que  les  premiers  chiffresdu  logarithme  pré- 
• .‘  paré,  on  fe  conduira  comme  dans  l’exemple  fuivanr. 
Pour  rrouver  à quel  «ombre  répond  le  logarithme 
7 • 011495»  , j’ôte  3 de  fa  caraaériftique , le  loga^. 


■•Digitized  by  Google 


1 


128  Cours  de  Mathématiques. 


rithme  reftant  4 • 011499  tombe  entre  les  logari- 
thmes des nomlltes  ioz(j8,'  ioi6ç.  Le  nombre  au- 
quel il  répond  , eft  donc  io2<î8  plus  une  fraction  j 

()our  trouver  cette  fraétion  , je  retranche  de  mon 
oearithme  préparé  celui  de  10268  ponr  avoir  le 
relte  1 3.  Je  prends  dans  "les  tables  la  pifFérence  en- 
tre le  logarithme  de  10268  & celui  de  10269  > je 
' trouve  42  ; ^près  quoi  je  fais  cette  réglé  de  trois. 
Si  42  , différence  entre  les  Warichmes  des  nom- 
bres dont  nous  venons  de  parler  , donne  i pour 
différence  entre  cés  nombres  , à quelle  différence 
des  nombres  doit  répondre  la  différence  i 3 entre 
mon  logarithme  & celui  de  10268?  c’eft-à-dire  , je 
fais  42  ::  13  : X Ainfi  le  logarithme 

4 • 01 1499  appartient  à 10268-4-^7  à très-peu- 
près , & le  logarithme  7 • 01 1499  à un  nombre 
J 000  fois  plus  grand. 

Si  le  logarithme  propofé  tomboit  entre  ceux  des 
tables,  on  ne  retrancheroit  rien  à la  caraétériftique, 
& meme  fi  le  logarithme  propofé  tomboit  au-def- 
fous  de  celui  de  1 500.  Il  faudroitpour  plus  d’exac- 
titude ajouter  autant  d’unités  à fa  caraétériftique 
' qu’6n  le  pourroit , fans  paffer  les  bornes  des  ta- 
bles , après  quoi  l’on  féparerôit  autant  de  décima- 
les dans  le  nombre  rrouvé , qu’on  auroit  ajouté 
d^unités  à la  caraétériftique  du  logarithme. 

Soit  propofé  maintenant  de  'trouver  le  nombre 
fraétionnaire,  auquel  appartient  un  logarithme  né- 
gatif— I . 552732.  J’ajouie  4 à ce  logarithme 

0 

* Cette  proportion  fuppofe  que  les  différences  des  noliw 
bres  font  proportionnelles  à celles  de  leurs  logarithmes , ce 
qui  n’eftpas  exaftement  vrai  ; mais  rculement  à j>cu-ptcs  lorf 
que  les  nombres  font  alTez  grands.  ' 'Air» 

, pour 
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pour  avoir  i • 4^7168  qui,  dans  les  tables  fe  trou- 
ve entre  le  logarithme  de  a?}  & celui  de  2.94;  j’en 
conclus  que  la  fraftion  cherchée  eft  o • 025)4  , à 
moins  d’un  dix  millième  près.  En  effet  ajouter  4 
à un  logarithme  , c’eft  rendre  le  nombre  auquel  il 
répond  10  mille  fois  plus  grand.  11  faut  donc,  dans 
le  nombre  trouvé  j féparer  quatre  décimales. 

Soit  pfopofé  de  trouver  la  racine  cubique  de  5 3 , 
à moins  d’un  millième  près.  Le  tiers  du  logarithme 
de  5 3 eft  O • 5 747  5 S , ce  logarithme  étant  cher- 
ché dans  les  tables  avec  une  caraétériftique  plus 
forte  de  3 unités,répond  à 375<>  à-peu-près  t donc  la  ra- 
cine demandée  (en  féparant  3 décimales),  eft3  -75^ 
à-peu-près.  Si  l’on  vouloir  avoir  la  puifTance  ou, 
ce  qui  revient  au  même , la  racine feptiéme  du  cube 
de  5 3 , on  multiplieroit  le  logarithme  de  5 3 par  3 , 
divifant  le  produit  par  7 , & cherchant  le  réfultat 
avec  une  caraélériftique  plus  forte  de  fept  unités  , 
l’on  fépareroit  en  fuite  7 décimales  dans  le  nombre 
trouvé.  Si  le  logarithme  ainfi  préparé  fe  trouvoic 
trop  grand  pour  être  contenu  dans  les  tables , on 
diminuetoit  fa  caraétériftique  de  quelques  unités, 
mais  enfuite  on  ajouteroit  au  nombre  trouvé  un  pa- 
reil nombre  de  o , & enfin  on  fépareroit  7 décimales. 

Si  l’on  propofoit  d’extraire  la  racine  cube  de  o • 3 x 
=0  *320;  après  avoir  trouvé  le  logarithme  de  3 20, 
je  prendrois  le  tiers  de  ce  logarithme,  que  je  cher- 
cherois  dans  les  tables  avec  une  caraélériftique  plus 
forte  de  trys  unités  , & féparant  trois  décimales  , 
j’aurois  la  racine  cube  de  3 2oj  mais  comn^e  je  veux 
la  racine  cube  de  o • 3 20  , nombie  mille  fois  plus 
petit , la  racine  trouvée  feroit  dix  fois  trop  grande  , 
il  faudroit  donc  féparer  encore  une  décimale. 

Puifque  toute  firadion  ordinaire  peut  fe  réduire 
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en  une  fradion  décimale  ( ou  exactement , ou  du 
moins  à-peu-près  de  même  valeur  ) , ainfî  que 
nous  l’avons  vu  ci-devant , ce  que  nous  venons  de 
dire  peut  s’appliquer  aux  fraCtions  ordinaires  fans 
erreur  fenfible. 

Difons  un  mot  du  complément  arithmétique.  On  appelle 
complément  arithmétique  d'un  nombre  , la  dinérencc  entre  ce 
nombre  ôc  Tunité  fuivie  d’autant  de  zéros,  qu’il  y a de  chiffres 
dans  le  nombre.  Ainfl  le  complément  aritliraétique  de  357  fe 
trouve  en  ôtant  ce  dernier  nombre  de  icoo.  11  eft  aifé  de  voir 
que , pour  avoir  ce  complément , il  lùffit  d’ôter  le  pre- 
nlier  chiffre  7 de  10 , & chacun  des  autres  de ^ , ou,  ce 

qui  revient  au  même , de  regarder  le  premier  o à droite,  — 1- 

comme  valant  10  , & chacun  des  autres  en  négli-  ^43 
géant  l’unité  ou  le  premier  chifire  de  la  gauche.  Par-là  la  fouf’ 
traélion  peut  être  changée  en  addition  : par  exemple , pour  ajou- 
ter cnfenible  les  deux  nombres  Sc  513  , & retrancher  de 
leur  fomme  les  deux  nombres  loi  ôc  31,  j’écris  les  deux  pre- 

551 

Compl.  arithm.  de 799 

Compl.  aritbiD.de 68 

1741 

miers  nombres  & le  complément  arithmétique  des  deux  der- 
niers les  uns  fous  les  autres,  prenant  la  fomme  1741  , je  retran- 
che une  unité  du  rang  des  mille , & une  du  rang  des  centaines , 
le  refte  641  eft  le  nombre  cherché.  Pour  en  voir  la  raifon  , il 
fuftit  de  remarquer  que,  fïau  Keu  de  retrancher  xoi , j’ajoute 
fqn  complément  aritnmétique , je  fais  en  même  tems  la  fouftrac- 
tionpropofée  & une  addition  de  1000  :c’eft-à-dire,d’unedixaine 
au  premier  chifirede  la  gauche  du  réfultat.  On  voitauflî  qu’eu 
ajoutant  le  complément  de  31,  onlàit  uneaugmeBtation  d’une 
dixaine  au  fécond  chiffre  du  réfultat.  Si  les  nombres  à retran- 
cher avoient  autant  de  chiffres  queleplusgrand  de  céuxdont  on 
retranche,on  voit  qu’il  faudroit  retrancher  du  premier  chiffre  de 
la'ganche  du  réfultat,aptant  d’unités  qu’on  ajoute  de  complémens 
arithmétiques  : or  pour  cela  il  n’y  a qu’à  ajouter  vers  la  gauche 


un  nombre  fufEfant  de  o , aux  nombres  qu’on  veut  retrancher. 
Parexitnple , au  lieu  de  prendre  le  complément  de  3 ^ , on  pren- 
dra celui  de  031 , q^^i  eft  p68  ; mais  dans  ce  cas  on  retranche- 
roit  deux  unités  du  premier  chiiïi'e  du  réfultat  , & Ton  auroit 
le  même  nombre  cherche  que  ci-delîiis. 

Pour  divifer  43^  par  top,  il  faudroit,en  fe  fervanr  des  logari- 
thmes, retrancher  celui  du  divifeur  de  celui  du  dividende. Au  lieu 
de  cette  opération,  j’écris  le  logarithme  de  436,  auquel  j’ajoute 
le  complément  arith-  , _ , 

métique  du  logarithme  I^g- de  43^ 

de  109.  Du  premier  7-5CM74  Co«npl.  aruhrn.  du  loga- 

chiffre  du  réfultat  s je  ^.^ozpéo  ’ 

retranche  une  unité  , ' 

le  refte  o ■ 601060  eft  le  logarithme  du  quotient  4 que  je  trou- 
ve à côté  dans  les  tables.  / 


Pour  multiplier  une  fraftioh  par  une  autre  (iraAion,  on  ajou- 
teroit  cnfemble  les  logarithmes  des  numérateurs , & les  com- 
plémens  arithmétiques  des  logarithmes  des  dénominateurs  , 
en  prenant  ces  logaâthmes  aulll-bien  que  ceux  des  numé- 
rateurs , avec  un  niénie  nombre  de  chiffres  à la  caraiftérifti- 


que  (pour  cela  011  ajoutera,  s’il  eft  néceflàire,  un  ouplulîeurs 
zéros  vers  la  gauche) , retranchant  deux  unités  du  premier  chif- 
fre à gauche  de  la  fomme , le  réfultat  donneroit  le  logarithme 
du  produit. 

Propofons-nous  maintenant  de  trouver  le  loga- 
rithme d’un  nombre  qui  excede  le  plus  grand  nom- 
bre des  tables,  que  je  fuppofe  être  10000.  Soit 
donc  propofé  le  nombre  3 15  568  a,  dont  on  de- 
mande le  logarithme.  Il  faut  retrancher  de  ce 
nombre  autant!  de  chiffres  qu’il  eft  néceflàire  , pour 
que  le  refte  fe  trouve  dans  les  tables.  Je  retran- 
che donc  3 chiffres  , ôc  le  logarithme  du  refte. 
3Z5  5 , eft  3 • 512551  J je  prends  aufli  le  lo- 
garithme da nombre  32  5<>  plus  grand  d’une  unité, 
ce  logarithme  eft  3 • 5i2ti84.  Maintenant,  ajou- 
tant autant  d’unités  aux  caraftériftiques  des  loga- 


* Pour  avoir  le  complément  arithmétique  de  a . o374a<s  logarithme 
de  109  , Je  fouftrais  a . o374aS  de  10  . 000000  , ou  ce  qui  revient  au 
même  , je  fooftnùs  aoj74ai  de  10000000  , & je  répare  enfuite  ûx 
décimalei.  ' J 
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rithmes  que  je  viens  de  trouver,  que  j’ai  féparéde 
chiffres  dans  le  nombre  propofc,  j’ai  les  logarithmes 
6 • 5iz55I,6  • 5IZ(j84,&  les  nbmbres  qui  leur' 
répondent,  font  3 1 5 5 ooo  &:  j z 5 6000  , dont  la  dif- 
férence eft  1000  ; c’eft  pourquoi  je  fais  cette  réglé 
de  trois  : la  différence  1 000  entre  les  nombres  dont 
nous  venons  de  parler,  donnant  o • 000 1 3 3 pour  dif- 
férence entre  leurs  logaritgmes , combien  68  z,  dif- 
férence entre  le  nombre  propofé  & le  nombre 
3255  000  , donnera-t-il  pour  différence  entre  leurs 
logarithmes?  ou  1000  : 0*000153  68z  x-=z 

O *000090.  J’ajoure  o * 000090  a 6 * 512551  T" 
pour  avoir  le  logarithme  du  nombre  propofé  =: 
6 • 5iz(j4I.  Cette  réglé  eft  fondée  fur  ce  que  les^ 
différences  des  nombres  font  proportionnelles  aux 
différences  des  logarithmes  , du  iDoins  à peu-près  , 
lorfque  les  nombres  font  fort  grands. 

Problème.  Trouver  U quinzième  terme  d'une  progrejfion  géoz 
métrique  a : ap  ap  * S’c.  dont  le  premier  terme  ti—xi,  & dont 
Texpofant  p=ioo.  Soit  ce  terme  = * (jedéfignerai  fon  loga- 
rithme pat  1 • * ) , n — 1 5 , nous  aurons  (3  1}  x = <t/>  " — ' j 
donc  1 ^ 1-a  P"—'  =‘l-a  -|-  {n — i )-l-p  (car  le  logari- 

thme d’une  puiflânce,  d’un  nombre  eft  égal  au  produit  de  l’etpo- 
fant  de  la  puiftance  par  le  logarithme  de  ce  nombre  )=l-ii-(- 
J4-1- 1 00.  Maisl- 100  = 1,1- 1 i=  I • o 7 9 1 8 1 ;donc  le  loga- 
rithme de  X oui  x=i  -07518  19  079 181, qui  répond 

â izoooooo  000  00b  000  000  000000  000  o,  nombre  cherché. 

DES  EQUATIONS. 

(î  3 . La  raifon  d’égalité  qui  fe  trouve  entre  deux 
quantités  , s’appelle  équation  , on  l’indique  pat  le 
ligne  = ; ainn  7-1-3  = i o eft  une  équation.  La 
quantité  qui  fe  trouve  à la  gauche  dii  ligne , fe 
nomme  le  premier  membre  deV équation^  celle  de  la 
droite  en  eft  le  fécond.  L’objet  des  équations  eft  de 
faire  connaître  la  valeur  d’une  oudé  plulieurs  quan- 
tités inconnues  qui  entrent  dans  -l’équation  : voici 
un  principe  dont  on  peut  faire  un  grand  ufage. 
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^4.  - Principe  Pondamental.  Deux  quantités 
égales  rejleront  encore  égales  j fi  on  leur  ajoute  y cm 
fi  on  en'Jhufirait  des  quantités  égales  ; Jî  on  les  mul* 
tiplie  J ou  fi  on  les  divùfe  par  des  quantités  égales  ; 
fi  on  les  cleve  à des  puîjfiances  égales  j fi  on  en  extrait 
des  racines  égales  j ou  encore  fi  l’on  change  tous  les 
fignes  de  l’une  & de  l’autre., 

Les  équations  font  du  premier  degré  , lorfque 
l’expofant  de  l’inconnue  ( en  fuppofant  qu’il  n’y  en 
a qu’une  dans  liquation)  eft  = i j elles  font  dites 
du  fécond  degré , fi  le  pl^s  graiid  expofant  de  l’in- 
connue eft  1 ; du  troifiéme  , s’il  eft  = j ; &c.  Mais 
s’il  y a plufieurs"  inconnues  , le  degré  de  l’équation 
s’eftime  par  la  plus  forte  fomme  que  peuvent  faire 
les  'expofans  des  inconnues  dans  un  meme  terme. 
Les  quantités  connues  font  ordinairement  délîgnées 

{)ar  les  premières  lettres  a,b,c,&cc.  de  l’alphabet  ; & 
es  quantités  inconnues  par  les  dernieres  ar.jyjWj&o. 
Ainfi  dans  les  équations^-Ha:=z/-^f,j  = (î-|-<t 
( qui  font  du  premier  degré)  ,x^  - — x =ea -\~ 
xxd ^xy  — y z=  ç)  qui  font  du  feCond  degré) 
les  inconnues  font  x'&  y.  < . 

• Réfoudre  les  équationSjc’eft  trouver  les  valeurs  des 
inconnues  qu’elles  contiennent  : pour  cela  s’il  n’y  a 
qu’une  équation  &"^uneinconnue,ilfautfaire«nforte 
, qué  l’inconnue  refte  feule  dans  un  membre  toutes  les 
. inconnues fe  trouvant  dans  l’autre  membre;  par  ce 
moyen  l’inconnue  deviendra  connue  , püifqu’elle 
fera  égale  à une  quantité  connue.  Soit  propofée  cette 
équation  gx  -^a  — d =f.  J’ajoute  à l’un  & à l’au- 
tre membre  la  quantité -h  & j’on  fouftrais  la 

3uanrité  aj^ce  qui  par  le  principe  fondamental  ne 
étroit  pas  l’égalité) , & j’ai  gx-^a  — d — 

/-h  d-’-'UjOU,  en  rcduifantjj’ai  Fx=/-{-rf — 

I 3 • t 
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Maintenant  je  divife  les  deux  membres  par  ^ , & 
: S* 

J al  — = , ou  AT  = . Si  I avois 

^ ^ ' 

Tcquation  d = g , je  multlplierois  l’un  & 

l’autre  membre  par  a pour  avoir  ^ad  = ag* 

ou  , en  réduifant  J bx~\-ad-=-ag,  Divifant  enfuite 
,tous  les  termes  par  le  multiplicateur  de  l’incon- 
nue X ( nous  appellerons  ce  multiplicateur  , quel 

bx 

qu’il  foit  , le  coefficient  de  l'inconnue  ) , j’ai  -- — h 
ad  az  ad  i > 

-3-  =—,  ou  AT  H — r = “7"’  l-Je-la  nous  tirons 

U b h o 

cette  réglé  générale.  Pour  faire  paffer  une  quantité 
pojîtive  ou  négative  d’un  membre  dans  un  autre  , il 
‘faut  r effacer  dans  le  membre  ou  elle  ejl  , & l'écrae 
dans  Vautre  membre  avec  un  figne  contraire  ; pour 
^dégager  une  inconnue  de  fon  coefficient  j il  faut  la 
laiffer fans  ce  coefficient,  & divifer  les  autres  termes 
de  l'équation  par  ce  coefficient.  Mais  'pota'  dégager 
une  inconnue  de  fon  divifeur , il  faut  la  laiffer  fins  ce 
divifeur  j & multiplier  les  autres  termes  de  V équation 
par  ce  divifeur. 

65.  Si  j’avois  les  deux  équations  a: y s=æ  , 
X — - 2_y  = i , je  prendrois  la  valeur  d’une  des  in- 
connues dans  l’une  des  deux  équations  précédentes, 
en  laiflfant  cette  inconnue  feule  dans  ün  membre. 
Suppofons  , par  exemple , que  je  prenne  la  valeur  de 
X dans  la  fécondé  , j’aurai  en  tranfpofant  ,x  = b 
-+•  ly  ( par  la  réglé  précédente  ).  Subftituant  b^iy 
à la  place  de  x dans  la  première  équation , il  vien- 
dra î -h  zy  -4-y  ==  a , ou  é -h  3^  = U , ou  ( en 
tranfpofant ) 3J=a  — 3,&(en  divjfant) y =5 

^ . Subftituant  cette  valeur  de  y dans  l’une  des 
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'deux  équations  données  ( il  eft  indifférent  dans 
quelle  des  deux  onfubflitue  ) ,par  exemple^  dans  la 

pftmiere  on  aura  a:-|-  ^ tianfpofant-^ — , 

''  a h \A  — a.  b 

on  trouvera  x — a — ( ) = — : — = 

î î i , 

!(*■+  b 


Si  l’on  avoir  trois  inconnues  Sc  trois  équations  , 
on  prendroit  la  valeur  d’une  de  ces  inconnues  dans 
une  des  trois  équations , & la  fuftituant  dans  les 
deux  autres  , il  en  réfulteroit  deux  équations  avec 
deux  inconnues  tout  au  plus.  Or,  par  le  moyen  de 
ces  deux  équations , l’on  trouveroit  aifément  la  va- 
leur de  ce^  inconnues  j & fubftituant  ces  valeurs 
dans  une  des  trois  équations  qui  renfermeroit  les 
trois  inconnues,  on  auroit  facilement  la  valeur  de 
la  troifiéme  inconnue.  Si  l’on  avoir  quatre  incon- 
nues & quatre  équations,  en  prenant  la  valeur  d’une 
des  inconnues  dans  la  première,  ôc  la  fublHtuant 
dans  les  trois  autres , on  auroit  tout  au  plus  trois 
équations  Sc  trois  inconnues  , dont  on  trouveroit  la 
valeur  par  le  moyen  de  ces  trois  équations.  Subf- 
cituant  cette  valeur  dans  une  des  quatre  premières 
équations  j l’on  auroit  la  valeur  de  la  quatrième 
inconnue  ; &ainli  de  fuite  pour  un  plus  grand  nom- 
d’équations  & d’inconnues. 

^ Si  i’avois  l’équation  \/Af  = a»  -f-  d,  en  élevant 
au  quatre  les  deux  membres  de  cette  équation', 

j’aurois  x=sa*  -f- Si  j’avois 
cette  autre  équation  ar*=i  j , en  prenant  les  racines 
quarrées,  j’autois  y 15  (V.len®.  jé  ) 


8=5+5.  En  effet  4- 5 x +5=' 


^ I4  ^ 
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25.  Mais  fi  j’avois  réquation  a**  -4-  lax  =3»  , 
il  fandroit  compléter  le  premier  membre  , 
c’eft  - à ' dire  , rendre  le  premier  membre  un 
quarré  parfait  , ce  qui  fe  fait  en  lui  ajoutlht- 
le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  de  x ; mais  il 
faut  faire  la  même  addition  au  fécond  membre, 
afin  que  l’égalité  ne  foit  point  détruite.  Ainfi  nous 
aurons  a*  -h  lax  -f-  a*  = j or  il  eft  vifi- 

ble  que  le  premier  membre  eft  un  quarré,  favoir  , 
celui  de  x a.  Prenant  donc  la  racine  quarrrce 
de  part  & d’autre  , j’ai  a -1-  û = + y'  , & 

en  tranfpofant, A = — ^ Siû  = 5 & ^ 

= 4 , l’on  aura  a = — 15,  oua  = — 3 

5 , ou  A = 2 & A = — 8.  Ce  qui  fait  voir  que 
toute  équation  du  fécond  degré  a deyx  racines  j 
mais  on  entend  ici  par  racines  les  valeurs  de  l’in- 
connue. Si  j’avois  l’équation  — ûa»  2û*a 
E=  ^ , je  dcgagerois  a*  de  fon  coefficient  , ce 

• qui  me  donneroit  — a^  -h  2æa  = — . En  fé- 
cond lieu  je  rendrois  a*  pofitif  en  changeant  tous 
les  lignes  de  l’équation  , ce  qui  (<>4)  ne  détruit 
point  l’égalité  , pour  avoir  -4-  a'*  — 2<za  = — 

^ y ajoutant  maintenant  de  part  & d’autre  le 

a 

qilarré  de  la  moitié  de  — , coefficient  de  a , 

c’eft -à-dire  , le  quarré  de  — a qui  eft  a*  , j’aurois 

A»  — xax  -1-  a»  = — . h <1*.  Prenant  mainte-|fc 

a 

nant  la  racine  quarrée  de  l’un  & de  l’autre  membre, 
'"b  b 

j’ai  A — r-a  =r=  ± -+-aa  ).Si— - eft  plus 

petit  que  a»  , les  deux  racines  font  réelles,  fi 


Digitized  by  Google 


Calcul. 


»37 


» , les  deux  racines  font  ima- 


aa  = — cc,  on  aura  x : 


eft  plus  grand  que  a 

ginaires  j car  foit  — 

-H  a + — cc;  or  y' — ■*  ce  eft  ( 3 (î  ) une  quantité 

b , b 

imaginaire.  Si  — = aa , alors  — • aa  — o y 

&x=-f-ai:y'o,  ou  X—  -f-aiho  ,c’.eft-à-dire, 
qu’alors  les  deux  racines  font  égalés  chacune  à la 
quantité  a. 

.66.  Faifons  maintenant  l’application  de  ce  que 
nous  venons  de  dire  à quelques  problèmes  ; mais 
auparavant  difons  un  mot  de  la  maniéré  de  mettre 
une  queftion  en  équation.  Pour  mettre  un  problème 
en  équation  , il  faut  le  traduire  en  langage  algébri- 
que -,  or  pour  cela  il  faut  exprimer,  par  le  moyen  de 
l’algebre  , les  quantités  foit  connues,  foit  incon- 
nues , qui  entrent  dans  le  problème , & les  rap- 
ports que  ces  quantités  ont  entr’elles. 

Problème  1.  Etant  donnée  la  fomme  100  de  deux 
nombres  , 6"  leur  différence  /o,  trouver  ces  deux  nom- 
bres. Soient  x le  plus  grand  de  ces  nombres  , y le 
plus  petit , a = 100 , 3 o = é.  Par  la  nature  du 
problème  nous  aurons  la  femme  x-hy  = a , ôcla. 
différence  de  ces  mêmes  nombres,  favoir,  x — y 
~b.  Si  nous  ajourons  le  premier  membre  de  la 
première  équation  avec  celui  de  la  fécondé  , le  fé- 
cond membre  de  lapremiere  avec  le  fécond  de  l’au- 
tre, ce  qui  eft  très-permis,  puifqu’on  ne  fait  qu’a- 
jouter des  quantités  égales  .à  des  quantités  égales  , 
nous  aurons  x-^y  -f-  x — y.  = a b , ouxx  =: 
a-{-  b , & ( en  divifant  les  deux  membres  de  cette 

/ • -V  ^-\-b  a . b 

équation  par  2 ) a:  = 


= Maisfî 


Qii  retranche  la  fécondé  équation  x — y — b la 
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première  x -f-y  = a,  le  premier  membre  du  pre- 
mier membre  le  fécond  du  fécond  , il  viendra  x 
y — X -h y — a — ^ ,.ou  ly  = a — b ^ ou  ( en 

divifant  par  1 ) J' = = — . C’ejl-à~ 

dire  j qu'étant  donnée  la  fomme  & la  différence  de 
deux  quantités  3 la  plus  grande  de  ces  quantités  ejl 
égale  à.  la  moitié  de  la  fomme  plus  la  moitié  de  la 
différence  , la  plus  petite  étant  égale  à la  moitié  de  la 
fomme  moins  la  moitié  de  la  différence  : ainfi  dans  le 
cas  du  problème  le  plus  grand  nombre  a:  eft  = 
-^--^=50-1-15=65,  &le  plus  petit  nombre 
y eft=i^  — -î^=  50  — 15=  35. 

Problème  IL  Pierre  3 Jean  & Jacques  ont  chacun 
un  certain  nombre  de  louis  j Pierre  & Jean  en  ont  en- 
femble  vingt  j Pierre  & Jacques  en  ont  quarante  j 
mais  Jean  & Jacques  n’en  ont  que  trente  à eux  deux. 
On  demande  le  nombre  de  louis  de  chacun  en  particu- 
lier. Soit  X la  fomme  des  louis  de  Pierre , de  Jean 
& de  Jacques.  Si  de  cette  fomme  l’on  retranche  le 
nombre  io=u,ilrefteraA: — à pour  les  louis  de  Jac- 
ques. De  même  fi  de  x on  retranche  40=3  on  aura  x 
— b pour  les  louis  de  Jeanjenfiujfi  de  a:  nous  retran- 
chons 30  = c,  nous  aurons  x — c nombre  de  louis 
de  Pierre.  Mais  ces  trois  nombres  doivent  valoir 
autant  que  la  fomme  x ; donc  nous  aurons  l’équa- 
tion (a?  — a)  -f-  {x  — b)  -4-  (x  — c)  =:Ar, 
ou  X — a -Ha;  — b-^  x — c = x,  ou  }x  — a — 
b — c = X , ou  , en  tranfpofant  , jx  x -h  a 
-\r  b c , & en  tranfpofant  éncore  3 a:  — ■ x — a 
-H  3 -H  c > ou  iAf  = û'-H  é -H  c , ou  a; 

l±±±i  = iî±iî±iî=45;  donclemmbte 

X — a des  louis  de  Jacques  fera  =4  j— ao=si  5 , le^ 
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«oifnbre  x — i des  lôüis  de  Jean  étalit  = 5 j niais 
celui  desloirisde  Pierie  , favoir» — c,  fera  = 1 51 
‘ PROBLEME  111.  Ticius  Voulant  donner  une  certaine 
fommeà  un  nombre  déterminé  de  pauvres remarqué 
quil  lui  manquoit  S fols  pour  que  chacun  en  reçût  j ; 
mais  il  a remarqué  aujft  quil  en  avoit  j de  refle^s’il  fe 
xontentoit  d'en  donner  2 à.  chacun.  On  demande  le 
nombre  de  fols  & celui'des  pauvres  ? Soir  x le  nom- 
bre des  pauvres  ; puifqu’en  voulant  donner  3 fols 
â chacun  , il  en  manque  8 , le  nombre  des  fols  efl: 
'donc  ^x  — 8 j mais  à caufe  qu’en  donnant  1 fols  à 
chaque  pauvre  , il  y èn  a 3 de  refte , le  nombre  des 
fols  eft  évidemment  za:  -h  3 ; donc  — 8 ==  zar 
J ; tranfpofant  — 8 dans  le  fécond  membre  de 
ix  dans  le  premier,  il  vient  3a.-  — za  = -f-  i i,ou 
a:  = 1 1 . Il  y avoit  donc  1 1 pauvres  j & par  confe- 
quent  le  nombre  de  fols  zar  + 3 efl:  = z 5 . 

Problème  IV.  Un  chien  voit  partir  un  lievre  à 
100  toifes  de  dijlancê  , on  demande  à quel  point  il  le 
prendra  : on  fait  feulement  quil  parcourt  trois  toifé's 
dans  le  tems  que  le  lievre  en  parcourt  deux.  Soit  a 
=i  100,  m=  3,  n = z,  a:  le  chemin  que  fera  lè 
lievre  avant  d’être  pris  j il  eft  vifible  que  le  chemin 
que  doit  faire  le  chien  eft  û-1-  a:.  D’un  autre  côté 
le  diemln  que  fait  le  chiendoitêtre  à celuique  fait 
le  lievre  dans  le  meme  tems,  comme  la  vîteflé  du 
chien  eft  a celle  du  lievre  , ou  comme  m\  n \ donc 
X \ X ::  m \ n\  de.  Qn  faifant  le  produit  des 
extrêmes  & celui  de  moyens  , mx  = na-\-nx,  ou 

mx  — nx  = na  y & en  divifant,ar  = , c’eft- 

. m — n 

à^ire  , que  le  chemin  que  doit  faire  le  lievre  avant 
d’être  pris  , eft  égal  an  produit  de  la  diftance  qui 
• s’eft  trouvée  au  coinmencement  de  la  courfe  entré 
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lui  & le  chien , multipliée  par  la  vîtelTe  du  lievre, 
en  divifant  ce  produit  par  la  différence  des  vîteflTes. 

Ainfi  dans  le  cas  fuppofé  le  lievre  fera  pris  après 

avoir  parcouru  le  chemin  x = 

^ m — n 

toi  fes. 

Si  on  fuppofoit  m — n , il  eft  vifible  que  le  chien 
ne  pouroit  jamais  atteindre  le  lievre  , à plus  forte 
railon  cela  arriveroit  fi  m étoic  plus  petit  que  n. 

Problème  V.  Un  pere  ayant  le  triple  de  l’âge  de 
fon  fils  s'en  chagrinoit  j le  fils  pour  le  confoler  lui 
dit  : cher  pere , attende'^  encore  20  ans , 6 vous  naure^ 
que  le  double  de  montage.  On  demande  l’âge  du  pere 
& celui  du  fils.  Soit  a = 10  y x l’âge  du  fils  j donc , 
par  la  nature  du  problème  , l’âge  du  pere  qui  doit 
etre  triple  de  celui  du  fils  , fera  3 a;  ; au  bout  de  20 
ans , celui  du  fils  fera  x -h  tt , &c  celui  du  pere  }x 
-4-  a ; mais  alors  celui  du  pere  doit  être  double  de 
celui  du  fils  : donc  3^  -4-  a = 2 fois  (x+æ)  = ix 
-h2<z.  On  a donc  l’équation  :^x-\-a=ix-\-ia.  En 
tranfpofant  a dans  le  fécond  membre  , & 2at  dans 
le  premier,  on  trouve  3 a:  — 2a;=  2<z  — a,o\xx 
= a =5  20  ; ainfi  le  fils  avoir  20  ans  , & le  pere 
60.  En  effet  dans  20  ans  l’âge  du  fils  fera  40’ , & 
celui  du  pere  80  , double  de  celui  du  fils. 

Problème  Vï.  Un  pere  faifdnt  fon  tefiament  veut 
que  l'aîné  de  fes  fils  reçoive  laoo  liv.  & le  ^ du  refie  ; 
le  fécond  2000  liv.  & le  du  refie  ; le  troifiéme  30^0 
liv.  & le  ^ du  refie  3 & ainfi  de  fuite.  On  demande 
le  nombre  des  enfans  , la  part  de  chacun  & le  bien  du 
pere , on  fait  feulement  que  les  enfans  recevront  au- 
tant l'un  que  l'autre.  Soit  x le  bien  du  pere,  a = 
iOQQ  liv.  Lorfque  l’aîné  aura  pris  looo  liv.  le  refte 
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du  bien  fera  x — * , dont  le  ~ fera 
té  à <z  , donnera  — — ^ -4-  a = 


7 

X — a 


, qui,  ajou- 
7« 


* — <*  + 7'*  x+6a  , ^ 

= , part  de  1 ame.  Otant  cette 

7 7 ^ 

• / 1 ^ 7^  ^ 

quantité  de  a-,1  on  aura  AT = xxx 

— — — , relie  du  bien  du  pere , le  premier  fils  par- 
tagé. Le  fécond  doit  prendre  la  fur  ce  relie,  & de 
plus  le  I du  relie.  Otant  donc  za  de  — ;;; — , on  a 


— ia 


za  ■■ 


6x — 6a — 14a 


. Le  I de 

/ 

cette  derniere  quantité  ell  — ; divifé  par  7,  ou 


6x — zoa 


49 


. Ajoutant  za  l’on  aura  la  part  du  fécond  = 


6x — 10a  fSa-j-6x — loa  ysa-f-6x 


iaH =' ^ = ^ — . Mais 

49  49  49 

la  portion  du  premier  doit  être  égale  à celle  du  fe-' 


cond.  Donc 


. Multipliant  les  deux 


T • 

membres  de  l’équation  par  7 X 7 & rcduifant , 
l’on  a 7Jf -l-4Zfl=  78a -4- (jat.  Tranfpofant  42a 
du  premier  membre  dans  le  fécond  & 6x  du  fe-  • 
cond  dans  le  premier  , il  vient  yx  — 6x  — 78a  — 
42a  , ou  a;=  3<>a  = 36000  liv.  bien  du  pere.  Le 
premier  fils  prend  1000  liv.  & le  | du  relie,  c’ell- 
a-dire  1000  îiv.  -t-  '■'^°°  liv.  ou  1000  liv.  -H  5000 
1.  =;  6000  1.  ; donc  la  part  du  premier  & celle  de- 
chacun  des  autres  ell  6000  liv.  Diyifant  le  bien. 
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du  pere  3<jooo  liv.  par  une  des  portions  = <jaoo 
liv.  , le  quotient  6 fera  connoîne  le  nombre  des 
enfans.  , 

Problème  VIL  Quel  ejt lé  "nombre  qui  multiplié 
par  10  donne  Je  tiers  de  fon  quçirré  ? Soit  *•  ce  mem- 
bre, <z  = 1 o;  i = 3 _ On  aura  par  la  nature  du  pro- 

blcme,  ûar=— . Multipliant  l’un  & l’autre  nom- 
bre par  A,  & divifant  par  x,  on  trouve  ah=x=io. 

Problème  VIII.  Partager  s en  deux  part'us  en- 
forte  que  le  quotient  de  la  plus  grande  par  la  plus  peti- 
te foit—f.  Suppofant  0=5,  x la  plus  grande  pairie, 
a — X fera  la  plus  petite.  Par  la  luture  du  problè- 
me — - — = û:  donc  ( en  ôtant  la  fraétion  ) x=a  X 

a — X 

{a — a:)  = a* — ax.  Tranfpofant  — ax  dans  le  pre- 
mier membre,  il  vient  x -+-  ax=a^y  ou  x X ( i 


= û*  5 donc  X = J - • Pour  avoir  la  fécondé  par- 
tie a — JC, je  fubftitue  la  valeur  de  ar,ce  qui  me  don- 

+ a — a'-  ,,  .. 

ne  û = ( en  reduilant  a en  une 

ij-f- 1 a-\-i 

fraèlion  , dont  le  dénominateur  foie  a -h  i ) = 


• donc  la  première  partie 


X f 


8c  la  fécondé 


= 7.  On  voit  donc  que  dans  tous  les  cas  femblablesr 
on  trouvera  la  plus  grande  des  deux  parties  en  dir 
vifant  le  quatre  du  nombre  propofé  par  ce  nombre 
lui-mème  augmenté  de  l’unité , & la  plus  petite  en. 
divifant  lè  nombre  propofé  par  ce  nombre  augmenté 
de  l’imité. 


Problème  IX.  Si  l'on  doublait  le  nombre,  dermes 


J difoit  un  bonhomme,  f en  donnkrois  j , ce 
qui  fut  fait  j on  continua  de  mêthc  jtfqtt  àla  j 
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me  fois  quil  ne  lui  rejla  rien.  Q^uel  était  le  nombre 
de  fes  écus  ? Soit  x le  nombre  cherché , en  dou- 
blant l’on  aura  ix , d’où  ôtant  3 , il  reliera  ix — 3. 
En  doublant  ce  premier  relie,  & ôtant  3 , il  vien- 
dra ^x  — 6 — 3 = 4a:  — 9.  Doublant  encore  &c 
# ôtant  3,  il  vient  enfin  8x — 18  — 3,  ou8x — 21 
qui , par  la  nature  du  problème  , doit  être  = o j 
donc  8a-  — 2 1 = O , qu  ( en  tranfpofant)  8a;  = 2 1 

& ( endivifant)  a:  = 2 -f-  7 J c’ell-à-dire  qu’il 

avoir  2écus&  jd’unécUjCe  qu’il  ell  facile  de  vérifier. 

Problème  X.  Un  oncle  du  à fon  neveu  j fai  dans 
ma  main  un  certain  ntÊBàre  d’écus  que  je  te  donnerai^ 
fi  tu  devine  combien  ifj  en  a.  Le  quarré  de  ce  nombre 
* — 4 fois  ce  nombre  ejl  =/.  Soit  x le  nombre  cherché, 
fon  quarré  fera  ar*  , le  quadruple  de  ce  nombre 
fera  4a;.  On  aura  donc  — 4a;  = 5 . Prenant  le 
quarré  de  la  moitié  du  coefficient  de  a:  ( 65  ) & l’a- 
joutant départ  & d’autre,  j’aurai  a*  — 4a  -|-  4 = 

5 -1-4  = 9.  Prenant  la  racine  de  l’un  5c  de  l’autre 
membre  , j’ai  a — i = o — ~l~  3 . 5c  ( en 

tranfpofant  ) a = 2 + 3 , c’ell-  à-dire,  a = 5 , 5c ‘ 
a = — 1 . Il  ell  évident  que  la  première  racine  don- 
ne lafolution  du  problème  dans  le  fens  qu’il  ellpro- 

f>ofé  3 car  le  quarré  de  5 , moins  4 fois  5 eft=5 . Mais 
a fécondé  racine  — i réfout  cette  quellion  impli- 
citement renfermée  dans  l’équation  , qu’elle  eft  le 
nombre  négatif  dont  le  quadruple  étant  retranché 
de  ce  nombre  , le  réfui  tac  fera  5.  Si  l’on  avoir  de-  . 
mandé  que  le  relie  fût  = — ^13  , on  auroic  trouvé 
a<=  2 zt  ( — 13  -1-  4 ) , ou  a=  1 zh  \/  — 9* 

La  racine  de  — 9 étant  imaginaire  ; puifqu’il  n’y 
a ai^cun  nômbre  qui , multiplié  par  lui-même  , 
puillè  donner  -3-  9 (car-+-  3 x -H  3 = + 9 ==?  — . J 
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X — 5)>  il  s’enfuit  que  le  problème  eftimpoflible. 
Mais  on  eft  cenfé  avoir  réfolu  un  problème,  quand 
on  a démontré  qu’il  eft  impolîîble. 

Problème  XI.  Etant  données  deux  quantités ^ en 
trouver  une  troijiéme  qui  fait  en  proportion  harmoni-  ^ 
que  avec  les  deux  premières.  Soient  ^ les  quan- 
tités données , & x la  quantité  cherchée.  Par  la 
nature  de  la  proportion  harnaonique  ( 40  ) la  diffé- 
rence de  la  première  quantité  à la  fécondé  doit  être 
à la  différence  de  la  fécondé  à la  troifléme  , comme 
la  première  eft  à la  troifiéme  ; donc  a — b : b — 

X II  u:ar,fiefta^^j  mais  fi  les  quantités  vont 
en  augmentant , l’on  a b —Wm  I a:  — b il  a l x. 
Donc  en  prenant  le  produit  des  extrêmes  & celui  ^ 
des  moyens  , on  aura  dans  le  premier  cas  ax  — bx 
= ab  — ax  , 8c  dans  le  fécond  bx  — ax—ax  — 
ab  : mais  l’une  & l’autre  é^ation  donne  lax  — bx 
ab  ,6c  en  divifant  les  deux  membres  par  la  — b, 

ab 

on  trouvera  x = 

14  — b 

Si  les  deux  nombres  a 6c  b font  4 & «j  , le  nom- 
bre cherché  x fera  = ^ = 12.  Siii  = 35  6c  b = 
ai  , on  trouvera  a;  = 15.  On  continueroit  une 
progreflion  harmonique,  dont  on  connoîtroit  les 
2 premiers  termes  , en  cherchant  d’abord  le  troifié- 
me,&  enfiiite  le  quatriéme,par  le  moyen  du  fécond 
& du  troifiéme, & ainfi  de  fuite.  On  trouvera  même 
que  fi  on  divife  fucceflivement  une  même  quantité 
a par  les  termes  d’une  progreflion  arithmétique 


, tt  a 

^ b-b  4-  id6cc.  Les  quotients  —,  - — - , 

• ■*  b b-\-d 


; , &c.  feront  en  progreflion  harmonique. 


— f 

4^oblemeXII.  Etant  donnée  la  fomme  de  deux 

nombres 


1 

I 
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nombres  avec  leur  produit  y trouver  ces  nombres.  Soir  U 
fomme  des  nombres  = a,  leur  différence  = x ; le 

plus  grand  fera* — h -7  , & le  plus  petit — 

( problème  I ).  Leur  produit  étant  fuppofé  = A , 

nous  aurons = ^ i donc  <z*  — a'^  =4^» 

4 4. 

— 4^  = AT*  , prenant  les  racines  & tranfpo- 
fant,  il  vient  x =î:  — 4^»  ).  Si  <z  = 14  & 

^ = 48  , on  aura  at  = 1 , & les  deux  nombres 

feront  7 -f-  i & 7 — i , c’eft  à-dire,  8 & Si<z  = 
4 & ^ = 5 , on  aura  a — Hh  \f  — 4 j quantité 
imaginaire  qui  fait  voir  qu’il  ne  peut  y avoir  deux 
nombres  réels, dont  la  fomme  foit  4 & le  produit  5. 

Problème  XIII.  Un  Marchand  ayant  placé  100000  livres 
dans  un  commerce  où  il  perd , a trouvé  la  fécondé  année  fort 
argent  diminué  des  ~ du  total  de  ce  qu'il  était  après  la  pre- 
mière année  , on  demande  à combien  pour  100  fe  monte  la 

perte  par  an.  Soit  100000  liv. 


■•a,  ~ B , Sc  X le  nom- 

, . 

bre  cherché.  En  faifant  cette  proportion  100:  ioo-t-*::<j:æ>; 

•i — = X ( I — ce  quatrième  terme  exprimera 

ce  que  devient  la  fomme  après  la  première  année.  Si  l’on  fâlc 

. , X . 100 — X 

maintenant  100  : 100  — x::a  (ï 1 : X « x 

'■  leo/  — 


EX  (l 


100 


)( 


ICOi 

X 

)- 


100 


100 


■n  X 


(loo — a)’ 
10000 


100  ^A 
100 

-=  <z  X 7-,— ^ en  faifant  d ~ i oo  , la  quantité  a x 

exprimera  ce  qui  devient  la  fortune  a apres  la  leçon  Je 
année.  Mais  par  la  nature  du  problème  , cette  quantité  ell 
égale  à tf  X diminué  de  b , c’eft-à-dire , qu’on 

U — x) 


a l’équation  a X 

Tome  /. 


100 

^d- 


■ a X 


d 

K* 


B , ou 
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ad’’- -iadx-\-o  ad~ax — hd 


( eu  réduisant  h en 


firaAion  ) ' 


add — tdx  — bdd 
''  dd~ 


(en  multipliant  le  nomcrateur 


& le  dénominateur  par  d , ce  qui  évidemment  ne  change  point 
la  valeur  de  la  fradion).  Donc  ôtant  le  divifeur  commun  ddfCt 

2ui  ne  peut  altérer  l’égalité , tranlpoGmt  tous  les  termes  af- 
:dés  de  * dans  le  premier  membre  & tons  les  autres  dans  le 
lêcond,  on  aura  uxjic  — radx-^adx  — add  — add  — bdd=^ 
bdd  ; donc  réduilàht  le  premier  membre  & divlfanr  par  a , 

x^—dx=a — . Ajoutant  de  part  & d’autre  le  quar- 

fé  de  la  moitié  du  coefficient  de  * , on  a — d * + 

— j-  — ; & prenant  les  racines  de  part  & 


d’autre,  X ±; 


bdd  . dd 


t-  —,  & en  tranlpofant , 


V 


I 6a 
1 5<a 


-±  -X 
Z t 


ou  en  re- 


X X 

mettant  les  nombres  à la  place  des  lettres, x = fo  ± jo 

50  — 30 


* X5  x^x^^' 


-f.  Donc  X 


50  + 30  = 80,  & X 
>0.  Àinfi  il  y a deux  foltitidns , c’eft-à-dire,  que  la  fomme  pou- 
lÉôît  perdre  80  pour  100, ou  feulement  lo  *.  Mais  fi  l’on  fup- 

pofoit  A=| , on  trouveroit  x = 50  ±:  50  | , quan- 

tité irnaçlnaite,  c’eft  à-dire,  que  les  deux  valeurs  de  x feroieiit 
imaginaires.  II  eft  donc  impoffible  que  la  fomme  foit  altérée 

* Dans  le  fécond  cas  la  Ibmme  devient  8000 1.  après  la  pre- 
mière année , & ^4000  1.  après  la  'fécondé  3 mais  80000 1. 

léooo  1.  =>  80000  — Dans  le  premier  cas  la  fomme  de- 
vient loooa  liv.  à la  première  année  , & xoooo  1.  — — 
4000  liv.  i la  lêconde  année.  ^ ^ 
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d'une  année  d l’autre  dans  une  proponion  qui  foit  telle  que 
. de  la  pieniiete  à la  fécondé  anode  , la  diminution  foit  le 
tiers  du  total.  En  effet  lorfque  dans  une  équation  du  fécond 
degré  l’on  trouve  poin  réfultat  des  quantités  imaginaires,  c’cft 
une  marque  le  problème  eft  impoffiblek  ' 

Problème  XIV.  Dtux  fources  coulant  uniforme-» 
ment  y ont  rempli  un  beffin  de  ço  muidsy  la  première 
en  coulant  pendant  j jours  & la  fecoiide  pendant 

5 jours.  Les  mêmes  fontaines  ont  rempli  un  bajfin  de 
64.  muids  J la  première  en  coulant  pendant  2 jours 

6 la  fécondé  pendant  4^  quelle  eft  la  dépenfe  de 
chacune  par  jour  > Soit  a:  la  dépenfe  journalière  de 
la  première,  y celle  de  la  fécondé.  Par  la  première 
condition  du  problème  l’on  a jj^=£)o  , & 

f)ar  la  fécondé  conJlrion  Tranfpo- 

ant  ^ dans  cette  fécondé  équation , il  vient  ix 

^4  , ou  à:  =:  — . T ranlpofant  ^y  dans 

la  première  équation,  on  trouvera  zx=:  90 « v 

8c  x = — - — ,8t  en  fiibftituant  dans  cette  derniere 

équation  la  valeur  de  .r  trouvée  dans  la  fécondé  , 

1 on  a — Otant  les  fradions  , il 

vient  I pi  — 1 ==  1 80  — I oj' , ou  ( en  tranf- 
pofant  ) I pi  — ^ 1 8os==  i iy  — ^ i oy , Ou  1 1 =tet  zy 
y=^  ^ =ü  6.  SublHtuant  cette  valeur  de  y dans 
Une  des  valeurs  de  x déjà  trouvées  , dan^l^r- 

niere  j par  exemple  , l’on  a 
90 }0 


— ao  j donc  zo.  G’eft-.à-dire . 

J ^ 

que  la  première  fournit  io  muids  d’eau  par  jour, 
& la  fécondé  6. 

Si  1 onfuppofoit  queia  première  coulant  pendant 

Ki 
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PROBLEME  XV.  Trouver  deux  nombres 
tels  ifke  le  plus  petit  étant  retranché  du  plus 
grand  j il  rejle  / & que  le  quotient  du  plus  grand 
par  le  plus  petit  j fait  aujjï  = /.  Soit  — 5 , x le 
plus  grand , y le  plus  petit  nombre  cherché.  Par  la 
première  condition  du  problème  x — y =z=  a , 

X 

par  la  fécondé  — ==  <z  ; donc  x = ay.  Subftituant 

cette  valeur  de  x dans  la  première  équation  , l’on 
aura  ay — y = a , ou  {a — i ) Xy  = a , ou_y  = 

- ^ ■.  Subftituant  la  valeur  de  y dans  l’équation  — 

a 

= û OU  X =-a  X y y on  trouvera  x — a x 

, a — I 

~ j donc  y ■='-  Sc  X = ^ ; &*parce  que  a 


peut  défigner  toutes  fortes  de  nonjbres  , il  eft  évi- 
dent en  général  que  pour  trouver  deu5^  nombres 
tels  que  la  différence  du  plus  grand  au  plus  petit 
foit  égale  à un  nombre  quelconque  donné  , & que 
le  quotient  du  plus  grand  par  le  plus  petit  foitaulîi 
égal  au  même  nombre  donné , il  faut  prendre  pour 
le  plus  grand  nombre  le  quarré  du  nombre  donné 
dfvifé  parce  même  nombre  diminué  de  l’unité , & 
pour  le  plus  petit  nombre  , le  nombre  donné,  di- 
vifé  par  ce  nombre  diminué  de  l’unité. 

Problème.  XVI.  On  demande  deux  nombres  x6’y 
tels  que  le  plus  petit  y foit- au  plus  grand  comme  1 î 7> 
<5*  que  le  quotient  du  plus  grand  par  le  plus  petit  foit 
î=  lou  Par  la  première  condition  1 : 7 II  y x \ 
donc  ( en  faifant  le  produit  des  extrêmes  & celui 

des  moyens  ) ix^yy  osx  x — —.  Par  la  fe- 

. . X ^ 

çonde  condition  — =10  , oua:  = loy  , lubfti- 
/ ^ 

K5 
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tuant  cette  valeur  de  x dans  l’équation  ix~  ~jy  y 

OU  plutôt  dans  l’équation  x — -^y  l’on  a i oj<'  = 

&en  ôtant  la  fraétion,2o^=  7_y;&  en  divifant 

les  1 membres  de  .l’équation  par  y y i o = 7 , ce  qui 
eft  abfurde  ; ainfi  le  problème  eft  impoflible.  En 
général  toutes  les  fois  qu’on  parvient  à une  équa- 
tion abforde  , on  eft  sûr  que  le  problème  propofc 
eft  impoflible  , pourvu  que  d’ailleurs  on  ait  bien 
exprimé  algébriquement  les  conditions  du  problè- 
me , & que  l’on  n’ait  pas  fait  de  faute  dans  la  fuite 
des  opérations  qui  ont  conduit  à une  équation  ab- 
furde. Au  refte  on  eft  cenfé  avoir  réfolu  un  problê- 
nie , lorfqu’on  a fait  voir  qu’il  eft  impoflible. 

Problème  XVII.  On  veut  mêler  enfemhle  du  vin 

4 i fols  & du  vin  à ix  fols  la  bouteille  j poar  avoir 

un  mélange  à 10  fols  la  bouteille  j eombten  doit-on 

prendre  de  chacun  de  ces  vins  pour  jo  bouteilles  du 

mélange  .'‘Soit  ç:?=:50,a==ii,A  = 8,c  = 10, & 

X ce  qu’il  faut  prendre  du  vin  le  plus  cher  ; donc  q 

— X fera  ce  qu’il  faut  prendre  du  vin  le  moins 

cher.  En  multipliant  le  prix  a par  le  nombre  des 

bouteilles  x , <?j:exprimera  la  valeur  du  vin  le  plus 

cher;  par  la  même  railbn  bq  — bx  fera  k valeur 

du  fécond  vin.  Et  parce  que  ces  deux  valeurs  prifes 

enfemble  doivent  valoir  autant  que  j o bouteilles 

du  mélange,  c’eft-à-dire  fois  10  f.  =*=  on 

aura  ax  fr  bq  —r  bx  = cq  y ou  ( en  tranfpofant  ) 

ax  — bx  =cq  — ^bq  y ou  x X ( a — b)  q X 

( c — b) , ou  ( en  divifant  par  a — b ) x=i  q X 

U-b)  ..  ^ (‘  — b) 

f Amli  q — xs=tq—qx  — 


a 


-qh — qt-^bq  qa  — qe 


a — A 

’{a  — c) 

q X -.quantité 
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du  vin  au  plus  bas  prix.'  L’on  aura  donc  a:  = 3 o X 


(10  — 8) 


: ^ = 1 5 . De  même  q X 


{“  -0 

-= ^ — -= = 1 ^ . LVC  lïlClUC 

IX  — 8 

fe  réduit  à 1 5 , c'eft-à-dire  , qu’on  doit  prendre 
15  bouteilles'de  chaque  efpece  de  vin. 

Remarque  1.  De  l’équation*  x = q X^ 

- . a — O 

on  tire  a — b \ c — b \\  q \ x.  Et  faifant  =y  la 
quantité  du  vin  ou  autre  marchandife  au  plus  bas 

(<»  — c) 

prix,  nous  aurons  ^X ~=y  yôc  a — b’.a  — 

cWq'.y.  Donc  fî  on  propofe  de  faire  un  mélange 
de  zo  livres  à 30  f.  la  livre,  avec  du  cafFé  à 50  f.  & 
du  cafFé  à 1 1 f. , je  dirai  la  différence  du  plus  haut 
prix  au  plus  bas  prix , eft  à la  difFcrence  du  moyen 
prix  ( c’eft-à-dire  , du  prix  du  mélange)  au  plus  bas 
prix , comme  la  quantité  du  mélange  à la  quantité  du 
cafFé  à 50  f.,  ou  38: 18  ::  zoIa:  = = 9 , 

ôtant  cette  quantité  de  20 , on  aura  la  quantité  qu’il 
faut  prendre  du  cafFé  à 1 1 f.  qu’on  peut  auffi  trou- 
ver par  la  proportion  a — b : a — c’,  \ q y qui 
dans  ce  cas  devient  38  : 20  ::  20  : = ~ = io 

•+•  T^-  C’eft-à-dire , qu’on  doit  prendre  9 livres 
& ^ de  livre  du  premier  cafFé  , & 10  livres  + ~ 
de  livre  du  cafFé  à 1 2 fols. 

Remarque  II.  Si  on  donnoit  la  quantité  d’une 
des  marchandifes  qui  doivent  entrer  dans  le  mé- 
lange avec  la  quantité  du  mélange  , l’on  trouveroit 
facilement  ce  qu’on  doit  prendre  de  l’autre  marchan- 
dife,en  ôtant  de  la  quantité  qui  repréfente  la  quan- 

tité du  mélange,  la  quantité  que  l’on  prend  de  la  pre- 
mière marchandife.  Mais  fi  on  demandoit  de  faire 
un  mélange  qui  contînt , par  exemple  , 10  mefures 
de  vin  à io  f.  la  mefure , 8c  qu’on  proposât  de  uou- 

K4  * 
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ver  combien  il  faudroit  de  mefures  à 30  f.  pour 
avoir  un  mêlante  à 1 5 f.  la  mefure  ; on  cherche- 
roit  par  le  Problème  précédent  combien  il  faudroit 
prendre  du  vin  à 10  f.  & du  vin  à 30  f.  pour  un 
certain  nombre  de  mefures  à volonté , pour  4 , par 
exemple  ; ori  trouveroit  qu’il  faut  prendre  3 mefu- 
res du  premier  vin  & i du  fécond , après  quoi 
l’on  feroit  cette  réglé  de, trois  : trois  mefures  de 
vin  à 1 0 f.  répondent  à 4 mefures  du  mélange  , à 
combien  de  mefures  du  mélange  répondront  10 
mefures  à lof.  ,ou3  :4::io  ; = 

c’eft-à-dire  , que  le  mélange  feroit  de  1 3 bou- 
teilles & 7 , dont  I o du  vin  à i o f.  & par  confé- 
quent  3 7 du  vin  à’3  0 f. 

Remarque  III,  Si  l’on  donnoit  la  quantité  du 
mélange  , la  quantité  & le  prix  de  chacune  des 
marchandifes  qui  entrent  dans  le  mélange , on  trou- 
Veroit  le’ prix  du  mélange  en  divifant  la  fomme  des 
prix  de  toutes  les  marchandifes  qui  entrent  dans  le 
mélange  par  le  nombre  des  mefures  du  mélange. 
Ainfi  ïî.ron  demande  combien  vaudra  la  mefure 
d’un  mélange  de  3 o mefures  de  vin  , dont  i z à 
I liv,  lo  f.-,  10  à I liv.  & 8 à 5 f.  Le  prix  des  iz 
premières  ell  =18  liv. , le  prix  des  i o fécondés  eft 
ï=!  10  liv.  & celui  des  8 dernieres  eft  ==  z liv.  La 
fomme  donne  30  liv.  j donc  le  prix  du  mélange 
= 7I  = I liv. , ce  qui  eft  évident. 

Problème  XVllI.  D'un  Tonneau  qui  contient  \oo  bouteil- 
les de  vin  , j en  tire  une  & je  remets  urk  bouteille  d’eau  , jo 
tire  de  ntçrne  une  fécondé  bouteille  & je  remets  autant  eleau  & 
ainfi  de  fuite , on  demande  combien  il  r^era  de  virt  dans  le 
tonneau  quand  on  aura  thè  de  cette  maniéré  un  certain  nombre  de 
bouieiUes exemple-,  ^obouteilles.  Soh<z=»  100  bouteilles, 
' b — 1 bouteille,  d — bouteilles  & «le  nombre  cherché. 

Après  "avoir  tiré  la  première  bouteille  de  vin , il  reftedaps  ie 

•r 
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•tonneau  la  quantité  de  vin  c — é,  après  la  fécondé  bouteille 
il  refte  , après  la  troiliéme  bouteille  il  relie 

& après  le  nombre  des  bouteilles  r , il  relie  . EnefTeC 

. a”  ' 

la  mefure  b que  l’on  puife  la  fécondé  fois  n’eli  pas  de  vin  pur  \ 

^ Cl  ) 

elle  n’en  contient  que  ^ ; donc  cette  mefure  i 

I b • (a  — b)  ! ^ [a — b)  ^ 

en  contiendra — — ,«(<* — b) — b- lera  ce 

•\  il  H 

qui  relie  de  vin  après  la  fécondé  bouteille  ; or  cette  quantité 
fe  réduit  à [ ^ ^ ].  La  troilîéme  bouteille  b ne  doit  donc 

, (a  — J 

b X ' — ; — : donc  ce 
fl  a'- 

qui  reliera  de  vin  après  la  troilîéme  bouteille  fera  

(fl— !>)*  (fl— A)’  „ , , , . "rr  , 

— ~ . tn  general  apres  avoir  puni  le 


’•  J ■ ^ 

contenir  de  vin  que ^ — J 


— A X 


(a  — A)" 

nombre  n de  bouteilles, il  doit  relierune  quantité  de  vin' 

— d (parfuppolîtion).  Comme  la  quantité  n inconnue  fe  trouve 
être  un  expolânt , il  faut  avoir  recours  aux  logarithmes  : ainfî 


nous  aurons  L • [ 


(fl-A)“ 


] ==  L • ( L délîgne  le  logarithme 


de  la  quantité  qui  eli  à fa  droite  ) , ou  parce  que  le  logarithme  du 

3uotientfe  trouve  en  ôtant  le  logarithme  du  divifeurde  celui  du 
ividende,  ainlique  nous  l’avons  dit  ci- deffiis  en  parlant  des  lo- 
garithmes, & que  celui  de  la  ptiillance  d’une  quantité  fe  trou- 
ve en  multipliant  le  logarithme  de  cette  quantité  par  l’expofant 
de  la  puilfance  , nous  aurons  L • (a  — A )"  — _L  • a" — * ■= 
h.  • d , ou/iL-(fl  — A)  — (a  — i)  L - fl=L-ié,ou 
nL-(fl  — A)  — nL  • fl-|-L-  a t=  L • </ , ou  ( en  tranfpo- 
lànt  )L  - fl  — L • d — n ["L  • a — L-*(fl  — ^)]>  donc 

, ....  , L ■ fl  — L • d • L • loo  — L • î'o 

( en  dmlanr  j ^ ^ 


— "■  >-OU  . »»T<ÏT  U . ( 0.4  I r.  s.  — “ r — 1 » 

c’eft- à-dire  qu’il  reliera  environ  69  bouteilles  de  vin , quand 
on  aura  puife  f o bouteilles. 

Pour  favoii  combien  de  vin  contiendra  la  cinquantième  bou- 


L-  fl- 

1 ■ 000000  — 


-L(fl— A) 


L • 100 — L 99 

.0,0  10  _ ^ peu  près. 
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téille  , par  exemple , il  fatidloic  fupjsofcrn  = 4P  , & l’erpTef- 
iharcjuéfoit  alors  ce  qui  refte  dd  vin  dans  le  ton- 
neau après  la  quarante-neuvième  bouteille.  Faifant  donc  cette 
proportion,  la  capacité  iod  du  tonneau  eft  au  vin  reliant, 
comme  (a  bouteille  qu’on  puifè  eÜ  à la  quailtitéde  vin  que  cetté 

, . , • {a — 1>Y  , b (a—6Y 

boatellle  ddit  eonteliit  ; oua  : ' b : — X ^ 

^ ’ a”—'  a a—' 

= X (u  — i)*  = *,  on  apar  les  logarithmes,  L • 

nL  - (a  — b)  — n L ■ a = L-x,  ou  ( parce  que  L • i = 0 
ainfi  qne  nous  l’avons  dit  en  parlant  des  logarishmes  ) o -f- 
4çL  p9 — 4S L ioo==L‘jt,o(J — o>  Il  j88^— L x.Pour  avoir 
lenombre  fraéiionnaire  qui  répond  à ce  logarithme  négatif,  j’a- 
joute trois  unités  à fa  caraéiériliique  ( c’eft  comme  li  j’ajoutois 
à ce  logarithme  3 000000  ).  Cherchant  donc  le  nouveau  loga- 
garithme  i 786  1 1 f , je  trouve  que  le  nombre  le  plus  appro- 
chant auquel  i!  répond  cli  éi  1 ; donc  (à  caufe  des  trois  unités 
ajoutées  à la  caraétérjftique  ) o • 6 1 1 exprime  ce  que  la  cinquan- 
tième bouteille  contient  de  vin  à très-peu-pres. 

Problème  XIX.  Un  ufurler  prête  laoo  liv.  à condition 
qu'on  lui  en  payera  L'intérêt  compojé,  c'efi- à-dire,  non-feulement 
l'intérêt , mais  encore  tes  intérêts  dés  intérêts  , à raifon  de  4 
pour  100  par  an.  Au  bout  d'un  cettaih  iems  f emprunteur  h'aydrit 
rien  payé , fe  libéré  en  donnant  1 800  liv.  On  demande  combien 
<C années  fe  font  écoutcei  depuis  l’emprunt.  Soit /la  fommé 
cfnpruntéc , r l’intcrct  ftmple , c’eft-à-dire  , le  nombre  pat  le- 
quel il  faut  multiplier  la  fomme  pour  avoir  l’intérêt  de  la  pre- 
mière année  , il  eft  vilible  que  cet  intérêt  fera  r f , & que  la 
fomme  qu’exigera  l’flfurier  ait  bout  de  cette  année  eft  / -f- 
rf=f-  (i-f-r).  Parla  même  ra’tfon  lafomnie  exigée  au  bout 
de  la  feconde,année  fera/-  (i  -|>-r)  ■ ( i -f  r ) =/•  ( i -j-'')*- 
Au  bouc  de  la  troifiéulc  annéecette  fomme  deviendra /(t  -{-/■)* 
& en  général  au  bout  d’uis  iiornbfe  n d’innées  , cette  fbm/ne 
fera  • / ( r -{-/■)-.  Si  donc  on  fait  cette  fomtne  égale  à!  d,  on 
aitra  /•  ( 1 = dÿ  donc  en  délîgnain  pai  L le  logarithme, 

il  eft  vifiblc  que  l’on  aura  L • / ( i -f-r}’’  =*  L • d,(  car  le* 
quantités  égales  doivent  avoir  des  logarithmes  égaux  )_;  donc 
( parce  que  Ifl  logarithme  d’un  produit  eft  égal  à la  fomme  des 
logarithmes  du  multiplicande  & du  multiplicateur,  & que  celui 
d’une  puilTance  d’une  quanché  eft  égal  au  produit  de  l’expafànt 
de  cette  quantité  par  le  logarithme  de  cette  même  quantité  ) 
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L-/’+L-(i  -\-r  = ou  L-i£=L-  /+L- 

;=!,./■  + n - L-f  I +r)  ; d’oii  l’on  tire  L-i  — L-/=«x 
' •'  £,.</ L-  f 

L - enfin  n = i— ^ ^ prenant  dans  lès 

tables  les  Ipgarithmes'de  d,  de  de  ( i -f"'"  ) , & fâilknt  les 
opérations  qu’indique  la  formule  , on  trouvera  le  nombre  des 
années  n.  Nous  avons  d—  rSoo,  & L-<£=i  3 • 

1000,  L • /==  3 000Q00,  L-a'— L-y=o-2j<[r73ir=-j|j, 
i+r==^,L(.  +0  =0.  01 2^03 3.  Divifant  donC_ 
0-133  î73)P*r  O ■ 0 1 703  3 , on  a T 3 à peu  de  cbofe  près.  Ainfî 
on  dira  qu’il  y a i s années  depuis  l’emprunt.  Si  nous  regardons 
fucceffivement  les  quantités  y , r,  n,  Comme  inconnues  l’équa- 
tion /■(i-f-r)”  ■=</, donnera /= 


( 


■ry 

d 


& d-- 


= /•  (l+r)» 

d 


la  même  équation  donne(  I -\~r )"  = —^,t  -f-r=  y/ 

**  d ' t ^ ^ 

r = y'  [ -J-)  — I . Formules  par  lefquelles  on  réfoudra-Ia  plû-^ 

part  des  queftions  qu’on  peut  faire  finies  intérêts  compofés. 

Problème  XX.  Il  y a lôooo  hommes  daiisnne  viUe  doût 
la  population  va  en  angrttentant  dans  un  ràfport  eonflanl , au 
bout  d'un  certain  tetns  tpar  exemple,  au  bout  de  1 3 ans  la  po- 
pulation eft  de  10000  homt^s  , on  demande  facroijlernent  an- 
nuel Soit  J 0000  — a,  10000  ==  b , n=  i 3 , * le  nombre  des 
habitans  à la  fin  de  la  première  année.  Donc  fi  ou  fait  a : x t: 

X : — , on  aura  évidetriraenf  le  nombre  des  habitans  après  les 
a 

deux  prenûeres  années;  Se.  fàifan:  enfuitc  « : * àiûi  4®-- 

tetme  — on  aura  le  noaihrcd’horiunes  à la  fin  de  la  troifiéme 
a ^ ^ 

année.  Ei^énéral  indiquera  le  nombre  d’habitant 

après  le  nombre  n d’années."  Failant  donc  ce  nombre  J, 


en 


aura r =*=  A *"  = 

I 


a”— 'i,L-a:"=L-a'’~">A,  otHi-Tu-x 

Mais 


•=(n — i) , L(- 4 “F"  1* ' b,Se\j'X 

L-a  = 4,  L-i=4  - 30fo3  (en  s’en  tehantà  3 déqitnales);donc 
L • y=*°"’°'°’-r;-4.  oioo687,logaritIime  qui  répond  à 1 047 1, 
Si  de  ce  nombre  l’on  retranche  looooy  on  aura  471  pour  l’ac- 
^roij(rement  de  la  première  année  , ce  qui  ne  donne  pas  la  ~ 
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Î»ar«e  du  tout.  Ainfi  raccroinement  annuel  eft  plus  petit  .que 
a partie  de  loooo. 

Problème  XXI.  Si  le  nombre  a des  habitant  d'une  ville  aug- 
mente tous  Us  ans  de  la  trentième  partie  , quel  fera  ce  nombre 
au  bout  dun  fiécle  ? Après  la  première  année  ce  nombre  fera 


évidemment  fl = =a(^).  Si  l’on  fait  a : 

<»  (p)  " fl  ( ji)  : a (H)’  , on  aura  le  nombre  des  habitans 
après  la  fécondé  année  , ^ en  général  après  le  nombre  n d’an- 
nées , ce  nombre  fera-a  ( jr  )”•  En  faifan:  a = i ©o , nous  zw- 
rons  a = x, nombre  cherché; donc L a -f-  loo.L  • {{|) 

=L'X;  mais  L |^=L-3i — L- 30=0-014140435  (en  em- 
ployant les  tables  d’UIacq  ).  Si  donc  on  fuppofe  a~  1 00000  , 
nous  aurons  Lx  = d - 41^10+35,  & x = 1654874.  Tel  l?ra  le 
nombre  des  habitans  après  100  ans  , en  fuppofant  qu’il  ait  été 
de  1 00000  au  commencement  du  hecle. 


Problème  XXII.  Le  monde  ayant  été  peuplé' après  le 
déluge  par  fix  perfonnes  , les  trois  enfans  de  No'è  & leurs 
femmes , de  quelle  partie  a dû  croître  le  genre  humain , pour 
qu'il  y ait  eu  un  million  d hommes  après  loo  ans.  Soit  n cette 
partie  ; Après  la  première  année  le  nombre  des  hommes  au*- 

roit  été  ( fans  y comprendre  Noc  ) = 6 — — — 6 ( i -| — ^ ) 
. . • ” ” ' 
(^-^ti.),&auboutdeiooansilauraété6  = 

1 000000  par  fuppofition  ; donc  —I—  = ( ^ ° °; jonc 

L.  = 1 rh  (î-»i8487)  = 

O • 0161051,  logarithme  qui  répond  au  nombre  fôoàooô 
— ; ôtant  les  fraéüons , tranipofant  & réduifa^,  il  vient 


xoooooo  = 6156;  - n,  & enfin  a = = 16  à-peu- 

près.  Ainfi  l’accroiflèment  annuel  auroit  été  d’un  de  la  po- 
pulation , ce  que  la  fanté  robufte  & la  longue  vié  des  hommes 
de  ce  tems-là  rendent  très-poflîblc.  ^ 

Probl.  XXIII.  quelli  puijfance  foMt-il  élever  le 
nombre  i o=a  pour  le  rendre  égal  au  nombre  b.  Soit 
y l’expofant  cherché,on  aura  a’  =*  A,  L • =s=L  , 
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on  demande  à 


oiiy‘I^a=:L‘i>oujy  = J- — . Si 

quelle  puilTance  on  doit  élever  le  nombre  i o pour 

le  rendre  é^al  à loooo  , nous  auronsj^=  ~ £— °°=a 

7 = 4.  Ainfi  en  élevant  10  à la  quatrième  puiffànce, 
on  aura  1 0000. 

Problème  XXIV.  ffuû  chtvaux  ont  mangé  en  7 ftmaines 
Us  herbes  d'un  pré  de  4 arpens  *,  tant  celles  qui  éepienccrûes,  que 
celles  qui  ont  dû  croître  pendant  que  les  chevaux  paijfoient  i 
9 chevaux  ont  mangé  de  la  même  manière  celles  d’un  pré  de  j 
arpens  en  8 femaines.  Combien  faut-il  ^e  chtvaux  pour  manger, 
félon  les  mimes  conditions,  Us  herbes  d’un  pré  de  t arpens  en  1 1 
femaines  } Avznide  palTerplus  loin,  ndhs  prévenons  que  lafblu- 
tion  que  nous  allons  donner  'par  une  méchodedontnousnefom- 
mes  pas  les  inventeurs  ) n’eft  pas  bien  cxaéle  , pour  les  raifons 
que  nous  dirons  bientôt;  cependant  comme  elle  eftingenieufe, 
nous  croyons  devoir  la  rapporter.  Je  fais  le  nombre  des  cli«- 
vaux  qui  ont  mange  les  herbes  du  premier  pré  = a = 8 , le 
nombre  des  femaines  qu’ils"ont  employé  à manger  ces  herbef 
*=c  , l’étendue  du  premier  pré  ou  4 arpens  ~ b , 9 = d ,e 
= y , f—  8 ( je  déligne  les  8 femaines  employées  par  les 
9 chevaux  pour  manger  les  herbes  du  fécond  pré  , pâr/  & 
non  par  a , afin  de  rendre  la  folution  générale  ) , g = 6 ,'k  =• 
Il , & le  nombre  de  chevaux  cherché  = x.  Cela  pofé,  imagi- 
nons que  les^hevaux  qui  mangent  les  herbes  de  chaque  pré 
font  partagés  en  deux  bandes  , dont  l’une  mange  l’herbe  con- 
tenue au  premier  inllant  dans  chaque  pré,  & l’autre  mange  l’her- 
be qui  croît  pendant  que  les  chevaux  paiffem.  Soity  la  pre- 
mière bande  du  premier  pré  ; la  fécondé  fera  a — y.  Si  nous 
làifons  ^ ç la  première  bande  des  chevaux  du  fécond  pré  ^ la 
féconde  fera  d — & fi  la  première  bande  des  chevaux  du 
troifiéme  pré  eft— / , la  fécondé  feri  x — t. 

Cette  uippofition  ( que  je  ferai  voir  un  peu  plus  bas  n’être 
pas  exaéle)  ^e  fois  admife  , il  eil  clair  que  les  premières  ban 


♦ L’arpent , fuivanc  l’Ordonnance  de  1669  pour  lea  Eaux  Sc  Forêts  , 
eft  de  100  perches  quarrccs  , la  perche  étant  iuppofée  de  as  pieds  mais 
on  ne  fuit  pat  pat  tout  cette  inefure.  * ' ' 
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des  des  chevaux  font  entr’elles  comme  les  étendues  des  prés 
( dans  lefquels  on  fuppofe  la  quantité  d'herbe  en  faifon  des 
furfaces]  divifées  par  les  teins  correfpondans.  Car  il  eftvili- 
ble  que  li  l’on  a deux  quantités  d’herbes , l’une  de  1 1 , l’autre  de 
48  quinteaux,  & que  iix  chevaux  puiiîen:  manger  la  première 
quantité  dans  4 jours,  11  Chevaux  mangeront  la  fécondé  quan- 
tité dans  8 jours  , & les  premiers  chevaux  feront  aux  féconds 
comme  ^ 3 : 6 ::  d : ii.Revenantdoneànotrepro- 

blêmc,  BOUS  aurons  ces  deux  proportionsy  : 3; 

b e . ^ . 

t La  première  en  égalant  le  produit  des  extrêmes 

à celui  des  moyens, donne  -^jr-  = — ^ , ou  c • cy  —bf  - [ 

équation  que  je  défigne*rai  par  I.  La  fécondé  proportion  don- 
nera l’équation  c gy  =J>h  t que  je  défigne  par  H. 

Les  fécondés  bandes  a — y,  d — 3;,* — c,  qui  mangent 
journellement  les  herbes  qui  croifTent  pendant  que  les  chevaux 
paillent  font  entr’elles  comme  les  étendues  des  prés  , parce  que 
pous  fuppofons  que  les  herbes  ( tant  celles  qui  étoient  d’abord 
dans  les  prés,  que  celles  qui  répouflent  à chaque  inllant  à pro- 
portion que  les  chevaux  pailTent  ) croiflent  uniformément  dans 
tous  les  prés  , & proportionnellement  à leur  étendue.  Nous 
avons  donc  les  deux  proportions  a — y '■  d — ç ;;  b : eÿa  — 
y : X — t ::  b ■■  Defquelles  en  égalant  le  produit  des  extrê- 
mes à celui  des  moyens  , il  cft  aifé  de  tirer  les  deux  équations 
ac—ey=bd  — ( que  je  déligne  par  III  ),Sca^ — gy^bx 

— bc(  que  jedélîgne  par IV), les  équations  I & Il  donnent  j => 

~TT  > ^ — "TT'*  Subftituant  la  valeur  de  ç dans  l’équation  IIÎ, 
oj  oh  * 

nous  trouverons  y = Cette  valeur  de  y étant  fiibf- 

tîtuée  dans  l’équation  r =3-^1,  il  vient  r 

oh  bn  (/e  — ce) 

la  meme  valeur  de  y fubftituée  dans  l’équation  r = donne 

ce{afe~bdf)  „ , 

î 1— • Mettons  les  valeurs  de  ii&  de  t dans 

bj  [fe  — ce).  ^ 

l’équation  IV  , & nous  trouverons  après  les  opérations  ordinal* 

f A ) + bdfe  • ( h c)  r,  n- 

rcs , * ; — ■ -T-  -,  7^ i»  Sulhtuant  main- 

iek  (/  — cj 
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tenant  les  valeurs  numériques  de  a , é,  c,  d,e,f,  p,  h,  il 
vient  * t=  8.  ain(i  le  nombre  des  chevauz  cherché  eft  8,  fi  la  mé- 
thode qu’on  vient  d’employer  eft  exaéie. 

Mais  nous  avons  fuppofé  que  les  herbes  des  trois  prés  croifi- 
foient  uniformément  & proportionnellement  à l’étendue  de  ces 
prés  pendant  que  les  chevaux  paifToient , fuppofitiou qu’on  ne 
lauroir  admettre  } car  il  n’y  a pas- d’apparence  que  l’hcrbc  qui  a 
€ pouces , par  exemple  , croilTe  en  grofleur  & en  longueur 
comme  celle  qui  en  a 8 , ou  3 , ou  f , &c.  D’autre  cdté  félon 
que  le  tems  eft  plus  ou  moins  favorable  les  herbes  croilTent 
plus  ou  moins  dans  un  jour,  dans  une  heure,  &c.  De  forte 
qu’il  pourroit  arriver  que  les  chevaux  qui  fufiîfoient  pour  man- 
ger la  quantité  d’herbe  qui  étoit  ciûe  hier  dans  un  pré  d’une  cer- 
taine étendue,  ne  fuffiroient  pas  pour  manger  dans  le  même 
efpace  de  tems  l’herbe  qui  pourra  croître  demain  dans  le  même 
pré.  11  eft  donc  vifîble  qu’on  ne  doit  pas  regarder  la  folution 
que  nous  venons  de  donner  comme  bien  rigoureufe , & il  n’ar- 
rive que  trop  fouvent  que  les  Géomètres  donnent  des  folu- 
tions  faulTes  de  certains  problèmes,  parce  qu’ils  partent  des 
principes  peu  exafts  , & quils  n’ont  pas  bien  approfondis  : 
cela  peut  arriver  bien  facilement  â ceux  qui  n’ont  pas  fait  une 
certaine  étude  de  la  métaphyfique  , & delaphyfique. 

DES'  P liOBLEMES  JNDÊTERMJNÉS , 

. Sèmidéterminès  <5*  flus  que  Déterminés. 


C-j.  Les  problèmes  déterminés  font  ceux  pour 
folution  defquels  il  y a autant  d’équations  que  d’in- 
connues. Tels  font  les  problèmes  que  nous  avons 
réfolusjufqu’ici.  On  appelle  problème  indéterminé , 
un  proolême  pour  la  folution  duquel  il  y a moins 
d’équations  que  d’inconnues  , pareeque,  pour  U 
réfoudre , il  eft  néceftaire  de  déterminer  Irbitrai^ 
rement  une  ou  plufieurs  inconnues.  Si  ^ por'é»;em~ 
le  J on  demandoit  deux  nombres  x &c  y ^ dont  1% 
fomme  fut  10,  l’on  auroit  l’équation  x^y  =;  10, 
ou  ar  = 10  — y.  Pour  réfoudre  ce  problème , fqp- 
pofons  y = 9 , afin  d’avoir  4;  ==;  i p — 9 = i . Si 
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l’on  fuppofe  y ^ 8 , l’on  aura  x=  i.  En  ^.énéral 
on  voit  que  ce  problème  a une  infinité  de  folutions: 
car  on  peut  fuppofer^  égal  à un  nombre  négatif  ou 
pofitif , entier  ou  fraétionnaire  5 de  forte  que  l’on 
peut  faire  une  infinité  de  fuppofitions  arbitraires. 
Mais  fi  l’on  exigeoit  que  les  deux  nombres  x Sc  y 
fufient  entiers  & pofitifs  , il  eft  évident  qu’il  n’y 
auroit  que  9 folutions  pofibles  , 8c  qu’on  pourroit 
feulement  fuppoferj'  = 4,5,6,  7,8,  9.  Dans 

le  cas  où  l’on  ajoute  des  conditions  aux  problè- 
mes indéterminés  ( ces  conditions  peuvent  quel- 
que fois  rendre  le  nombre  des  folutions  déterminé, 
ou  faire  voir  que  dans  certains  cas  le  problème  n’a 
point  de  folution  ) , ces  problèmes  prennent  le 
nom  de  fémi-déurminés.  Si  le  nombre  des  équa- 
tions d’un  problème  furpafle  celui  des  inconnues , 
le  problème  eft  plus  que  déterminé  Ik  la  folution 
en  eft  fouvent  impoflible  , tel  feroit  celui  ci  : trou- 
ver deux  nombres  x ôc  y , dont  la  fomme  = 8 , la 
différence  = z&le  produit=  1 1.  On  aura  donc  res 
trois  équations , x ^-y  = 8 , a:  — y = z , xy  =. 
iz.  La  fécondé  donne  x = z-k- y \ cette  valeur  de 
X fubftituée  dans  la  première  donne  z -+-y-hy  = 
8 , ou  Z -h  zj  = 8 , ou  z^  = 8 — 1 = 6,  Scy 
— J.  Subftituant  cette  valeur  de_y  dans  la  fécondé, 
l’on  ax  — 3 = z,  ouac=55  donc  xy  = ^ X i 
= 15.  Mais  xy  doit  être  = iz  , par  la  troifiéme 
condition  ; donc  le  problème  eft  impolTible.  Si  l’on 
avoir  exigé  que  le  produit  des  nombres  cherchés 
fût  I 5 , la  folution  du  problème  auroit  été  poftible; 
mais  cette  troifiéme  condition  qui  fuit  des  deux 
«premières  auroit  été  fuperflue.  On  connoît  qu’il  y 
a des  conditions  fuperflues  exprimées  par  les  équa- 
tions, lorfqu’on  parvient  à une  équation  identique  , 

c’eft-à-dire  ,* 
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c’eft-à-dire  , à une  équation  telle  que  les  quantités 
qui  compolent  le  premier  membre,  font  les  mênj<^s* 
que  celles  qui  compofent  le  fécond.  Par  exemple , 
dans  le  problème  ci-delTus  nous  avons  x — 8 , 

X — y = 1 y &c  fuppofant  que  la  troifiéme  condi- 
tion exige  que:cj'foit=  1 5, nous  aurons  par  les  deux 
premières  équations,a:  = 5 , & y = 3 j ces  valeurs 
fubftituées  dans  la  troifiéme  xy  = 1 5 , donnent  1 5 
= 15.  La  raifon  en  ell  que  les  conditions  identi- 
ques doivent  donner  des  exprelllons  identiques, 
comme  les  conditions  difFér en  ces  donnent  des  ex- 
preflions  différentes.  En  général  il  y aura  autant  d’é- 
quations identiques  qu’onaura  employé  d’équations 
inutiles.  Lorfque  dans  la  folution  d’un  problème  , 
après  avoir  rempli  toutes  les  conditions , l’on  arrive 
à une  équation  identique  , c’eft  une  marque  que 
toutes  les  quantités  du  genre  de  celles  dont  oh  parle, 
ont  les  conditions  requifes  , & que  c’eft  un  théorè- 
me & non  un  problème  qu’on  propofe.  Suppofons  , • 
par  exemple  , que  dans  la  férié  des  nombres  natu- 
rels I , 2 , 5 , '4  , 5 , &c.  on  demande  quatre  nom- 
bres de  fuite  , tels  que  la  fomme  des  extrêmes  foit 
égale  à celle  des  moyens.  Appelions  ces  nombres 
5 î > P j par  la  nature  de  la  férié  , ar  H-  1 —y , 
y-f-i  = par  la  condition  du  pro- 

blème ytjc  P ■=y  -+■  î j par  les  deux  premières 
équations  ^ x 1 \ \ par  celle-ci  & la  troifiéme , 

X I ■=  p.  Subftituant  dans  la  quatrième  les  v.a- 
leurs  de  y , ï , /» , il  vient  ix-{-  ix-{-  ^ , 

équation  identique  qui  fait  voir  que  quatre  nom- 
bres quelconques  fucceffifs  de  la  férié  1,2,3 
font  toujours  tels  que  la  fomme  des  extrêmes  eft 
égale  à la  fomme  des  moyens  : ainfi  c’eft  un  théorème 
Sc  non  un  problème. 

Tome  /.  L 
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Si  l’on  parvient  à une  équation  identique  , fans 
avoir  exprimé  toutes  les  conditions  du  problème , 
c’êft  une  marque  d’erreur  , ou  que  l’on  a pris  une 
condition  fuperflue,  &c  obmis  quelque  condition 
nccelfaire.  On  peut  encore  remarquer  que  les  con- 
ditions fuperflues  peuvent  faire  paroître  un  problè- 
me déterminé,  quoique  réellement  il  foit  indéter- 
miné. Par  exemple  , qu’on  demande  quatre  nom- 
bres x^y  U dont  la  fçmme  des  moyens  foit 
égaie  à celle  des  extrêmes  , que  celle  des  extrêmes 
foit  5 , & le  triple  de  celle  des  moyens  15.  Par  la 
première  condition  x u par  la  fécondé 

& la  première  ar  -h  « = 5 ; par  la  troi- 

fiéme  jy 15-  Nous  avons  autant  d’équa- 
. tions  que  d’inconnues,  & l’on  pourroit  croire  le  I 
problème  déterminé  ; mais  fi  dans  la  première 
équation,  à la  place  du  premier  & du  fécond  mem- 
bre , on  fuftitue  leurs  valeurs  prifes  dans  les  autres 
0 équations  , il  vient  5 = 5.  De  même  fi  dans  la 

3uatricme  on  fubftitue  la  valeur  de  -H  prife 
ans  la  fécondé , on  aura  15  = ij.  Ainfi  il  y a 
quelque  condition  fuperflue  , &c  en  effet  celle-ci 
^ -f-  = 5 fuit  évidemment  de  -h  u=-y  -f-  , 

6c  de  X -h  « = 5 ; de  même  3^-  3 = 15  fuit  de 

w=jy-|-  :f,&de  x-)ru  = 5,  Et  parte  qu’il  n’y 
a aucun  moyen  de  trouver  deux  autres  équations 
réellement  différentes,  le  problème  eft  indéterminé. 

Il  faut  donc  faire  beaucoup  d’attention,  afin  de 
trouver  les  équations  néceffàires  pour  la  fblution 
d’un  problème,  fans  en  introduire  de  fuperflues. 

Dans  les  problèmes  fémi-déterminés  que  nous 
allons  réfoadre , nous  fuppoferons  à l’égard  de  ceux 
du  premier  degré  , qu’on  demande  des  nombres 
entiers  & pofitifs. 
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Problème  I.  On  demande  deux  nombres  x , y , 
tels  que  fx  — 5 y = 9.  Donc  3.V  — 9 = y 

= — — n , qui  doit  être  un  nombre  entier  & po- 

ficif  ; ainfi  3Jr^9&jf^3,  autrement  y feroit 
négatif.  En  fécond  lieu  pour  que  y foit  un  nombre 
entier,  il  faut  que  — 9 foit  exaélement  divifible 
par  5 ; mais  parce  que  les  feuls  nombres  terminés 
en  O , on  en  5 , font  divifibles  par  5 , il  faut  que 
5 JC  — 9 foit  un  nombre  terminé  en  o ou  en  5 3 or 
pour  que  — 9 foit  terminé  en  o , il  eft  nécef- 
faire  que  foit  terminé  en  9, & pour  que  3X — 9 foit 

terminé  en  5 , 3 x doit  être  termine  eii43defor te  qu’au- 
cun nombre  ne  peut  être  .admis  pour  la  valeur  de  x 
excepté  ceux  qui,  multipliés  par  3,  fe  terminent  en 
9 ou  en  41.  Ainfi  le  plus  petit  poflible  eft  8 , vien- 
nent enfuite  1 3 , i8,&c.  auxquels  répondent9/  = 
3 , , 9 , &c.  comme  on  le  voit  x—S  . 

dans  la  table.  On  peut  remarquer  i 3 
que  les  nombres  qui  repréfentent  iS 
X,  forment  une  progrelîion  ar ithmé-  1 3 

tique  dont  la  différence  eft  5 3 &c. 

mais  la  différence  de  laprogreftiondes  nombres  qui 
repréfentent^ , eft  feulement  3 3 de  forte  qu’en 
continuant  les  deux  progrelîions  à l’infini,  l’on  aura 
une  infinité  de  folutions.  Si  l’on  prend  1 3 pour  x , 
on  prendra  pour  y la  valeur  correfpondante  6 , & 
l’on  aura  ^x  — 59^=  39  — 30=9.  Si  l’on  fup- 
pofe  jf  = 1 8 , il  faudra  prendre  9 pour  la  valeur  de 
y,  & l’on  aura  de  même  3 AT  — 5^  = 54  — 45=» 
9 , & ainfi  de  fuite. 

Problème  II.  On  demande  deux  nombres  x & y 
tels  que  le  triple  du  premier  joint  au  double  du  fécond 
donne  20  , ou  tels  que  3X  -+•  i/  = io.  Donc  x = 

La 


J'  — 3 
C 

9 

iz 

&c. 
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Pour  que  x foie  entier  & pofîtif  il  faut 
que  zo  >•  & ioy>  y.  De  même  il  faut  que 

— î*  r • * 

V <C.  7 i autrement  J'  = — - — ne  lauroit  etre  un 

nombre  entier  & pofitif.  L’équation  x = — — 

fe  réduit  à celle-ci  x = 6-\ = 6 -h  i X 

Pour  que  la  fradion  donne  un  entier , en 

} 

fuppofant^y  lo.  Il  cft  facile  de  voir  que  y ne 
peut  avoir  d’autres  valeurs  que  7,  4 & 1,  auxquelles 
répondent  les  valeurs  de  ar  = z , 4 , <j.*On  peut  re- 
marquer-qu’il  importe  peu  que  le  nombre  entier 
qui  doit  refultet  de  la  fraétion , foit 
négatif,  pourvu  que  y ne  paffe  pas  y=j  x=i 
les  limites  preferites.  Ici,  par  exem-  4 4 

pie  J y ne  doit  pas  être  au-delTous  de  i 6 

I , ni  au-deflTus  de  9. 

Problème  III.  On  demande  deux  nombres  x 6*  y 

tels  que  5 jx  = 7<î  -i-  597-  Donc  x — — . 

Parce  que  l’un  & l’autre  terme  de  la  fraftifcn  peut 
être  divifé  par  le  dénominateur , on  aura  en  faifant 

cette divifîon*,  x — x + vH Voyons 

^ 3J 

maintenant  fi  les  termes  du  numérateur  n’ont  pas 
un  fadeur  commun  , ils  en  ont  un  = z : ainfi  ré- 

vduifant  la  fradion  , nous  aurons  — Fai- 
I,,  , 33 

f^nt  ■— — - = P , nombre  entier  ; le  double  de 

3 } •*  ^ 

cette  fradion  fera  auflî  un  nombre  entier.  Nous  ap- 
pellerons fractions  réduites  les  fradions  pures  ( ce 
font  celles  quon  ne  peut  plus  réduire  ) dans  lef- 
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quelles  les  ternies  du  numérateur  font  premiers 
entr’eux.  De  l’équatioa  — p ,on  tire  y = 


■ IJ 

7P~  S 


-,  ou  en  réduifant  la  fraélion,  y—ip 


15 


. Faifons  maintenant  — — - =:  q nombre 


entier , on  trouvera  p = 


1} 

M?4-  f 


, & en  réduifant 


la  fradion,/?  = q-\^  lilLl.  Suppofons  ^ — 

r nombre  entier , on  aura  q=zr  — ~I.  .Soit  enfin 

6 


= t ( nombre  entier  ) : donc  r — ç = r & 

r = f.  Cette  équation  donne  pour  r un  nom- 
bre entier,  puifque  t par  fupp>ofition  eftun  nombre 
entier.  En  rétrogradant  nous  aVons  q = y t ^ ^ p 
= lo,  y = $i  f-t-z'5.  Cette  valeur  de  y 

étant  fubftituée  dans  l’équation  x = — ~^^^^donne 

, . . J3 

■*;  ==  47-h  5 9 ^ » équation  qui  fait  voir  qu’en  fubf- 
tituant  à la  place  de  t un  nombre  entier  pofitif , x 
fera  toujours  un  nombre  entier  pofitif.  Si  l’on  fiip- 
pofe  f = 1 , 106  fera  le  plus  petit  nombre  qui  puifie 
repréfenter  x. 

Suppofons  æ=s5,</=ijjC=3j}  la  pre- 
mière fradion  réduite  devient  p = . Si  l’on 

fait  attention  à la  fuite  des  opérations  précédentes  , 
on  pourra  voir  dans  quel  cas  on  peut  uibftituer  des 
valeurs  de  y qui  rendent  x entier  & pofitif  ; car 
dans  la  nouvelle  fradion  qui  réfulte  de  la  première 
on  divife  c par  d(  drepréfentele  coefficient  de  l’in- 
connue > P»  &c.  dans  chaque  fradion  réduite  , & 
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c le  dénominateur  de  chaque  fraélion  réduite  ) , & 
l’on  a pour  relie  une  nouvelle  fraélion  réduite  , 
dans  laquelle  on  divife  encore  c par  d , premier 
relie,  enliiite  celui-ci  par  le  fécond  relie,  &c.  ( On 
entend  ici  par  relie  le  m#ltiplicareur  de  l’inconnue 
dans  la  fraélion  réduite  ).  Si  d & c font  premiers 
entr’eux  , on  doit  arriver  à la  fin  à un  relie  égal  à 
l’unité  ( 14.  ) \ ce  qui  étant  fait,  l’on  a ce  que  l’on 
cherche.  Car  faifant  la  derniere  fraélion  égale. à une 
nouvelle  inconnue  , on  pourra  alfigner  à cette  in- 
connue une  valeur  en  nombres  entiers  & polîtifs. 
Mais  ü d Ôc  c ne  font  pas  premiers,  il  ell  impofli- 
ble  d’arriver  à un  relie  = i.  Soit  la  fraélion  réduite 

^ a ^ d étant  premier?  enrr’eux , d(S%c  iH 

l’étant  pas.  Suppofons  que  leur  divifeur  coitimim 
foit  n , il  cil  clair  qutî  n ne  divifera  pas  a , autre- 
ment a de  d ne  feroient  pas  premiers  entr’eux.  Fai- 
fons  d = nf,  c = ng  , notre  fraélion  deviendra 

a -f-  nfy  , a /•  , , 

- = p’y  donc h/y  ( nombre  en- 

. . . 

tier  ) , & parce  que  /y  ell  aullî  un  nombre  entier  , 


— feroit  un  nombre  entier  & a feroit  divilible 
n 

par  n , c^  qui  eft  impollible  ; donc,  &c.  En  effet 
fnppofons  la  fraélion  réduite  — dans  laquelle 
d Sc  c , c’ell-à-dire  i i & jj  ne  font  pas  premiers 


entr’eux.  Faifons 





îî 


P y donc  y = 3 ’/»  — 


mais  y ôc  /» étant  des  nombres  entiers,  il  ell  évi- 
dent que  cette  équation  ne  peut  jamais  avoir  lieu. 
On  peut  donc  connoître  par-là  dans  quel  cas  une 
fraélion  réduite  pcnt,ou  ne  peut  pas  être  un  entier. 


Digitii::by  Google 


C A L C U L. 


en  fuppofant  entier , ou  dans  quel  cas  la  méthode 
préccciente  peut  rcuflir. 

Problème  VI.  Un  Cuifinitr  a acheté  des  perdrix 
& des  lapins  ; il  a payé  chaque  perdrix  fols  j Cj- 

chaque  lapin  20  fols.  Il  fe  trouve  qqe  les  lapins  lui  ‘ 
ont  toûté  7 fols  de  plus  que  les  perdrix  j combien 
a-t-il  acheté  de  perdrix  6‘  de  lapins  ? Suppofons  que 
X eft  le  nombre  des  lapins  , & que^  défigne  ce.'iii 
des  perdrix.  Par  la  nature  du  problème  on  aura 

20;.=  5.y+7. 

lO  LO 

r=  V + r ( en  fàifant  la  fraction  = r)  ; donc  2 or 

10J-— 7.  ?r^7 

= II  jK-t-7,  ^y.=  -f;-  = r-^r—^  = r 
-+./ j donci  i/=i)  r — y,ôcre=  =/+ 

fl  • ^ • 

=f-hrjainCiç)t  = if-\-j^  Scf=~‘  ^ ^ 
= 4 f -h  ^ = 4f-f-H.  ^=5  y=3 


^=5 

C’eft  pourquoi  la  = f — 7,  & 

'="-T7  i do.K/=4'-t-  58 

a — 9a -t- , r=/-4-f  = ^ 

1 1 a-f- 5 5 5 r-h/'=  10a 

-+-'>3  nombre  des  perdrix;  & _ ° o, ? 

I I O OCC#  Ow  t*  • 

a:  =y+r=  3 ia-4- 98  nom- 
bre des  lapii^s.  Il  eft  vifible  que  plus  petites  va- 
leurs poûtives  de  ar  & dey  le  rrouvent  en  faifant  a 
=s  — 3 ; celles  qui  font  plus  grandes  fe  fuivent  en 
progreftîon  arithmétique  comme  le  fait  voir  la  tabl  e. 

’ Problème.  Un  orfevre  a trois  lingots  d’or  j le  pre- 
mier contient  7 onces  d’or  par  marc  y le  fécond  5 { , 
& le  troifiéme  4 ^ ; il  veut  faire  un  alliage  de 
j O marcs  j,  de  maniéré  que  le  marc  de  cet  alliage  ton- 

^ 3 
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tienne  Jix  onces  d'or.  Comment  doit-il  s'y  prendre  ? 

. Qu’il  prenneAT  marcs  du  premier  lingor,y  marcs  du 
fécond, & marcs  du  troiliéme,pour  avoir  i°.  l’équa- 
tion •v-f-jK+p=3o;  i“.  il  eft  vifihle  que  7X-{-^  '-y 
exprimera  la  quantité  d’or  qui  doit  fe  trou- 
ver dans  l’alliage,  c’eft-à-dire,  3 omis  (î  onces  d’or, 
ou  180  onces  3 donc  yx  -|-  j -H  4 î î ,1 80. 
multipliant  la  première  équation  par  9 & la  re- 
tranchant enfuite  de  celle-ci  multipliée  par  2 , il 
vient  5X  -p-  2y  = 90  j d’où  l’on  tire  y = 90  — • 

5X,  y = 45  — — = 45  — su  , en  faifant  ~=u. 

Mais  ^ = 30  — X -w-  y:  donc  ^ = 3 a — 153  ainfi 
U doit  être  plus  grand  que  4 , & plus  petit  que  i o. 
Cependant  il  ne  peut  pas  être  = 5 autrement 
feroit  = o , il  ne  peut  pas  non  plus  être  = ^ , 
pafce  que  dans  ce  cas^  (eroit  o 3 de  forte  que 
le  problème  admet  les  îblution s qu’indique  la  table. 

u—6,  x==i2,  y ^ is  , î—  J 

7 14  10  6 

8 i<j  J 9 < 

Problème.  VI.  Les  fa^ans  fe  vendant  deux  écus ^ 
les  perdrix  un  écu  «S*  les  cailles  ^ écu , un  feigneur  or- 
donne à fon  maîtr^d' hôtel  de  lui  acheter  cent  de  ces  oi- 
feaux  ne  lui  donnant  pour  cela  que  yo  éctts  j comment 
pourra  s'y  prendre  le  maître  - d'hôtel  ? Par  la  na- 
ture du  problème  en  faifant  le  nombre  des  faifans 
cherché  = x , celui  des  perdrix  , & celui  des 
cailles  = { , on  aura  ces  deux  équations  x -4-y 
-!-:{=  it)o , xx'-\-y  -I-  j ^ = 70.  De  la  fécondé 
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multipliée  par  2 ^ re- 
tranchez la  première  , 
pour  avoir  y — 

40  j aiofiileftvifible  que 
a;  eft  ^ ou  <C  1 4 » & 
y 40*  Confidérons 
maintenant  la  formule  y 
= 40  — }x.  Si  l’on  fait 
x=  13  , on  trouve  y = 
i,&  :{=  8(j.  Si  a;  = 12, 

yfera=4,  &3;=84, 

& ainfi  de  fuite.  La  table 
fait  voir  qu’il  y a treize 
folutions. 


, y- 

î=8<? 

12 

■4 

84 

1 1 

7 

82 

10 

10 

80 

9 

IJ 

78 

8 

16 

76 

7 

ï9 

74 

6 

'22 

7i 

5 

70 

4 

28 

68 

5 

66 

2 

3# 

64 

I 

37. 

62 

faoBLEME  Vn.  Trentt  hêt^  ont  coûte  73  écus  ; les  mou- 
tons coûtent  3 écus,  les  brebis  },  & les  agneaux  i ; onf^emandt 
le  nombre  des  moutons  x , celui  des  brebis  y , & celui  des  agneaux 
Z.  Il  eft  évident  par  la  nature  du  problème, que  les  moutons  ont 
codté  ^ X , les  brebis  3y  , & les  agneaux  Donc  on  a Te  • 
quation  }y  i{==73.  De  plus,  puifqu’il  7330  bêtes, 
on  a x-fy-4-f==)o.  Multipliant  la  fécondé  équation  par  i ,8c 
la  retranchant  enfuite  de  la  première , le  premier  membre  du 
premier  membre  , le  fécond  du  fécond  ( ce  qui  évîdem- 
nent  ne  détruit  point  l’égalité  , puifque  de  quantités  égales  on 
Jte  feulement  des  quantités  égales  ) , il  vient  3 * -f-y  =13, 
ce  qui  fait  connoître  que  y I3,&js<^3.  Multipliant  la  fé- 
condé équation  par  3 , & duiproduit  ôtant  la  première , l’on  a 

- ax  + f = 13  ; mais  zx  to  , puifque  x 3 ; 
donc{  13.  Parce  que  la  limite  de  x eft  plus  petite  que  celle 
de  y,  fervons  nous  de  l’éqdation  3X  -|-  y = j j , qui  nous 
donne  y T=  13  — 3x.  Faifant  ufage  de  cette  première  équa- 
:ion  &dep=i3-|-îx,fl  nous  fup- 

^Ibns  X =4  , nous  aurons  y =5=  3 & f ^ 

— 15.  La  table  fait  voir  les  folutions  ^ ^ ^ 

|u’admet le  problème,  où  l’on  voit  au/fi  * ^ 

es  fériés  & les  différences  des  fériés  des  * * 

aleurs  correlpondantes  de  x , y , p. 

Problème  VIII.  On  a acheté  30  bouteilles  de  diféretts  vins 


r 
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7 J liv.  Le  vin  de  Bourgogne  coûte  j Uy.  la  bouteille  ^ celui  de 
Champagne  } liv,  & celui  de  C^hors  x liv.  On  demande  le 
nombre  des  bouteilles  de  chaque  efpece  devin  ? Il  eft  vifible  qu’en 
appellanc  x le  nombre  des  bouteilles  du  premier  vin , y le  nom- 
bre des  bouteilles  du  fécond  , & ç celui  des  bouteilles  du  troi- 
fierae  , on  aura  les  équations  lûivantes  x -f-y-j-  {=3o;5a;  -f- 
3y  -j-  îf  = 7Î  J.  delquelles  on  tirera  les  mêmes  Valeurs  nu- 
* mériques  de  , y & { que  dans  le  problème  précédent. 

Problème  IX.  Suppofant  qu’un  voyageur  na  que  trois  ef~ 
pfces  de  monnaie  , les  pièces  de  lu  première  efpece  valent  f liv' 
celle  de  la  fécondé  3 liv.  & celle  de  la  troijiéme  l liv.  Il  a dé- 
penfé  y 5 liv.  qu'il  veut  payer  en  t o pièces  , combien  de  pièces 
doit-il  donner  de  chaque  efpece}  Soit  x le  nombre  cherché  des 
des  pièces  ^ la  première  efpece , y celui  des  pièces  de  la  fé- 
condé efpece  , f celui  des  pièces  de  la  troilîéme  efpece  ; il  eft 
évident  que  nous  aurons  les  deux  équations  a:  -j-y  -}-  f=io  ; 

}y  T-l  — 7 , d’où  nous  tirerons  les  mêmes  valeurs 
numériques  de  a;  , y & ^ que  Ans  l’avant  dernier  problème  : 
ainfi  ce  uoyageur  peut  payer  fa  dépenfede  quatre  maniérés  dif- 
férentes. 

Problème  X.  Trois  marchands  ont  chacun  un  certain  nom- 
bre d'écus  , de  maniéré  que  fi  on  multiplie  le  nombre  des  écus  du 
premier  par  3 , le  nombre  des  écus  du  fécond  par  $,  & U nombre 
des  écus  du  troijiéme  par  j , la  fomme  des  produits  efl=  ^ 60  ; 
mais  fi  r on  multiplie  le  premier  nolnbre  par  9 , le  fécond  par  t j , 
& le  troijiéme  par  4?  , la  fomme  des  produits  fera  zpxo  , on 
demande  le  nombre  des  écus  de  chacun.  Soit  x le  nombre  des 
écus  du  premier  marchand,  y le  nombre  des  écus  du  fécond  , & 
^ le  nombre  des  écus  du  troisième.  fXn  aura  donc  les  deux  équa- 
tions î*  H-  îy  + = 5603  9a:  -|-  Lîy  -I-  49^  = 1920. 

Multipliant  la  première  par  5 & la  retranchant  ènfuite  de  la 
féconde,  il  reftera  loy-j-iSf  = 114O)  donc  îy-f-i4j=  6xq\ 

d’où  l’on  tire  y = 1 24 —,  n gft  donc  nécelTaire  que  j foit 

^ T 

divilîble  par  j.  Ainfi  faifant  u =f=  ou  5 m = j , nous  au- 
rons y = 1 24  — 1 4«  > c’eft  pourquoi  la  première  équation  de- 
viendra 3AC  — 35« 620=  j6o , ou  3AC  = 35tt  — 60,  & 

X—  — 20.  Si  l’on  fait  a = 31 , on  trouvera  i = 
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— ao,  y=  ia4  — 4af,  & 
ç ==»  15  t.  Orilcflvifible  que  r 
doit  être  <C|  3,  autrement^  fe- 
roit  négatif  ; de  maniéré  que  l’on  eft  borné  aux  deux  folutions 
qu’on  voit  dans  la  table. 


^o  40  30 


Probelme  XI.  Dlfpofer  ao  chevaux  dans  cinq  écuries  de 
maniéré  qu’il  y en  ait  un  nombre  impair  dans  chacune.  Soit  f 
le  nombre  des  chevaux  qu’il  doit  y avoir  dans  la  première  écu- 
rie, r celui  de  la  fécondé  , x celui  de  la  troifiéme  ,^celui  de 
la  quatrième  , & ^ celui  de  la  cinquième.  Comm^Ksc  t doi- 
vent être  des  nombres  impairs,  leur  fomme /'-f-  t fera  évidem- 
ment un  nombre  pair  que  je  fais  =5=  p.  Par  la  même  raifon  x 
-|-  y fera  un  nombre  pair  que  je  fiippofe  = q ; mais  p ^ , 
fomme  de  deux  nombres  pairs  eft  aulli  un  nombre  pair  que  je 
fais  = n.  Si  au  nombre  n j’ajoute  f , nombre  impair  , la  fom- 
me n -|-  î des  deux  nombres  , dont  l’un  eft  pair,  & l’auire  im- 
pair , fera  évidemment  un  nombre  impair  ; donc  le  nombre 
des  chevaux  devroit  être  impair.  Mais  ce  nombre  eft  Yo  nom- 
bre pair  ; donc  le  problème  çft  impoftîble.  On  prouvera  de 
même  qu’il  n’eft  pas  poflîble  de  placer  100  chevaux  dans  fept 
écuries  de  manière  qu  il  y en  ait  un  nombre  impair  dans  chacu-  ‘ 
ne  , parce  qu’alors  lept  nombres  impairs  donneroient  un  nom- 
bre pair, c’eft-à-dire, que  la  fomme  d’un  nombre  impair  de  nom- 
bree  impairs  donneroit  un  nombre  pair  , ce  qui  eft  impoftîble. 

Il  arrive  fouvent  qu’on  ne  parviendroit  jamais  a la  fo- 
lution  d’un  problème  , fî  l’on  ne  iâifoit  attention  à quelques 
propriétés  lîngulieres  des  quantjK  qui  peuvent  le  réfoudre  ; 
c’eft  ce  qu’on  peut  facilemen^^remarquer  dans  l’exemple 
fuivant. 

Problème  XII.  Trouver  un  nombre  parfait  , c'e(I-à~dlre  , 
un  nombre  épal  à la  fomme  de  fes  divifeurs  exafls^  Parmi  ces 
divifeurs  nous  ne  comptons  pas  le  nombre  lui-même  , autre- 
ment le  pro^me  feroit  abfurde.  Je  remarque  que  lorfqu’une 
progrelfion  ^ométrique  commence  par  l’unité  & que  fon  fé- 
cond terme  eft  un  nombre  premier  , aucun  de  fes  termes  ne 
peut  être  divifé  exaftement  que  par  quelqu’un  de  ceux  qui  le 
précédent,  comme  il  eft  facile  de  s’en  appercevoir  dans  la  pro- 
greflîon-—  i : z : 4 : : it>  &c.  (A).Je  fais  encore  attention 

que  dans  la  progreftîon  A,  1°.  Chaque  terme  eft  égal  à la  fom- 
me des  termes  précédens  augmentée  de  l’unité  ; z".  Que  fi 
on  multiplie  un  des  termes  par  un  nombre  premier,  le  produit 
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ne  peut  être  divifé  que  par  le  terme  qu’on  a pris  , par  ceux  qui 
le  précédent , par  le  multiplicateur  premier,  6cpar  les  produits 
de  ce  multiplicateur  par  les  termes  précédens  de  la  progrel- 
fion.  Soit  d = i , la  progrertîon  A deviendra  Vr  d°  : d : d'- 
sec, Soit  encore  d"  le  terme  cherché , jc  le  multiplicateur  pre- 
mier par  lequel  on  doit  multiplier  le  terme  d"  pour  avoir  ’d”  x 
nombre  partait  cherché,.  Tous  les  divifeurs  de  ce  produit  font 
d°—i  ,a,  d',  di  ■ • ‘d”,  x,dx  , d'x-  • -V* — 'x  ;&parceque 
d”  eft  égal  à la  fomme  de  tous  frs  divifeurs , on  aura  * = i 

-(-  ■-\-d’’  -f-  * -\-dx-{-d'-x-  • — ' X.  D’où  l’on 

tirera  ailement  d”  x — x — du — d'-x-  • — d" — ' x 

. , ^ . j+d+  d' +d” 

-^dOySex—  -----  ^ 


d'- 


d” — I — d^~d' 


-d»—' 


i+d-^ 
.“Mais  et* 


d d' ■ • ■ -\-d" — ' )-f-  i;  donc  d”  — i — d-  ■ ■ — 
d" — * = I , c’eft-à-dire  , que  le  dénominateur  de  la  valeur  de 
X eft  l’unité, & par  conféquent  a:  = i -|-  d-\-d'  • ■ • D’au- 
tre côté  X doit  être  'un  nombre  premier;  ainfi  fi  on  ajoute  les 
uns  avec  les  autres  les  termes  de  la  progreftion  -ff- 1 : z : 4 : 
8 : 1 6 ; 3 Z ; 64  &c.  jufqu’à  ce  que  la  fomme  donne  un  nombre 
premier,  & qu’on  multiplie  cette*  fomme  par  le  dernier  terme 
qu’on  a pris,le  produit  fera  un  nombre  parfait,&  l’on  pourra  de 
crtte  maniéré  en  trouver  tant  qu’on  voudra.  En  prenant  les  deux 
premiers  termes  i & z , on  a 3 nombre  premier , & multipliant 
ce  nombre  par  z dernier  terme  pris,  on  a é nombre  parfait  ; 
car  il  eft  égal  à la  fomme  de  tous  fes  divifeurs,  1,1,  3.  De 
même  prenant  les  trois  premiers  termes  i , z , 4 , on  trouve  7 
nombre  premier  qui , étan^ultiplié  par  4,  donne  z8  , autre 
nombre  parfait  égal  à to.us  ùivifeurs  i,z,4,7,i4;& 
ainfi  de  fuite. 


^8.*  Venons  maintenant  aune  autre  efpece  de 
problèmes  , dans  lefquels  nous  fuppoferons  que  les 
quantités  inconnues  ne  font  pas  fourdes  ou  incom- 
menfurables  : comme  feroit , par  cjfcmp*,  la  quan-* 
tiré  \/  3. 

Problème  I.  Trouver  deux  nombres  dont  la  fomme 
des  quarrés  foie  un  nombre  quarré.  Si  au  quarté 
— ix^  y*-f-j'4,on  ajoute  un  autre  quarré  4a: 
la  fomme  fera  = + ix^y^  ~\~y^  , quarrç  dç 


/ 
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& ixy , dont  la  fomme  des  quarrés  égale  le 
quarré  de  x^  -4-  y^.  Ainfi  l’on  peut  donner  à :v  & 
2.  y telles  valeurs  que  l’on  voudra  , pourvu  que  ces 
valeurs  ne  foient  point  des  quantités  fourdes  ou  ir- 
rationnelles. Si  l’on  fuppofe  a;=3&y=2,  on 
aura  —y^  = 9 — 4= 

144  = 1 69  , quarré  de  > 3- 

Problème  II.  Trouver  deux  nombres  quarrés  'dont 
la  différence  fait  un  quarré.  Soit  x -\-y  l’un  de  ceSi 
nombres,  x — y l’autre  nombre,  leurs  quarrés  font 
X-  H-  îxy-^y^,  x^  — 2ary-l-y*,dont  la  diftéren- 
ce  ^xy  doit  être  un  nombre  quarré  ; mais  la  racine 
i\/xy  eft  nécedairement  un  nombre  pair  ( parce 
que  le  double  d’un  nombre  pair  ou  impair  eft  nécef- 
fairement  pair  ).  Soit  donc  in  cette  racine  , l’on 
aura  ^y  = ^nn  , & xy  —nn  ÿ ce  qui  fait  voir  que 
xy  eft  un  nombre  quarré.  Ainfi  fi  l’on  divife  un 
quarré  quelconque  nn  en  deux  fadeurs  , dont  l’im 
foit  pris  pourac,  & l’autre  pourj,  le  problème 
fera  réfolu.  Soit  fuppofé  ««  = 4 fi  l’on  fait  x =; 
4 & ^ = I , les  nombres  cherchés  x y ■ — y 
feront  5 &:  3 , dont  les  quarrés  font  2 5 & 9 3 or  la 
différence  de  ces  quarrés  eft=  i(î  nombre  quarré. 

Problème  III.  Trouver  deux  nombres  x & y tels 
que  le  quarré  du  premier  joint  au  fécond  foit  égal  au 
quarré  du  fécond  joint  au  premier;.  On  aura  donc  x'' 

-\ry=y"-\-XyOux — y = x'^  — y ~{x-hy) 

X ( *• — y ) j donc  eh  divifant  par  x — y,i  =x 
y \ Sc  partant  fi  l’on  partage  l’unité  en  deux 
parties  quelconques , ces  deux  parties  réfoudront  le 
problème.  Ainfi  fi  l’une  des  parties  eft  j & l’autre, 
J,  on  aurai = ; 4- 7. 

Problei*e  IV.  Divifer  un  nombre  quarré aa  en  deux 
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autres  quarrés  x‘  & y‘.  Par  la  nature  du  problème 
l’on  aura  a'  = x’’  ( -A-  ) , a — x'^  z=  y'^  =s 

[iix  — ^ , en  faifanty  = nx  — ûj  donc  l’équa- 

tion A deviendra  <z*  ==  x'^  -\-nnxx  — lanx 
ou  en  tranfpofant  & effaçant  les  termes  qui  fe  dé- 
truifentj  inax  =a:x-l-/z/zA.\v,ou  ina=  { i -+-nn)xÿ 
, zna 

donc  .V  = 


i-\-nn 


. Si  on  prend  donc  pour  a:  6c  pour /i 

des  nombres  rationnels  , y fera  aufll  rationnel.  Soit 

iz  — Z , a:  fera  = C’eft  pourquoi  fi  on  fup- 

pofe  û = 5 , 6c  par  conféquent  = z 5 , ôn  aura 
A"=4  6c  y=nx — a fera=3  : ainfi  les  nombres  cher- 
chés X &c  y feront  4 6c  5 , 6c  la  fomme  1 6 -H-  9 de 
leurs  quarrés  fera  égale  au  quarré  a’ = 25. 

Problème  V.  Etant  donnés  deux  nombres  quar- 
rés aa  J bb  partager  leur  fomme  aa  -f-  bb  en  deux 
aiures  quarrés.  Soit  x — a la  racine  d’un  des  quar- 
rés cKerchés,  nx  — b la  racine  de  l’autre  3 nous 
aurons  donc  (a: — <z)’  -+- {nx  — -by  = a’'  -f-^‘ , ou 
. x’’  — lax  -\-a^  n’a?’  — inbx  *4^  ^’  = a’  -f-  Eÿ 

ôc  en  tranfpofant  6c  effaçant  les  quantités  qui  fe  dé- 
truifent , ar’  -4-/i’a:’  = znbx  -4-  lax,  &c-  en  d^vifant 
par  X , X -\r  't’^x  = inb  -H  la  5 d’où  l’on  tire  x =; 

■ ^ . On  pourra  donc  fatisfaire  à la  queftion 

propofée  , en  prenant  pour  n un  nombre  rationnel  , 
excepté  l’unité  ; car  fi  on  faifoit  n=  i , on  auroic 
X = b-\-  a ^ ÔC  le  nombre  x ’ — a feroit  = b\  de 
forte  que  dans  ce  cas  la  fomme  a'  -|-  E ne  feroit 
pas  partagée  en  deux  quarrés  différens  de  <z’  ôc  E. 

Si  on  fuppofe  n = z , l’on  a x = — ■ **.  Si  donc 

on  fuppofe  encore  b=.  z , <2  = 3,  il  viendra  x = 
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if  , AT-^  = -i,  &«:v-^==ii-2  = ii. 
Les  quartes  de  ces  nombres  77  & ^ étant  ajoutés 
enfenible  donnent  = 1 3,1'omme  de  deux  quar- 
tés 4 -4-9  = 

Problème  VL  On  demande  un  nombre  x j qui 
ajouté  à deux  nombres  donnés  a <&  b j les  rende  quar- 
rés.  Par  la  nature  du  problème  a-^  x fera  un  quatre 
parfait , auflî-bien  que  b -H  .r.  Soit  m-\-  niti  ta- 
cine  dir*  premier  quatre  & fuppofons  que  m — n 
foit  celle  du  fécond  , nous  aurons , 


a -)r  ^ = nim  -f-  xmn  nn,  A 

A a:  = mm  — xmn  -f-  nn.  B 

a — b = ^mn, 

Ainfi  fl  on  prend  le  quart  mn  de  la  différence  des 
nombres  donnés,  &:  qu’onle  divife  en  deuxfadleurs 
m &:  n , les  racines  des  quarrés  qui  réfoudront  le 
problème  , feront  m n 8c  m — n.  Or  l’un  quel- 
conque de  ces  quarrés  fuffira  pour  trouver  la 
valeur  de  x par  le  moyen  des  équations  A ou  B. 

Soit  U = 1 7 , 6 = 5 , on  aura  a — ^ = 1 2 & mn 

= 3.  Ayant  donc  pris  m = ^ 8c  n=i  , pour  avoir 
m-\-n  =4 , m- — /z=  2,  il  viendra  a x — 

8c  X— — I ( l’équation  ^ -4-  a:  = 4 donne  aufTî 
x=  — 1 ) & il  eft  vifible  que  17  — i = i , & 
5 — • = 4 font  des  nombres  quarrés. 

Problème  VII.  Titius  & Alexandre  ont  chacun  un  certain  nom- 
bre de  louis  , de  maniéré  que  (i  l'on  ajoute  le  produit  d^  ces  nom- 
bres à leur  fomme  , le  réfultat  donne  qp  ; quel  efl  le  nombre  des 
louis  de  chacun  ? Soit  x le  nombre  des  louis  de  Titius, y le 
nombre  des  louis  d’Alexandre.  Par  la  nature  du  problème  xy-p 

a--4-y=7P  3 donc  xy  H- y ==  75  — ar , 7 — 

80  ^ ^ 

s=s=  — I Il  faut  donc  que  x -f-  r foit  un  divifeur  de 


» 
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8o.  Si  l’on  veut  que  * 8cy  foit  tics  nombres  ^cmiers  pofitifs  <ai 
O , on  aura  les  lolutions  indiqueespar  la  uble. 


Divifeurs  de  8o 

X == 

y = 


I -x'I  4|  J (8  ioji6|xo|4o[8o 

0 

• 3 

'4r-,7  .9  mIiî» 

i9l?9 

79 

5 9 J 9 

»)  9 '7l  4I  3 

ij  0 

Problème  VIH.  m , a , b & c étant  des  nombres  donnés, 
on  demande  la  valeur  de  x & de en  nombres  entiers,  lorfijuon 
a l'équation  mxy  = ax  -j-  by  -f-  c.  On  aura  donc  y = 

ax c max-\-mc  , me -\-ab  , 

-,my= 7—  ==  a-\ -,&parconlcqucnt 

mx  — b •'  mx  — b mx  — b ^ 

le  numérateur  de  cette  fraélion  doit  être  divifible  par  le  dénomi- 
nateur; c’eft  pourquoi  en  faifanc  le  numérateur  —fg,  8c  mx — b 

= / ou  * = ^ > /+  é doit  être  divifible  par  m.  Ainfi 

în  • 

parmi  les  faéleurs  de  me  -\-ab  on  ne  peut  employer  que  ceux 
qui , étant  ajoutés  i b , donnent  une  fomme  divifible  par  m. 

Problème  IX.  Alexandre  a un  nombre  x eFe  louis  & Ti~ 
tius  un  nombre  y tels  que  5xy=  xx-j-  3y-f-  i8  , quel  efi  le 
nombre  des  louis  £ Alexandre  Ù eelui  de  Titiusi  On  aura  y = 

,ix-|-i8.  TOJC-j-90  ,96  ,,  , ■ i 

& <y  1 ^ . Ilnesaeitûonc 

SX— s .5*— î . 

3ue  de  trouver  parmi  les  divifeurs  de  p6  æux  qui , ajoutés  à 3 , 
onnent  des  nombres  divifibles  par  5 ; mais  les  divifeurs  de  516 
étant  I,  X,  3,4,6,  8,  ix,  16,  x4,3x,4S,  p6,  il  eft 
facile  de  voir  qu’il  n’y  a que  x , i x , 3 x qui  aient  la  condition 
requife.  Si  l’on  fait  fx  — 3 = x , on  aura  x = i & y = 10; 
l’équation  çx  — 3 ^ i x donne  x — 3 & y ==•  i.  Enfin  la  fup- 
polition  de  SX  — 3 = 3X  donnera  x = 7 & y = i . 

Rëma^ue.  Comme  dans  la  folution  générale  l’on  a my  — 

a = — il  n’eft  pas  difficile  de  voir  que  fi  un  nombre 
mx  — b ^ ^ 

de  la  forme  me  -f-  ab  eft  divifible  par  mx  — é , le  quotient  eft 

néceflairemtf^ renfermé  dans  la  forme  my  — c.  Ainfi  l’on  peut 

repréfenter  me  -j-ab  par  ( mx  — 6)  • ( %y  — a).  Si  l’on  avoir 

m»=»  ix,  7,  IJ,  ontiouveroit  ixy  — J 
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Les  divifcurs  de  zij  fom  i,  j , 43  , ^ 

parmi  Icfquels  il  faut  cholfir  ceux  qui  font  compris  dans  la  for- 
mule izx  ~ -J.  Le  feul  divifcur  j fatisfailânt  à cette  condi- 
non  ,_^na  1 7 = y , & , 

oc  y — 4. 

Prob.  X.  Titius  a un  nombre  x b Alexandre  un  nombre  y 
de  chevaux,  de  manure  que  xx-|-xy=ix-f-3y-|-  13,  i quel  efl  le 

nombre  des  chevaux  de  chacun  f On  a^ra  ^9 


26 


“3 


* —I  H-  doit  donc  être  un  divifeur  de  i6, 

& la  divifion  dtant  fuppofde  faice.le  quotient  fera  y -1-  r-1-  i • 

rons  ?T  - î , : Ainli  nous  au- 

rons les  folutions  fuivantes,  fi  x — a = 1 , ou  fi  x = a 011 

^ on_aunx=î&y=7.  Si  x _ 3 , 3 , onauratriz6& 

y . J î- ^ette  derniere  valeur  étant  négative  ne  peut  nas ‘ 
fer^r^,  ^^eft  pour  la  même  raifon  qu’on  ne  peut  pas  lüppokr 

Problème  XL  On  demande  de  rendre  rationelle  la  quantité 
V ( 3 ~f-  bx  ) . Soit  a-f-b  x=  yy  , on  aura  x = & quel- 

que nombre  que  l’on  fdbftitue  d la  place  de  y , il  en  réfultera 
tou)ours  pour  x une  valeur  telle  que  u-j-ix  fera  un  quarré 
OC  p:.r  coufcqucnc  }/  (à  ) une  quantité  rationelle.  * 
PROBLEME  Xll.  Rendre  rationelle  la  formule  y^(  j 
Il  ell  clair  que  les  valeurs  de  a:  ne  peuvent  être  des  nombres  en- 
tiers ; il  faut  donc  fe  borner  à chercher  des  nombres  fraftion- 
naires.  Sou  i -\-xx^x-\- 1\  donc  i = itx-j- 

t-  ; d’oii  l’on  tire  i , & x^'-^.  Si  d la  place 

de  r on  fubllitue  un  nombre  entier  ou  fraftionnaire 
en  rciultcra  pour  x une  valeur  qui  refoudra  le  pro- 

mm 

I 


bleme.  Soit  t = — , on  aura  x = • 


n n 


n n 


m m 


2 m 
n 


xmn 


(en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraftion  par  n n).Donc  i -fi 
Tome  /.  ^ 
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*x= ' Si 

t^mmnn,  zinn. 

n — Z,  6cm  — I , on  a *==j;  fin—  8cm=i  , il  vient 

jc=fi(î«==«5&m==z,  * fera  j &c. 

Problème  XIII.  j étant  un  nombre  entier,  on  prbpofe  de 
rendre  rationelle  la  formule  y'  (xzz-|-i  ).  Soitfuppolee  cette 
quantité  = ç +/’ , l’on  aura  -f“  * = “1“  PPi 

ainfi  = Lyj-4-fP  — i » & î =P  + V ( ^FP — > )•  U 
donc  vilible  que  fi p<=  i , { fera  une  quantité  rationelIe=i 

' & v ( HT  ~ y 

Problème  XIV.  ç étant  toujours  un  nombre  entier  , on 
propofe  de  rendre  rationelle  la  forme  ^ ( 3ZZ  + i ).  Suppofant 
cette  quantité  = ij-  -f-  /,nous  aurons  }îî+ 1 = ç?  zfp  + 

pp6c  = — I , d’où  l’on  tire  { = ^ 

{ l'era  donc  rationel  en  fuppolant p=\  , ce  qui  donnera { 

= i,& V'3U  + i)=i- 

Problème  XV.  j étant  encore  un  nombre  entier  , on  de- 
mande de  rendre  rationelle  la  forme  f zz  -f-  I ) qui  efl  plus 
grande  que  x{.  Je  fuppofe  cette  quantité  = pour  avoir 

5ÎÎ+  I = + > tl’où  je  tire{î=4îp4-/»p; 

— i,&j  = ip+V  ( IPP  — i)==z4-i,cn  luppofant  p 
= I ; donc  { = 4 & V (îîî-i-I  ) =5». 

Problème.  étant  toujours  un  nombre  entier,  on propofe 
de  rendre  rationelle  la  forme  y^  ( "f"  I ) <éont  la  valeur  efi 

entre  iz  & 3Z.  Je  fais  donc  cette  quantité  = xj  +/>  pour  avoir 
é{f-4-i=4rî+4î;>  + pp,ou  x^^  = 4î/7 — i.  Donc 
par  la  méthode  des  équations  du  fécond  degré  , j’aurai  [—P 

y_ifpP îO  . ç ^ ^ moins  en  fuppofant 

P 'j>-  r.  Si  en  conféquence  je  fuppofe  j — ^p-^-q  , nous  au- 
rons en  fubftituant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente , 
& ôtant  la  fraûion  , nous  aurons,  dis-je  , 4p-^zq  = 
^P+  V {6pp  — %),  ou  x/j  -f  x^  = ^ ( 6pp—  x) 
ou , tn  prenant  les  quarrés  t^pp  -f-  Zpq  -f-  495  = 6pp  — x.  Il 
efi  donc  facile  de  voir  que  zpp  --=  495  -f-  ipq  + x , />/>  == 
zqq  -}-  4/jç  -|-i,&p=X9-j-^(  ùqq  -f- 1 )•  Cette  formule 
refièmblant  à la  première , je  fais  q — o,  doncp  = I,  î ==  *» 

& V { ^îï  + I ) ==  î • 

Problème  XVL  étant  encore  un  nombre  entier , comment 
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peut-on  rendre  rationtlle  la  formule  y'  i J — 

eft  facile  de  voir  que  m > a?  ; je  fais  donc ^ = ij  pour 
avoir  -f- 1 = 4ff  -f.  4î/> -f  P/> , ou  3fç==  ^^pJlf-pp^ 
xr-f-v  (7P/^  — 

I y donc  I — , Maintenant , puifque  ï> 


AP 


, & par  conféquent  plus  grand  que  p , je  fuppoferai  ç 


- + ? > & faurai>+  3î  = V'  {iPP  — ^),o\^pp-\-6pq-{-  $qq 

— 7PP  3 } ^PP  = 993  ^P9+^  > ou 

W+  I J conféquent  p = i V 9 4~  ^ ^ 

on  a ici  P > 9 ; c’eft  pourquoi  je  fais  p = 7 -f-  r , pour  avoir 
9 “H-''  — V ( 7?9  -h  1 ).  De  là  je  tire  d’abord  qq  -{-  4rj-f. 
Aft  — 799-h  * i cnfuice  6qq^4qr-^  ^rr — z,ou  fqq  = xqr' 

+ arr  — I } & enfin  g = -~h  ^ -Z±),  £t  parce  qne 

î>r,  jeÊûsg  = r4-/;pouravoirzr-4-3/=J  y/  (7^7- — 5) 
qu  4rr-f-  iirf-{-  ÿff=jrr  — 3 , ou  3rr=  izrf-j- 
3 , ou  rr  = 4r/+  3//"+  j , & r = i/-f  y/  (7//-|_  i 
mule  par  laquelle  en  faifant /==  o , on  obtient  r = i , 0=  j 
;=i,?  = 3.&f  ==8.  ’ ’ 

On  peut  aulli  réfoudre  plus  facilement  ce  problème  de  la 
manière  fuivante.  Puifque  1 =mm  , il  eft  vifibleque 

'”  <!  3Î‘  fuppofe  donc  m = 3^ — p pouravoir  7^7  + i == 
9U~  ^^P  + PP,  ouzf^=  6ip—  PP  -j_  I.  Réfolvant 
cette  équation  du  fécond  degré  , en  regardant  j comme  l’in-- 

connue , je  trouve  j =- ÜL+  ^ {7PP+^)^  ^ ^ 

Je  fais  ? = 3P  — pour  avoir  ,en  prenant  les  quarrés.pD» 

— I ap?  + A99  = 7PP  4-  <i  où  fl  eft  aifé  de  tirer  pp  = 6oq 

~ ■+■  1 « * P = 39  H-  V'  C 7?Î  4-  I )•  Donc  A faifant  q 

==  o,  il  viendra  p = i,  ç = 3 , & 772  = 8 ^ comme  nous  l’avons 
déjà  trouvé  par  la  première  méthode. 

Problème  XVII.  Rendre  rationelle  la  forme  y^  (8jç4-  i) 

==«.  Je  fais  ni  = 3^  — p , pour  avoir  4-  i »=pf^ 

^lP-\-pp,  0Uîî==<îr;’  —PP  + l ; doù  je  tirer  ==  3^4.. 
y'  ( 8nn  4- 1 ).  Comme  y/  ( 8?p  4-  i ) eftfemblable  à la  forme 
propofec,  je  puis  faire  p = o ; ainfi  { = i,  & w = 3 . 

Problème  XVIII.  g étant  un  nombre  entier poftif  fi«  non 
quatre  , rendre  rationelle  la  forme  V (^«4“  I )•  En  fulvant 

' Ux 
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la  mé:Ko4e  qu’on  vient  d’employer  dans  le  dernier  & l’avant 
dernieT  problème  , on  parviendra  à la  lin  à une  quantité  radi- 
cale de  U forme  V -|-  l ) q>û  femblablc  à la  propo- 
fcc  dans  laquelle  en  fuppofant  « ==  o & retournant  lur  fes 
pas’  on  trouvera  pour  j une  valeur  qui  rendra  rationelle  la  for- 
me ’propofée.  Si  g étoit  un  nombre  quarré,  entier  & pofitif,iI 
cil  wlible  que  g\:{  feroit  un  quarré  , car  f cil  fuppofé  un  nom- 
bre entier.  Mais  un  quarré  augmenté  d’une  unité  ne  peut  de- 
meurer quarréjdonc  ne  fauroit  dans  ce  cas  être  un  quar- 

ré. Si  2 étoit  négatif  & entier , la  formule  propofee  leroit  ima- 
ginaire ainlî'11  feroit  abfurde  de  vouloir  la  rendre  rationelle.- 
Problème  3^.  Rendre  rationelle  la  forme  yf  {aa-\-bx 

. ).  Je  fais  cette  quantité  — a-\ ^ pour  avoir  aa  -f- 


Av-1-  cxx=  aa  -4-  Je  + ElFaçant  les  termes  qui 

' . ri  nn 

fe  déttuifent  & divifant  le  relie  par  x , il  vient  b-\-cx  = 
I i,n  .mm  — ban 


nn 


- x\  d’où  il  ell  aifé  de  tiret  x ■■ 


Eh 


nnc  — mm 
mx 


mx  , 

fubrâtuant  cette  valeur  dex,  nous  aurons  fl -1--^  = a -f- 

z^nma  — mnb 


flflflc  -4-  cxx). 


une — -mm  nnc-  rnm 

Si  a = 0 , la  forme  V ( deviendra  rationelle  en 

fuppofant  V ( ix  cxx  ) = ^ , ce  qui  donnera  bx  -f-  cxx 

« ^ ; donci«rt-4-cB«x  =mmx,&x  = ^^^^ 

Soit  b=rc=^z,  m = l , &n==a,  nous  aurons  x=8& 

V ( + XXX  ) ==>  li* 

I^roblemeXX.  Rendre  rationelle  Informe  y ( fl-|-êx-4-ccx*  ) 
dans  laquelle  le  coefficient  de  x’-  eft  un  quarré.  Je  feis  cette  for- 

niulc  — ex  -4“  — , pour  avoir  a-4-èx-4-ccxx=ccxx  ^ T 

1 En  multipliant  par  «a  & faifant  les  operations  ordinai- 

””  Alnfi  en  fubllituant  cette 

cm:n  — acnn 
bnn  — cmn 


res,  on  trouvera  x = -7 ■ 

’ bnn  — zemn 

valeur  de  x,  nous  aurons  V*  (fl  -j-dx-j-eexx  ) 
J les  nombres  mien  font  arbitraires. 
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Problème  XXI.  Rendre  rationelU  la  formule (a-\-bx 
+ ex*-  ) lorfque  la  quantité  fous  le  figne  efl  le  produit  de 'deux 
faveurs  rationelf  ( f-j- gx)  • (h  + kx  ) . Soie  V*  [(f~hgx)  x 


m (f-i-gx  ) 


, on  aura  (f+gx)-(b-l~l:x) 


— d’où  l’on  tire  Ænn  + knnx  = mm  •{f-fgx  ), 


&:x  ■ 


fmm  — hnn 


knn- 


-gmm 


cette  valeur  'de;e  réfout  le  problème. 


Si  l’on  demande,  par  exemple  de  trouver  un  'nombre  tel  que 
du  double  defon  quatre  retranchant  ^ , le  telle  Ibit  un  quar- 
ré}  ixx  — I fera  donc  un  quarré}  or  ^xx — t = x • (at+t  ) x 
(x  — I ).  Si  donc  on  fuppofe  V'[(xa;  + t)  (x  — i)]  = 

m ■ (x-^  j)  tum  f A? -f-  I ^ . 

onaura  X-  (x+ii-  ( x — i ) ^ ^ 

Multiplhuit  par  nn  Sc  divilint  par  a;  + i , il  viendra  znnx  — ■ 

Si  l’on  fait 


xnn  - 


mmx  ‘ 


mm  znn 


•mm  ; d’où  l’on  tire  x 

rnn  — mm 

m = n = i , il  vient  a:=  j , & xata:  — x ==  1 6.  Si  m = j , & 
n=z  , l’on  trouvera  x = — 17  ; mais  parce  que  le  quarré  de  x 
& de  — X eft  toujours  le  même  on  peut  faire  a;  = i 7 , & l’on 
aura  également  xata:  — x =^576  quarré  de  14, 

Problème  XXII.  Rendre  rationelle  la  formule  (a  -j- 
bx'-f-  ex  ‘ ) lorfque  la  quantité  fous  le  figne  peut  fe  décompofer  en 
deux  parties  dont  l'une  foit  un  quarré , la  féconde  étant  le  pro- 
duit de  deux  facieurs.  Dans  ce  cas  la  quantité  u -j-r  Aa; -|- cArA; 
pourra  donc  être  repréfentée  par  la  forine  pp  + qr,  les  lettres 
p,  q , r indiquant  des  quantités  de  la  forme/-f- gx.-  L’on  fefa 

■■p  H , pour  avoir  pp-\-qr  = pp  

n Tt 


V ipp+q'-) 

■+■  Effaçant  pp  de  part  & if autre,  & divifant  par  q , on 


nn 

trouvera  r 


\mry 


donc  nnr  = zmnp-^- mmq  , for- 


n nn 

mute  par  laquelle  on  peut  facilement  déterminer  x.. 
c Suppofons  qu’on  demande  un  nombre  x , tel  quel!  du  double 
•de  fon  quarré  l’on  retranche  1 ,de  refte  foit  un  quarré , ou  tel  que 
XXX — I foit  un  quarré.  Cette  formule  peut  être  repréfentée  par 
xx-j-(xx  — 1)  =xx-|-(  X — I ) • t x-\-  i).  Ainlî  elle  eft 
dans  le  cas  du  problème.  Suppofant  donc  fa,  racine  = x -f- 

• M 5 
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rrr  ■ ( X ^ afjK-f-(x  — l)  •(*-4“I)=sa:x  + 

'n 

rfn(A;+i)  mm{x-^i)’-  . ^ ^ , 

— H — ; ainfi  , en  ctFaçaii:  xx  de 

n nn  ‘ 

part  & d’autre  , divifitnt  enfuite  par  x + i & ôtant  les 
Iraftions  , on  aura  nnx  — n n = xmnx-\-mmx 

, m m -J-n  n . -r 

■+-  m m -,  donc  x = ; & puilque 

' ' n n — i m n ’ — mm 

dans  la  formule  zxx — i le  quarré  de  x s’y  trouve  feul  ,'il  eft 
indifFcrentde  prendre  pour  x des  valeurs  pofitives  ou  négatives. 
On  peut  de  même  écrire  — m au  lieu  de  -j-  m,  afin  d avoir  * 
mm  -^Ttn  r • 

! . Si  on  fait  m ==  I = n , on  auraa:  = i 

- nn-\- zmn — ^mm 

& zxx-^  1=1.  ^ 

Si  l’on  demandoit  de  trouver  un  nombre  * tel  que  x x x 
ftît  un  quarré  j on  auroit  zxx  -|-z  = 4-}-a  (at-f- 
I ) . (a:  — I ) , qui  eft  dans  le  cas  du  problème  pré- 
cédent. SuppofoiTS  fa  racine  = » “H  - nous  trouve- 
rons Le  calcul  qu’il  faut  faire  pour 

inn  — mm 

cela  n’ayant  rien  de  difficile,  je  le  lailTe  aux  Commençans. 
Si  dans  la  valeur  de  * on  fait  m = i & n = i , on  trouvera  x 
= 7j  Sc  zxx-{- Z— 100. 

Problème  XXIII.  On  demande  la  valeur  de  x qni peut  ren- 
dre la  quantité  yxx  ^x-\-  y un  quarré  parfait.  Si  je  fais 
X = { — 1 , la  formule  propofée  devient  j — 7f  + 9,  dont 

je  fuppofe  la  racine  quarréc  = 3 — Donc  — 7?  + ? 

,=  0 — f^L  _L  Donc  en  effaçant  p de  part  & d’autre  , 

n nn  4ÿ 

divifant  enfuite  par  ç & ôtant  les  fraétions , jnnç — ynn  = — 

V n ■/•Il  • 7't’t — ^tftn  , 

6mn  + mmr,  d ou  il  eft  aile  de  tirer  ? , « en- 

* <nn — mm 

- znn — 6mn-+-mm  ^ 

finx  = 1- . Si  «=  z,&n-=  i,onaurajc=» 

^nn- — mm  . 

— 6 , &par  conféquentç  xAT-f- }a;-|-7=  169  quarré  de  13., 
Problème  XXiV.  Titiùs  & Alexandre  ont  chacun  un  cer- 
tain nombre  de  louis  qu’il  is'agit  de  trouver  : on  fait  que  la 
fomme  dpt  quarrés  dt  ces  nombres  efl.  égale  à la  fomme  des  quar- 


Dk 
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ris  des  nombres  de  louis  de  Pierre  & de  Jacques.  Sçit  a le  nom- 
bre de  louis  de  Pierre  , b le  nombre  de  louis  de  Jacques.  La 
fommedes  quarrësde  ces  nombres  fera  -^b'-.  Suppôfons 
que  le  nombre  des  louis  de  Titius  eümx — a,  celui  des  louis 
d’Alexandre  étant  n x — b.  La  fomme  des  quarrés  de  ces 
nombres  fera  donc  mm  xx  — zmax  aa  nnxx  — znbx 

-\-bb  = aa-\-bb,8cx—^^^^^~^i^.  Cette  valeur  fubftituée 
I nn 

dans  les  nombres  mx  — aSenx-i-b  refondra  le  problème.  ^ 

Si  l’on  demandoit  en  général  deux  nombres  dont  la  fomme 
des  quarrés  fût  égale  à la  fomme  de  deux  autres  quarrés  qui  ne 
font  pas  donnés.  Les  nombres  cherchés  (croient  mm-\-  zbmn 
— ann  & — bmm  + xamn  + bnn , dont  la  fomme  des  quarrés 

, za* /n*- «*■ „ 

donne  , , , , , , , , , , ‘.or  cette  quantité  elt 

b^  m* xb^  m^  b^  n'-'  ^ 

égale  à la  fomme  des  quarrés  des  nombres  ( mm  nn)a^  & 

( mm  +/W  ) b\  mais  il  faut  remarquer  que  m ne  doit  pas  être  = 
n , autrement  les  nombres  trouvés  feroient  égaux  aux  nombres 
fuppofés  , & la  folution  du  problème  feroit  illufoiré.  .Si  l’on 
fait  m : n::a  : é 7 le-premiet  des  nombres  fuppofés  fera  égal 
au  premier  des  nombres  trouvés , & le  fécond  des  fuppofés  au 
fécond  des  trouvés.  * 

Problème  XXV.  Trouvçr  deux  nombres  tels  que  la  dijfitence 
de  leurs  quarrés  J'oie  donnée,  Ù = a.  Suppofons  que  les  nom- 
bres clierchés  font  mx  + n , & mx  — n , la  différence  /^mnxàe 

leurs  quarrés  doit  être=u  : donc*=— Ainfi  les  nombres 

r^tnn  • 

qui  réfolvent  le  problème  , font 1-«,  n.  Si  la  ' 

différence  donnée  a eft  fuppofée  =>  i ces,  nombres  feront 

-f-  /I  & * — ff.  Si  donc  on  fait  « = 1 les  nombres  cherchés  . 
.xn 

feront  f , & — i , ou  f & f ; car  le  quarté  d’un  nombre  négatif 
— I eft  le  meme  que  cclni  de  -|-  -j.  Si  /t  = i , ces  nombres  fe- 
ront |& — ï,ou|&J,&c. 

Problème  XXVl.  On  demande  ï°.  un  nombre  xqui  étant 
ajouté  à fon  quarri  ,donne  un  quarré  ; x°.  on  demande  aujjl  un 
nombre  qni  étant  retranché  de  fon  quarré  donne  aujfi  un  quarré. 
Donc  ;c^  -4-  a:  fera  un  quarré  que  je  fais  =p^x^]  d’où  l’onûrc 

M4  ’ . 
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• . SI  je  fais  x-  ■ 


9^  x‘,  j’aurai  x 


PP—-1  _ I — qq 

Cette  deinicrc  folution  fuppofe  xx'^x\  mais  fi  at  i ,on  fera 

* — a;*  = qqxx  , & l’on  aura  dans  ce  cas  x = ^ — i 8c  x—r 

qq-\-  I 

X ^ fera  un  nombre  quarré.  ' 

Phoelemf,  XXyil.  I rcuvcr  un  nombre  dont  le  quarré  d‘ une 
des  parties  multiplié  par  aa/  & ajouté  à t autre  partie  multipliée 
par  b donne  un  quarré.  Soit  x le  nombre  clierclié , y la  première 
partie , x -^y  la  fécondé  j par  la  nature  du  problème , aayy-{- 

éx  — by  ou  yy  ~i~ doit  être  un  quarré.  Or  cela  aura 

^ bx  bb  t . b 

heu  11 — = — — ,oufiA:  = . ' 

aa  ^a*  4.7.Z 

PnOBLEME  XXVni.  Trouver  trois  nombres  tels  que  la  font- 
me  de  ces  trois  nombres  , 6*  de  deux  quelconques  dentr  'eux  don- 
ne un  nombre  quarré.  Soient  les  trois  nombres  4A;,  ata:  — 4A, 
ïx  -f-  f . La  fomme  des  trois  eft  -j-  rx  I ; la  fomme  du 
premier  & du  fécond  eft  x - j celle  du  fécond  & du  troifiéme  eft 
x^ — IX  -j-  I.  Or  tous  ces  nombres  font  des  nombres  quar- 
rés.  Pour  fatisfaire  donc  parfaitement  au  problème,  il  faut  que 
la  fomme  ^x-f-  i du  premier  & du  troifiéme  foit  un  quarré.  Je 

ni — » 

fais  6x  -(-  I =pi  :doncx  = — - — . Ainfi  nos  trois  nombres 


fais  6x  -(-  I =pi  :doncx  = — - — . Ainfi  nos  trois  nombres 

6 

* xnp — i P* — i6p^-\-xt  t 

font , , — . ' 

5 36  ,3  ^ • 

Problème  XXIX.  Trouver  trois  nombres  x,  y,  t,  tels 
que  fi  au  produit  de  deux  quelconques  de  ces  nombres  on  iijoute  un 
nombre  donné  ■ifil  en  ré  fuite  toujours  un  quarré. Tzr  la  nature  du 
problème  ces  trois  quantités  xy-^-a,  x^-j-  a,yi~\^a  doivent 
être  des  quarrés.  Je  ras  xy  a = p^  ^oax-y  = pp — a , x = 

p-^m  , 8cy  = P — n\  donc  pm  — np — mn~ 

, mn  — a mn — a , 

P*-  — J , 8c  P . Ainfi  X = m = 


-.  Si  donc  X 8c  y ont 


les  valeurs  que  nous  venons  de  trouver, xy-j-rffera  un  quarré.' 
pr  il  e/l  vifible  que  fi  l’on  multiplie  lesvaleurs  de  x & dey  par 
rn  — n 8c  qu’on  leur  ajoute  enfuite  la  quantité  a , elles  doniie^ 
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ront  donclï  on  fai?  i==>m — n,  & yç -4-a 

feront  aufli  des  quartés. 

Problème  XXX.  On  dtmande  deux  nombres  t.  fi'y,  dont 
la  fomtne  foit  un  quarré  tel  que  fa  racine  foit  égale  à la  fom- 
me  faite  du  fécond  ajouté  au  quarré  du  premier.  On  aura  donc 
X y = XX  y Y . Je  fais  chaque  membre  de  cette  équa- 
tion = p^x  ^ pour  avoir  (xx-f-y  =p^  x^  , *A:-f-y  = 
px  , &y  =;?  X — A-AT.  Mais  x -f-  y = p^x^  ; donc  en  fubf- 
tituant  la  valeur  de  y,  x ■+•  px  — xx=p^x* 

. donc  y = LE-±Y'>  • P^il±J> 
pp+if  ^ 

{pp-¥‘'^)  • [p+ 


OU  X 


{pp-A-^Y 

Jp^  — r)  • (p-t-i) 


{ppY-^) 
p — {p+  I Y 


(pp:Y^Y' 

p^Y-pi 


,OU 

t 


iPP-Y  I ;)>:<  ■ 

•>  ' ' .»!.■*  - 
Vjÿ-  , 


■ ■ i' 

Lemme.  Soit  b,  f ton  multiplie  la  fomme2,-\-  b dé 
deux 'quantités  a & b par  leur  différence  a — b , le  produit 
fera  a^  b*=(a-|-b)  - (a  — b),  & la  demi-fomme  des 
facteurs  donnera  la  racine  a du  plus  grand  quarré  , la  demi- 
différence  de  ces  mêmes  faéleurs  donnant  la  racine  b du  plus 
petit' quarré. 

Problème  XXXI.  On  demande  trois  nombres  tels  que  le 
quarré  de  chacun  de  ces  nombres  ajouté  à la  j'omme  des  deux 
autres  , donne  un  quarré.  Puifque  xx  -f-  ix-j-  i eft  un  quat- 
re,» fi  les  trois  nombres  cherchés  fontx,  ix , i,  le  premier 
fatisfera  au  problème.  Pourque  les  autres  aient  les  condi- 
tions requifes  , il  eft  néceflaire  que  4xx^x-|-i  , & 
3*  + I yfoient  des  nombres  quarrés.  Je  retranche  le  quarré 
3x  -|-  I du  quarré  4xx  -\-x  ~Y  t,  ifrefte  4xx  — ix  = I4X 

— L ) • X.  La  demi  fomme  de  fes  faéleurs  eft  i , la  de- 

,x  * 

?ni-différence  étant i j donc  (par  le  lemme  précédent) 

1 eft  la  racine  de  4xx-f-x-j-  i , & 2 i ' la  raci- 

ne  de  ^ x-f^  I.  On  aura  donc  -LS — jx-f- 1 ==4xx  -+-x-j- 

4 

ï(d’où  Ion  tire  îfxx=  itfxx-f- L4X  , ou^x==i4,  x=j 

P XX 

Tf^  ?}>  * — i.»  doncsixx—  i»x 
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+ 4—  II* -4-4, = 14*,  X— X “f-  les  "O™"* 
kres cherchas  font  ‘ 

Problème  XXXII.  Titius  ùchete  deux  efptces  de  vins  , le 
premier  lui  coûte  huit  louis  la  mejure  , & le  fécond  cinq  louis  la 
mefure.  La  fomme  des  louis  dipenfés  eji  un  nombre  quarré  qui , 
ajouté  à 6q  , donne  encore  un  nombre  quarrè , dont  la  ra- 
cine eft  la  fomme  des  prix  de  P un  & de  C autre  vin,'-  Quel 
efi  le  nombre  total  des  mefures  ? Soit  x ce  nombre  ; par  la 
nature  du  problème  xx  — 6o  eft  le  nombre  des  louis  dépenfés, 
qui  doit  être  un  quarré.  Si  Titius  n’avoit  acheté  avec  cet  argent 
que  du  vin  à cinq  louis  la  mefure,  le  nombre  des  mefures  fe- 

roit  ^ , nombre  qui  eft  certainement  plus  grand  que  xx 

— io  ^ jx.  Il  eft  vifible  aufti  qu’en  fuppofant  que  Titius  n’eût 

, • NI  'I  r‘  ^ ^ éO  . , , 


acheté  que  du  vin  à huit  louis  la  mefure,  - 


-exprimeroitla 


nombre  des  mefures  de  ce  vin  , & il  eft  aifé  de  voir  que  xx  — 
éo  <[8x.  Donc  XX  — 6c,  8c  xx  — 8 x 6o;donc(  en 

ajoutant  les  quarrés  de  la  moitié  du  coefSeient  dex)  x’-  — 5* 
"4"  — 8x4-i6<||76.  Suppofons  que  le  pre- 

mier quarré  eft  plus  grand  que  ^ , & que  le  fécond  eft  plus 
petit  que  64.  Donc,  en  extrayant  les  racines,  nous  aurons*  — 
-Ç,  X — 4 <^8  ; & paitant  x ^ 1 1 , & x <|[  ii.  On 
anroitpuàla  vérité  trouver  des  limites  moins  étroites,  mais 
celles-là  fuftifent  pour  notre  objet. 

Voyons  maintenant  de  quelle  maniéré  , en  retenant  les  mê- 
mes limites , xx  — 60  peut  être  un  quarré.  Nous  favons  que 
X doit  être  un  des  termes  de  la  racine  de  ce  quatre  j fàifons  l’au- 
tic—y,  &fuppoIonsxx — 60  — {y  — *)^,  ouxx — 60 

= x^  — rxy-^-yy  ,oa  ixy= jy-j-^o,  oux  =,^0—^LÈ2.  , 
' ‘ 

mais  X doit  être  ^ 1 1 & 1 1 : donc  (y — ii)^^iii  — 

60  = 6t.  Je  fuppofe  (y  — 1 1 )‘  >•  <4  , donc  y — 1 1 ^ 
8,&y>  ij>. 

L'on  a anlfi  (y — ii)^  ^ 144 — 84  ; donc  en  fup- 

Eofant  (y — 11  <^8i  ; l’on  aura  y— ii<^ÿ  &y<^xi. 

es  valeurs  de  y le  trouvant  entre  rp&zi,  voyons  filafilppolî- 
tion  de  y = lo  réfout  le  problème.  On  aura  aonc  xx  — 6 o == 
( »o  — x)*^  -=x^ — 40X-I-40O,  oux  ==>*^  = Il  f ; 
4iofi  le  nombre  total  des  mefures  fera  1 1 4 ^ 
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li  de  ce  nombre  l’on  retranche  éo  ==>  il  refte  , quar- 
jé  : ainfi  le  nombre  des  louis  dépenfés  eft  = 71  -i. 

Pour  trouver  le  nombre  des  mel'utes  de  chaque  elpece  de 
vin , je  Tuppofe  que  exprime  le  nombre  des  meliires  de  la  fé- 
condé efpece  ; il  eft  vifible  que  % ^ fera  le  prix  du  vin  à 5 louis 
la  mefure , & que  n ^ — î fera  le  nombre  des  meliires  de  l’au- 
tre , dont  le  prix  eft  ÿ a — 8 ^ & par  conféquent  le  prix  de  tout 
le  vin  ferait— 3 donc  — 3r^7iij  d’où  l’on  tire 
3^=15,  nombre  des  melures  au  plus  bas 

prix.  Donc  ii  4 — ^ tt  = 4 tt  fera  le  nombre  des  mefures 
de  l’autre  vio. 

Problème  XXXIH.  Trouver  deux  nombres  x & y , dont  la 
fomme  fait'  à celle  de  leurs  quarrés , comme  a : b.  Par  la  nature 
du  problème  x -j-y  : xk-\-yy  ::  ai  b ^ ainfi  l’on  a l’équation 
b x-{-by=^axx-\-ay  y.  Je  fais  y ==x  { , & j’ai 
b X b x:^=  a xx-{-  ax  x[^‘,  d’où  l’on  tire^-|-è  r =ax 

Ainfi  en  prenant  pour  tel 


a-^aii 

nombre  rationel  que  l’on  voudra , l’on  aura  une  valeur  ratio- 
nelle  de  & de  y = * 3;.  Si,  par  exemple,  a eft  = i , ù =• 
4 & 3;  = 4 , on  aura  x =#4  & y = i 
_ Problème  XXXIV.  Trouver  deux  nombres  x & y,  tels  qu’en 
ajoutant  le  quarri  deCun  avec  le  produit  du  quarré  de  l'autre  par' 
un  nombre  donné  a , pofitif  ou  négatif,  la  fomme  fait  un  nombre 
quarré  = b b.  L’on  aura  xx-\-ayy=tb.  Suppofant  x=:^y—b, 
& xx=~  iiy  — b)^  , nous  aurons  (3y— 6)^  | 

IKyy  — + bb  -\-  ayy  = bb.  En  effaçant  W àe  part  &' 

d’autre,  tranipoi^t,  divifantpary , & enfuite  par  <«+33,  il 

vienty=~-^f  . Mais  x'-  = bb  — uy’-  j donc  a:  = ± 

h. (tf— 33) 


^ ^ ^ • Ainfi  en  prenant  pour  3 un  nombre  rationel 

quelconque , on  aura  aufll  pour  Af  & y des  nombres  rationels. 
Ce  problème  renferme  comnie  un  cas  particulier  celui  dans 
lequel  on  demanderoit  deux  nombres  quarrés,  don:  la  diffé- 
rence fût  un  quarré  donné  : car  il  fuffit  de  fuppofer  a = — i j 
il  renferme  encore  le  Problème  ( I V ). 

Problème  XXXV.  Trouver  deux  nombres  rationels  x fi* 
y , tels  que  fi , du  quarré  du  premier  , Ion  retranche  celui  du 
fécond  multiplié  par  un  nombre  quarri  bb  , '/7  refie  un  nombre 
■donné  a.  Par  la  nature  du  problème  xx  — bbyy  «=  Si  l’on 


1 
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fuppofe  — ty,  notre  équation  deviendra  en  (ubfiitoant 

la  valeur  de  x &;  réduifant  — xbj  y = o’f  ainfi  l’on  aura  y 


s=  te.  1 , X = Sc  quelque  nombre rationel qu’on 

. fubftitue  à la  place  de  ç , il  en  réfultera  des  valeurs  de  x & de 
y qui  réfoudrom  le  problème. 

rnOBLEME  XXXVI.  a,b,  c,d,  e,  f étant  des  nombres 
entiers  & rationels  , on  demande  des  nombres  rationels  1 6*  n , qui 
fatisfajfent  à cette  équation  att  -f-  btu  -f-  dt  = — cun  — eu — f. 
Regardant  t comme  la  feule  quantité  inconnue , & réfolvant 
cette  équation  par  la  méthode  du  fécond  degré  , il  vicjjt  t == 
— {b  U 


1 a 

Pour  que  rfoitun  nombre  rationel,  il  eft  nécellàire  que  la  quan- 
tité fous  le  ligne  foit  un  quarré  parfait  : or  cette  quantité  étant 
développée  devient Aiua xbdu-\-dd  — /^acuu — ^aeu  — 
Faifonspour  abréger, éé — /^ac=g,  xbd — j^ae=h,dd — ^afi=m, 

— {bu-\-a)±^  (guu-i-bu-i-m)  „ 

& nous  aurons  r — i Suppo- 

xa 

fons  maintenant  que  guu  -|-  A«  -j-  m eft=  x x , pour  avoir  guu 

, , , k xx^m  , h h h 

4-A«»=xx — — «= ,««-+--« H 

8 g , 8 4SS 

XX — m , kh  »,exx-\-hh — ngm 
c=«  ZS 7_2 U =* 

g 4 gg  , ^gg 

— ArbVj4g(xx  — m)-\-hh'\  ^ — A±V(Axx-f-B) 

en  fûlànt  4^  ■=  A & — /^gm  -f-  AA  = B.  Si  nous  fuppofous 
maintenant  yy  = Ax x -j-  B , la  quellion  fe  réduira  à trouver 
pour  y Se.  X des  nombres  rationels  qui  fatisfalTent  à cette  der- 
nière équation  ; car , en  remontant , on  trouvera  enfuite  faci- 
lement des  nombres  rationels  pour  uSet.  Or  il  eff  facile  de 
réfoudre  dans  une  infinité  de  cas  l’équationy  = V^(Axx  +B) 
en  nombres  entiers. 

Si  B feul  ell  un  nombre  quarré  , on  employera  la  méthode 
du  Problème  XXXIV.  Si  rt  feul  çft  quarré , on  fera  ufage  de 
la  méthode  du  Problème  XXXV. 

Problème  XXXVIl.  Rendre  rationelle  la  forme  ^(aa-f- 
bx-j-cxx-|-dx3  ) dans  laquelle  le  prerniér  terme  ejl  le  quarré 
et  un  nombre  a.  Si  A,  c,  d étoient  o en  même  tems,  la  formu- 
le deviendroit  V aa^  a \ ainfi  ce  cas  n’a  aucune  difficulté. 
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Nous  ne  nous  propofons  pasr'de  parcourir  tous  les  cas  dans  Ict, 
<]uels  cette  formule  peut  devenir  rationelle , il  fuffira  pour  notre 
objet  de  parler  de  quelques-uns.  Suppofons  que  a'- i , 

^ b = r,  c=T — ij  & a=i  ; donc  i -\-^x  — xx-\-xi 
doit  être  un  quarré.  1 e premier  terme  étant  un  quatre  , je 
choilis  pour  la  racine  cherchée  une  quantité  telle' que  les  deux 
premiers  termes  puiflem  s’évanouir.  Soit  donc  cette  racine 
cherchée  = 1 -f- on  2ura  i -j-wt — 

, ou  les  deux  premiers  termes  dilparoident  ; de  maniéré 
que  l’on  axx  = — xx  xi  , ou  xxx  = xi , ou  en  divifant 
par  .rx,  x «=x.  Ainfi  la  formule  devient  ( i -f-4 — 4-f-  8 ) 
*=  V5>  = J. 

Pour  faire  un  quarré  de  la  formule  4 -f-  — ^xx  ■^xi 

dont  le  premier  terme  eft  un  quarré  , je  fuppoferai  latfacine 
cherchée  — x-\-px  pour  avoir  4 -j- 6* — 5^*+  ixi  ==4-f- 
4pa: Pour  que  les  deux  premiers  teriries  difparoif^ 
fent  de  part  & d’autre , il  eft  néceffaire  que  6x  = ^px , ou  que 
4P  ; donc  P = ï =7.  Ainfi  l’on  aura  l’équation  ■ — ^xx 
-J-  ixi  = \ XX,  ou  =-ÿ  x^  ,8c  X = Ainfi  V (4  -f- 
6x — yxa:  4- ) ==  i + 7.  . . 

Il  y a une  autre  méthode  dont  on  peut  faire  ufage  , lorfque 
le  premier  terme  de  la  quantité  fous  le  ligne  eft  un  quarré  : elle 
confifte  à donner  trois  termes  à la  racine  cherchée  , qu’on 
peut  faire  ==  a nraniere  que  dans  l’équation 

les  premiers  termes  s’évanouilTent. 

Soit , par  exemple , la  formule  y'  ( i — 4X  -f"  8xx — $xi  ). 
Je  fuppofe  cette  quantité  =1  — ax  + pour  avoir  l’é- 
quation J — ^ 4X-4-  dxx  — jx3  ==  I — 4x-|-  4XX  xhxx 
— 4/1x5  hhx^i.  Les  deux  premiers  termes  fe  détruifent  de 
deux  côtés;  & pour  faire  dilparoître  xx , il  fuffit  de  (uppofei 
6xx  — 4XX  -f-  xhxxp=  ( 4 4-  aA  ) xx  , ou  6 = 4 4~  i/t , Ac 
xh  = x ou  h=\\  par  ce  moyen  l’on  trouve  — jxî  ■=— 
4x3  -f-x-t,  ou  — 5 = — 44-*>ou4“4  — S ==x,ou  x =■ 

La  fojfme  V ( i +-*^5  ) deviendra  un  quarré,  en  fàifantx» 
O j ou  bien  x = a.  La  formule  y'(  i 4~  J-'-'O  devient  ratio- 
nelle fix— O,  oufix  — I ,oufix  = a.  Maintenant  i étant 
une  des  valeurs  qui  fâtisfont , fuppofons  x égal  à cette  valeur 
augmentée  dçy  , pour  avoir  x==i4-J&  i4“5x3=44"^J'*+'‘ 


» Ces  méthodes  fuppofent  411e  t Ste  rie  font  pas  o. 
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9yy~^  %y^'  la racine <îe  cette  nouvelle  formule  foit  fup- 
pofee  1 -j-  /ly  , de  manière  que  4 +9.y  + 9yy  4*  ?y  ’ = 4 
•^^py-^-PPyy't  il  faudra  fuppofer  9 = é^p  , ou  p 
»=  I , & alors  l’on  aura  9 -|-  jy  = = fl , ou  y = — fi. 

Ainîî X fera  = — fj;  Sc.  yf  (i4-3x3)  = ±;fi.  En  fuppo- 
fantx== — aurions  une  nouvelle  valeur,  &c. 
Cependant  la  méthode  que  l’on  vient  d’employer  dans  ce  der- 
'nier  cas  eft  encore  fort  défedbieufe.  ' 

Si  l’on  vouloir  rendre  rationelle  la  forme  V ( * — * — ** 
4*  ) il  fufEroit  de  faire  x=  pp — i , en  donnant  à p telles 

valeurs  rationelles  que  l’on  voudra.  Si  p = 3 , notre  formule 
donnera  ai. 

Pour  rendre  rationelle  la  forme  ( cx^  4*  ) >•  il  cft 

nécellàire  que  cxx4*  ^*3  = x^  ( c4"<^-»^)  foit  un  quarré  ; 
'mais  x^  eft  un  quarré  : donc  c-{-  ^x  doit  aulTi  être  un  quarté. 


■ Si  donc  on  fait  c-\-tix=  pp,  on  aura  x = valeur  qui 


qui  réfbudra  toujours  la  queftlon. 

Problème  XXXVIII.  Rendre  rationelle  la  forme  y'  ( aa4* 
bx  4”CX’'  4"  ‘l3t3  4“  CX+)  dans  laquelle  le  premier  terme  eft  un 
nombre  quarré  , b , c , d , e,  étant  des  nombres  réels  , & non  o. 
Nous  ferons  cette  forme  = a -j-px  -f-qxx,  nous  détermine- 
rons enfuite  p & 9 , de  maniéré  qu’il  ne  refte  que  deux  termes 
dans  la  quantité  fous  le  ligne  j ce  qui  fera  trouver  une  valeur 
rationelle  de  x.'  Nous  aurons  donc  aa  bx  -f-  exx  4* 

4-  «x+  = 4d  4*  lupx 4“ ( *‘*9  ~\~pp)  XX  4“  t-pqx^  4" 

Les  premiers,  termes  dilparoilTent  d’eux-mémes;  les  féconds 
difparoîtront  en  faifknt  b — xap  &p  = — . Pour  faire  dit 
paroître  ex*-,  il  faudra  fûppofer  c = zaq  4“ 

pof®  » 0“  4“  =*=  apçxî  ~\-qqx^  ; 

donc  en  divifani  par  x? , — xpq  4“  ??*■  » équation 


qui  donne  x 


^ , ou  ( en  changeant  les  fignes  du 

numérateur  & du  dénominateur , x = . 

Problème  XXXIX.  Rendre  rationelle  la  forme  V (a  -|- 
bx  4“  4“  dx5  4~  ggX't)  dans  laquelle  gg  efi  un  nombre 

quarré.  Suppofant  cette  quantité  ==q-{-px-ft-gx^ , on  aura  4-j- 
bx  -f  fxx  4-(/x3  ’ft-£gx^  = qq-^  zpqx+ppxx+  {^^q-\-pp} 


« 
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X XX  -f-  igpxi  Les  cinquicines  termes  fe  détruirai 

d’eux-mêmes  , & il  ftîut  faire  enforre  que  les  quatrièmes  dilpa- 
roilTent  audî  ; ce  qu’on  obtiendra  en  {uppofanc  igp  =d,  ou 

P = — . Il  faut  encore  faire  dilparoître  cx^,  enfàifant 

c — PP 

pp  = c,  ou  J =?= . Les  deux  premiers  termes  donneront 

^ d 

alors  l’équation  a ^ éx  = jj  -f~  VS*  j ^ cft  facile  de  ti- 
qq  — a 

rer  x = 7 . ' 

b — zpq 

Problème  XL.  Rendre  rationelle  la  forme  y'(aa  -f- 
bx-|-cxx +dx3 -|- ggx+).  Comme  le  premier  terme  eft 
un  quarré , nous  pourrions  employer  la  métliode  qui  confient 
à ce  cas , & parce  que  le  coefficient  du  cinquième  terme  eft 
auflî  un  quarré , nous  pourrions  nolis  fervir  de  la  méthode  du 
problème  précédent  ; de  cette  maniéré  nous  trouverions  deux 
valeurs  de  x , dont  chacune  réfoudroit  le  problème.  L’on  peut 
auffi  fuppofer  la  quantité  donnée  égale  à a -^px~j-  gxXyCa 
déterminant  p de  maniéré  que  les  quatrièmes  termes  dilparoilT 
fent  dans  l’équation  ua  f>x  + cxx  dx3  -b-  ggx*  = aa  ■+• 
zapx  ■+•  {pp  ■+■  ) **  + igoxi  +ggx^,  , dans  laquelle 

{^pp  tog)  XX  eft  confidéré  comme  un  feul  terme.  Aiais  il 

eft  vifible  qu’en  faifânt  p — — , les  quatrièmes  tevmes  dil- 

paroilTent } & puifque  les  premiers  & les  derniers  fe  détrui- 
fent  d’eux-mêmes  , on  aura  en  divifant  par  x , b ex  ^ 

xàp  -t-  lagx  -j-  ppx,  équation  d*od  l’on  tire  x 

^‘^g-\-pp — e 

Comme  le  quarré  aa  fe  trouve  feul  dans  la  forimrie , je  veux 
dire  fans  que  a s’y  trouve  feul,  on  pourra  fuppofer  que  là  ra- 
cine a le  ligne  — , & écrire  —7  a au  lien  de  a } ainli  l’on  a aufll 
b-^zap 

X sss  ■ ■ • f 

PP — zag — c 

Problème  XLI.  Trouver  une  valeur  de  x quîpuiffe  rendre  a 
+ CX4  un  quarré  parfait.  Je  fuppofe  qu’en  faiwit  x — k,  on 
fatisfait  au  problème , & qu’on  a l’équation'a  ek^  = kk. 
"'Si  l’on  veut  trouver  d’autres  valeurs  de  x qui  aient  la  pro- 
priété demandée,  on  fuppofera  x=A  -\-y  , de  maniéré  que  la 
forme  a -j-  eh^  -j-  ^cii  iy  -f-  6ehhyy  -f-  ^ehy^  ey4  foit  un 
quarré  \ donc  en  fubiUtuant  la  valeur  de  a -^eh* , la  forme  bk 
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+ + échhyy  -f-  /^thyi  ey*  fera  un  quarré.  Or  ccirc 

derniere  forme  eft  la  première  des  rfois  elpeces  que  nous 
avons  rcfolues  ; ainli  en  procédant  par  la  méthode  qui  con- 
vient à ce  cas,  fuppofant  la  racine  cherchée  ==  i -f-  py  +^vv; 
& faifant  les  opérations  néceflaires  , nous  trouverons  p =» 

i«A5  , , 6 e fl  k — PP 

• — ; — , &i6ehh^xKq-^pp  ouo  = ; — -J—=, 

•'  < lA,  , 

^ e ftfi  h k — r et  e kh  k.k  — i eh*) 


, A3 

e h*  = k,k  — a , q- 
qe  k — xpq 


A3 

eAA(AA-f-iu) 

= 


ou  parce  que 
. On  trouvera  aulli 


qq  — c ^ 

Si  Ion  demandoit  donc  de  rendre  rationelle  la  forme 
y/  ( i a;+  — I ) , nous  aurions  ici  a = — ï , e—z  , & il  eft 
vifible  qu’eu  fuppofant  A = i , Vette  forme  donneroit  i ; 
donc  A=i  ,&  k k = i , p — q,  q == — i , y = 1 1 , & a: 

' = A -f-y=  ijjainfi  l’onauroit  ^ {x  — i)==  y (^7111  ) 
= îjp.  Regardant  maintenant  ceci  comme  le  cas  connu  , & 
faifant  h = ii  & k~  139 i on  trouveroit  une  nouvelle  va-* 
leur  de  x qui  fatisferoit  ; & ainfi  dé  fuite. 

Problème  XLII.  Rendre  ' rationelle  la  formulé  ' 

^ {a  Aa?).  Je  fais  y ( ‘*  + Aa:)==p,  pour  avoir  a-{-bx 

t jP  3 — îj 

=p3j  on  O X = pi — a , 8c  X—  — 7- — . 

O , 

Problème  XLIII.  Rendre . rationelle  la  formule 
3 

V (a3-|-bx-f-cx’--f-dx3)  dans  laquelle  le  premier  terme 
eft  un  cube.  Je  fais  cette  quantité  = <»-f-p  x;  doncnî-f-Ax 
-4-^*’'  d xi  — ai  ^ i a'^  P X a p'^  XX  pi  xi . 
Comme  les  premiers  termes  fe  détruifent , il  faut  déterminer 
P de  maniéré  à faire  difparoître  les  féconds  termes , ce  qui  ar- 
rivera fÎ5<itfp  = A,ou(îp  = — L’on  aura  doncc  x*  -f- 

m 3J-»  ' 

l dxi  x3,  & en  divifant^ai  XX  , c-j-<fx 

*=  3 «PP ainlix  = — . 

' pi  - — d 

Problème  XLIV.  Trouver  la  valeur  de  x qui  peut  ren- 

) ' 

dre  rationelle  la  formule  y ( a-{- b x -f- cx^  *4- g3  x5  ) Jj/u - 

laquelle 
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laqutlle  U coefficient  du  dernier  terme  e/l  un  cube.  Faifaut  cette 
qiiantité=/>  pour  avoir  a -\~bx  c x x'-^  gl  xi  => 

pi  ’i  ^x  I P x'^  gi  xi , je  vois  que  le>  derniers 
termes 'des  deux  membres  de  cette  équation  fe  détruifent  d’cux- 
niêmes  ; & pour  déterminer  p de  maniéré  que  les  pénultiè- 
mes fe  détruifent  auflî , je  fais  %pg^  c ,oa  p = -^.Main- 

ig’- 

tenant  puifque  les  termes  reftans  donnent  a-^b  x =pi 


— vi 


%p'^  g X,  l’on  aura  * = 

\ëPP  — ‘’ 

-■  Sî  fe  premier  termes  avoir  été  = 0,  on  auroitpu  feirey'(ix 
= gx,  pour  avoir  b x-\-c  x x gi  xi 


’ gi  xi  yOn  b X 


ex  ou  X ' 


ex*  xî 

h 


-g 


' — «X*, 


Problème  XLV.  Rendre  rationelle  la  forme  ^ [zi 
-j-bx-j-cxx-|-g3  x5)  dans  laquelle  le  premier  6/  (e  dernier 
termes  font  des  cubes.  Il  eft  vilîble  qu’on  peut  la  traitercooime 
l’une  & comme  l’autre  des  deux  elpeces  qu’on  a réfolvées  dans 
les  deux  problèmes  précédens.  On  peut  aulfi  faire  la  racine 
cherchée  — a— f-^x  , pour  avoir  ai-j-Ax-f-cx*  + x5 
==ai  -f-  3 a*  ^x  + 3 ag’’  x*  x3 , équationdans  laquelle 

les  premiers  & les  derniers  termes  des  deux  membres  fe  détrui- 
fent d’eux -mêmes , puifqu’ils  font  égaux  & qu’ils  ont  les  mêmes 
lignes.  Donc  6x-f-cxx  = a gx  I a gg  xx  y ouA-f- 

I t ^ g 

c X = % aag-i- i ao  x ; d ou  1 on  tire  x =* -• 

i ^ i e rfyugg—c 

Problème  XLVI.  Quelle  valeur  de  x peut  rendre  rationelle  la 

forme  ^ ( 3-}-  3 x5)  ? 11  eft  clair  qne  cela  arrivera  II  on  fait 

X = Z , & l’on  aura  alors  v(3+3x3)=»3.  Pour  avoir  une 
nouvelle  valeur  de  x qui  rcfolve  le  problème  , je  fais  x = A -|- 
y ou  en  fàifant  A=  z , x=  z -j-y , pour  avoir  3 -f-  3x3  = 17 
yy~h  î comme  z7  eft  un  cube , cette  for- 

mule eft  de  la  même  eipece  que  celle  que  nous  avons  déjà  trai- 
tée. Faifons  fa  racine  = 5 -j-p  y,  dont  le  cube  éft  z7-f-  z7py 
-\-  9ppyy-hp\y^  — 17  18  yy-f-  3 y3.  Les  pre- 

miers termes  fe  détruifent  mutuellement,  &il  faut  faire  cnl^te 
que  les  féconds  difparoilTent  de  même  , ce  qu’on  obtieiidra 
en  fuppofant  17  p = 36,  oup  — = j.  L’on  aura  mainte- 

fome  1.  N 
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naiu  9Ppyy-\-P^  y*  = i8yy  + 3y'  , on9pp-^p^y 
=T=i8H-3y>  ou />3  y — 3 y = i8  — 5«f;> . ouy  = 

doncx  = =-î^,  & ^(3-^3*>)  = 

pi  — 3 • 

3 _|_p y = — ^ : cette  folutîon  fournira  une  nouvelle  va- 
leur , & ainfi  de  fuite. 

Problème  XLVII.  Rendre  rationelle  la  forme 
(b+cx)‘).  Faifant  cette  quantité  ==  , on 

/j  I I 

aura  l’équation  d • (é  + c ) ‘ = î tire<(en 

divifant  par  ( A + c x ) ’ l’équation  a — • Donc  a 


A-f-cx  , <Jo3  — A 


laquelle  q efl  un  nombre  arbitraire. 

Si  l’on  deinandoit  la  valeur  de  x qui  peut  rendre  rationelle 

la  forme  ^ (ixx — f),  on  n’auroit  qu’à  fuppoferx=  4,  & 
l’on  auroit  xxx  — y— a?,  éont  la  racine  cube  eft  3. 

Problème  XLVII  I.  a6>  b étant  des  nombres 
inégaux , on  demande  un  troifieme  nombre  x tel  que  fon  cube 
ajouté  à la  fomme  des  cubes  de  z & de  h donne  un  cube 
parfait.  Par  la  nature  du  problème  a 3 -(-  A3  -f-  a: 5 doit 
être  un  cube  ; or  il  eft  vifible  que  cela  aura  lieu  , fi  Ton 
fuppofe  X — — a : car  alors  a3  bi  x^  — ai  -\-bi  — 
ai  = A 3 , cube  de  A.  Pour  trouver  une  autre  valeur  de  x qui 
fatisfiire,  je  fais  x —y  — a.  Subftituant  la  valeur  de  x3  que 
donne  cette  fuppo(ition,la  formule  aî  A3  -f-  x!  devient  A3 
— 3jyy_|_y5  , fomiule  dans  laquelle  le  premier 
terme  eft'  un  cube  aulfi-bien  que  le  dernier.  Pour  réfoudre 
celle-ci,  je  fais  fa’racine  = b ^py,  afin  d’avoir  A 5 _|_3  aay 
— 3ayy-f  y5  =A3-|-3  A>y+3  b p’- y y -\--pi  yi . Les 
premiers  termes  fe  détruifent d’eux-mêmes,  & les  féconds  dif- 

û A 

paroîtront , fi  l’on  fait  3 a a = ^ b bp  , ou  p = L’on  aura 

donc — I ayy  -i-yi  — ibppy  -f-p3  y 5 , ouy  — 3 a =» 

2 a+  . a^  , . , . , 

3 ^pp^p-i  y = i__|_  _ . y J équauon  qui,  multipliée 

par  A^  , donne  b^  y — 3 a A^  = 3 a+  A*  -f-  a‘y  , & y =» 
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5 d+i? -f-j  J a ^5  (aï  jaiï  (aî4-i3  ) 

— a*  b^ — a*  _ (iï+a’J.'iïS — aï) 

3 a iï  J • 4-ûï  \ ^ , 

= 77 7;donc*==y — a==al— 7- r I-  Amli  les 

— aï  •'  \ / 

deux  cubesaï  & éï  étant  donnés , nous  connoifTons  la  racine  du 
cube  cherté  ; or  cette  racine  fera  polîtive  en  fuppofant  b'^  a. 

Problème  XLIX.  Trouver  deux  riombres  entiers  6» 
pofitifs  X & y , tels  que  leur  fomme  fait  égale  au  quarré  du  fé- 
cond. Par  la  nature  du  problème  , nous  aurons  x-{-y  = y’-  ^ 

X =.y‘  — y = y . (y  _ jjinjJ  ^ ‘.(y  — 0-  Si 

donc  l’on  prend  pour  y un  nombre  quelconque  entier  & po- 
lîtif  plus  grand  que  i , on  trouvera  une  valeur  de  x qui  rclou- 
dra  le  problème.  Soit,  pur  exemple  , y=  ^ , nous  aurons  x = 
î • (î  — i)  = 5 X 4 ==  lo.  Or  JC  10  4-  5 eft= 

quarté  Je  y.  Mais  on  ne  peut  pas  fuppofer  y ==  i , parce  que 
x = y-  (y — feroit  alors  = i • (i  — i)  = i X o ==  o. 

Problème  L.  Trouver  deux  nombres  x & y tels 
que  la  fomme  x‘  -|-  y’’  de  leurs  quarrés  fait  égale  au  cube  y ï 
du  fécond.  Par  la  nature  du  problème  -f* y’' = y^  ou  x’’ 

*=y’ +y‘ =yy  • (y— I ) > & ^ =y  • V'iy-— i)-  Si 

donc  on  prend  pourj/  un  nombre  quarré  quelconque  augmen- 
té de  l’unité,  le  problème  fera  rélolu  , & la  valeur  de  .t  (era 
rationelle.  Soit',  par  exemple ^ y ==  ? -j-  i = lo  , nousjau- 
rons X = lo-  y'(p)  = lo  • 3 — 30,  & jc‘  -f~y^  ==  ^00 
100  =i  1000  , cube  dey  ou  de  10. 

Problème  LI.  Trouver  deux  nombres  x & y tels  que  la  fom- 
me de  leurs  cubes  fait  égale  à la  quatrième  puijjance  du  fécond. 
Par  la  nature  du  problème  nous  avons  *ï  -j-yï  ==yï , ou  a:) 

'=y4_yî  =yî.(y_  i),  & enfin  JC  =y.  y'fy—  I ). 
Ainll  en  prenant  pour  y un  nombre  cube  quelconque  augmenté 

3 • 

de  runité  , le  radical  y ( y ~ ^ ) donnera  un  nombre  ratio- 
nel , & la  valeur  de  jc  fera  aulfi  rationelle.  Soit  y ==  5 , y — i 

fera  = 8,*^^  (y — i ) = i;  doge  ar  ==  9 • i = 18.  Ainfi 
en  ajoutant  le  cube  de  1 8 avec  celui  de  9 , on  aura  la  quatriè- 
me puiflancc  de  9 ; ce  qu’il  elV  facile  de  vérifier 

Problème  LU.  On  demande  deux  nombres  x &•  y tels  que  la 
fomme  de  leurs  puijfances  du  degré  m , fait  égale  à la  puif- 
jance  du  ‘degré  m i de  y.  L’on  aura  x»  4-  y”  = y '»  + > ^ 

N 2 
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^m—ym+  I — ym—ym.  fy ^ _y.  y/ 

donc  on  prend  pour^  une  puillance  parfaite  du  degré  m 
qu’on  lui  ajoute  l’unité  , le  problème  fera  refolu.  Si  m = 5 , 
y=3^-}-I  = 35  (3zeftla  cinquième  puiiTancc  de  i ) , on 

t t 

aura  * = 33V  îî  — ' = î?’ v'  î»  = 3Î  • '~~66,  & 
la  fomme  des  cinquièmes  puiflances  de  66  8c  de  33*feraégalc 
à la  fixieme  puiflance  de  ce  dernier  nombre. 

DesEquatïons  du  fécond  degré  à plufeurs  inconnues. 

6q.  Lorfqii’on  a deux  équations  & deux  incon- 
nues , fi  dans  l’iine  de  ces  équations  une  des  in- 
connues ne  pafleipas  le  premier  degré  , on  en 
prendra  la  valeur  , qu’on  fubfticuera  dans  l’autre 
équation  , & l’on  aura  une  éqiiatioa  à une  feule 
inconnue.  Exemple , foient  les  équations  dx  — 

= û , X»  -+- J*  = b.  De  la  première  je  tire  x — 

fubftituant  cette  valeur  dans  la  feconde.l’on  a 

d ^ ’ 

^ d- — |-j*  =3,  Q\xy‘>  -\-xay^-\-ddy'- 

-\-aa=-bd^,  équation  à une  feule  inconnue,  mais 
qui  eft  du  quatrième  degré.  Si  les  deux  inconnues 
fe  trouvent  élevées  au  quarré  dans  chaque  équa- 
tion , prenez  dans  chaque  équation  la  valeur  du 
quarré  d’une  des  inconnues  ÿ Sc  égalant  ces  v.i- 
leurs  , vous  aurez  une  nouvelle  équation  , de 
laquelle  on  tirera  aifémenP  la  valeur  d’une  des 
inconnues.  Cette  valeur  étant  fubftituée  dans  l’une 
ou  l’autre  des  équations  données  , il  en  réfultera 
une  équation  qui  ne«contiendra  qu’une  inconnue. 
Soyent  les  équations 

A'i  -h  a xy  -\r  bx  = cy^  dy  -+-  l. 

X*  f xy  gx  = hy^  iy  •+-.  k. 

La  première  donne  x^  = cy^-\-dy-\-l — axy 
— é A , la  fécondé  donne  x^  = h y ^ iy  -|- 
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k — f xy  — SX.  Egalant  ces  deux  valeurs  de  a--  , 

& fai  Tant  palier  tous  les  ternies  ^ffeCfés  de  .v  dans 

le  premier  membre  de  l’équation , on  aura  f xy 

g X — a xy  — hx  =■  hy^  — cy^  — dy  -f- 

iy  — 1-\-  k , & en  divifant  par  le  multiplicateur 

J -I  • . (A  — c)xy'H-(/  — ï/)  xy+lt— / 

de  A* , il  vient  x = ; 

fy.j-  g — ay  —b. 

quantitéqueje  fais  = ^,&qui  ne  contient  pointA'. 
Subftituant  cette  valeur  dans  l’une  des  équations 
données  dans  la  première , par  exemple,  j’ai p*-+- 
a P y -y-  bp  =■  cy^  + dy  1 , équation  ou  x ne 
fe  trouve  point.  En  mettant  au  lieu  de  p*  & de  p, 
leurs  valeurs  en  y & conftantes  , on  aura  l’équa- 
tion cherchée , cfcns  laquelle  y ne  montera  tout 
au  plus  qu’au  quatrième  degré  , comme  on  s’en 
convaincra  aifément  par  l’operation. 

Si  les  équations  furpalfent  le  fécond  degré,  voici 
une  méthode  générale  qu’on  pourra  fuivre.  Em 
fuppofant  que  tous  les  termes  du  fécond  membre 
d’une  équation  foyent  tranfpofés  dans  le  premier, 
toute  équation  à deux  inconnues  x &c  y pourra 
être  mife  fous  cette  forme  a x”  -j-  -f- 

•'...-|-p  = o.  Si.v'”“‘,  par  exemple  , ne 
fe  trouvoit  dans  aucun  terme , on  fuppoferoit  le 
coefficient  c de  ce  terme  = o.  Les  coefficients 
a,  b , c peuvent  repréfenter  des  fonétions  de  y 
ou  des  conftantes  ( nous  entendons  par  fondlion 
de^  une  exprelfion  dans  laquelle  entre  j de  quelle 
manière  ^le  ce  foit  ).  Cela  pofé , foient  les  deux 
équations 


ax"‘  -Y-  b -h  c x”~  • — |-  p = o 

. hp'  = o 

defquelles  on  veut  chaflêr  x.  Suppofons-les  du, 
même  degré , on  multipliera  La  première  par  â , 
& la  fécondé  par  a ; retranchant  le  fécond  produit 

N3 
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du  premier  , il  eft  évident  que  x”  ne  fe  trouvera 
pas  dans  la  nouvelle  équation  , qui  fera  par  confé- 
quent  tout  au  plus  du  degré  m — i.  Multipliant 
la  première  par  ax-\-b' , & la  fécondé  par  ax-\-b , 

& retranchant  encore  le  fécond  produit  du  premier, 
il  en  réfultera  une  nouvelle  équation  du  même  de- 
gré , par  rapport  à x , que  celle  qu’on  vient  de 
trouver.  Multipliant  de  meme  la  première  par 
d x'^  -\-b' x-\-c  , & la  fécondé  par  ax'-^bx-^-  c\ 

& retranchant  encore  le  fécond  produit  du  premier, 
il  en  réfultera  une  troifîéme  équation  du  même 
degré  par  rapport  .ia.*,  & continuant  ainfi  jufqu’à  ce 
que  le  multiplicateur  foit  devenu  du  degré  m — 1 , 
on  aura  m — i équations  du  nfême  degré  m — i 

f»ar  rapport  .à  .v,  & confidcrant  dans  ces  équations 
es  quantités  .v”’"',  &c.  comme  des 

inconnues  fimples , on  déterminera  les  valeurs  de 
^tes  inconnues.  Siibftltuant  donc  ces  valeurs  dans 
*la  derniere  équation  , on  aura  une  équation  qui 
contiendra  .v  linéaire  & dont  il  fera  aifé  d’avoir  • 
la  valeur.  Cette  valeur  étant  fubftituée  dans  la 
première  ou  dans  la  fécondé  équation  , on  aura 
une  équation  qui  ne  contiendra  que  la  feule  in- 
connue y avec  des  quantités  connues.  Si  dans  la 
première  équation  x ctoit  du  degré  m , &c  dans 
l’autre  du  degré  n , on  multiplieroit  la  fécondé  par 
A-”*"”  , & alors  les  deux  équations  fe  trouveroient 
du  même  dégrc  par  rapport  à a;  ainh  l’on  pourroit 
s’y  prendre  comme  nous  venons  de  le  ftre. 

Si  l’on  avoir  trois  équations  & trois  inconnues  a, 
yôc:^,on  négligeroit  d’abord  une  des  inconnues,  { , 

. far  exemple  y qu’on  regarderoit  comjne  connue  , ât 
par  le  moyen  de  deux  premières  équations  propo- 
•fées  on  parviendloit  à une  équation  ( que  j’appello- 
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rai  B ) qui  ne  contiendroit  que  l’inconnue  négligée 
& une  des  aucres  , x , par  exemple.  Par  le  moyen 
de  la  première  & de  la  troifiéme  ou  bien  encore 
par  le  moyen  de  la  fécondé  & de  la  rroidéme  , on 
trouveroir  une  autre  équation  (que  je  nommerai  D) 
qui  ne  contiendroit  que  les  memes  deux  inconnues 
X & Et  par  le  moyen  des  équations  B & D , on  par- 
viendroità  une  équation  qui  ne  contiendroit  qu’une 
feule  incojinue.  Sil’on  avoit  quatre  équations  & qua- 
tre inconnues;  par  le  meyen  des  deux  premières  en 
négligeant  d’abord  deux  inconnues , on  parviendroit 
aune  équation  qui  ne  contiendroit  que  x & les  deux 
inconnues  négligées  j par  le  moyen  de  la  première 
& de  la  troifiéme  , on  parviendroit  à une  fécondé 
équation  qui  ne  contiendroit  que  .v  & les  inconfiues 
négligées  ÿ enfin  par  le  moyen  de  la  première  &c 
de  la  derniere  , on  parviendroit  à une  autre  équa- 
tion qui  auroit  les  mêmes  conditions.  L’on  auroit 
donc  trois  équations  & trois  inconnues  , cas  que 
nous  venons  de  réfoudee  , &c  ainfi  des  autres. 

Problème  I.  Trouver  deux  nombres  x & y dont  la  , 
fomme  x-h  y fait  = i =a , & la  fomme  des  quarrés 
xi  -f-yi  =b*.  Par  la  première  condition 

af  -h  J = U ; donc  en  prefiant  le  quarré  de  part 
& d’autre,  x^-+-zxy  -h  = a^.  De  cette  équa- 
tion retranchant  la  fécondé  , il  vient  zxy  — a^ 

— Retranchant  cette  derniere  équation  de  la 
fécondé,  on  trouve  xû  — i x y = z b' — 

8c  en  prenant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre, 

•V  — _y  = + \/(^zb^  — az).  Cette  derniere  équation 
étant  ajoutée  à la  première  8c  enfuite  fouAraite  , 

•1  • 1 i • d±:V(ii^ — a') 

il  Vient  dans  le* premier  cas,  x— = 

î lit  7 

oux  = H-45  &CX— — 3 , ôedans  le  fécond  cas 

N4  . 
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J — a")  1 =P7 

a = o\iy=  —3  , 8cy 

c=-|~4  ; c’eft-à  dire,  que  fi  x=^  ,yfera=— 3 , & 
réciproquement. 

Problème  11.  On  demande  deux  nombres pojîtifs 
X Çr  y ^ dont  la  fomme  des  quafrés  foie  174  6*  dont 
le  produit  donne  105.  Par  la  nature  du  Problème 
X X H-  y y = 174 , & xy  = 10$  ou  1 xy  = z i o. 
Si  l’on  ajoute  cette  derniere  équation'à  la  pre- 
mière , & qu’enfuite  on  Pen  retranche , on  aura 
jr.v-h  z jt_y -hjj  = 484  , 5cx_x-ixy-^yy 
= <»4  , équation  que  je  défignerai  par  (A).  L’avant 
derniere  écjluation  que  nous  venons  de  trouver , 
donne  en  prenant  les  racines  , x-\-y  = 4~  zz  ; 
mats  en  prenant  les  racines  dans  l’équation  A , on’ 
trouve  X — 8.  Donc  en  nous  en  tenant  aux 
racines  pofitives  , Ar-+-y=zz,&:A:  — y = S ‘y 
donc  X y X — ^=30  ouzx=5o,&: 
AT  =15.  Mais  a: -t- J, — x-[-y  = ii  — 8,  ou 
2-y=  14,  &cy=e  7.  Les  racines  négatives  donnent 
X = — 15  écy  = — 7;  mais  ces  valeurs  ne  peu- 
vent réfoudre  le  Problème. 

Problème  III.  On  demande  deux  nombres poftifs 
x&  y,  dont  la  fomme  des  quarrés  foit  donnée  6’=b, 
& dont  le  produit  foit  = a.  On  aura  donc  les  deux 
équations  fuivantes  ata: -|- yj  = é , x y = a.  Si 
l’on  ajoute  la  première  à la  fécondé  multipliée 
par  Z , on  aura  x a:  -f-  z xy^y-yy  = é -h  z a , Sc 
par  conféquent  x-{-y— \l(b~\-ia).  Si  de^la 
. première  équation  nous  retranchons  le  double  de 
la  fécondé  , il  viendra  xx  — z x y y y ^ b 
— 22,  d’où  l’on  tire  x — y = y/(b  — 2 2)  ; donc 
X y X — y ou  zx  = \/(é-l-Z2)-h 
\/{b  — la)  oux=^  y/(^b — la). 

L’on  a anflr  x-+- j — x -\-y  ou  2 j {b-^  ta) 
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—y/{b~-xa),&cy=^\y{b^xa)-.'-y/{b  — ia). 
Si  b<C^xa  le  Problème  eft  impoflîble , parce  que  b&ca 
étant  des  nombres  pofitifs  par  la  nature  du  Problè- 
me, X &c  y doivent  être  dans  ce  cas  imaginaires. 

Problème  IV.  On  demande  deux  nombres  tels 
que  leur  fomme  j leur  produit  la  différence  de  leurs 

quarrés  foient  égaux  entreux.  Soit  x le  plus  grand , 
y le  plus  petit  nombre.  Par  la  nature  du  Pro-  ‘ 
blême  x -+-y  ==xx  — y y = {x  -^y)  • (À;  — y)  ; 
dônc  , en  divilant  par  x y y i=x — y ^ 

X =y  J j donc  X y = zy  1 ■,  X X 

yyz=  iy-4-  I.  D’un  autre  côté  le  produit  xy 
ou  y y -4-  y devant  êtie  égal  à la  même  quan- 
tité , on  a l’équation  y y y =:^  -f*  i , ou 

yy—y—  ^ > ^'^yy — y-^t=  * -i-î  = ï> 

Problème  V.  Trouver  deux  nombres  tels  qu'il  y 
ait  égalité  entre  leur  produit  y leur  fomme  & la  fomme 
de  leurs  quarrés.  Je  fais  l’un  des  nombres  cherchés 
= X -+-y , &c  l’autre  = x — y.  Leur  fomme  fera 
a X , leur  produit  fera  xx  — y y , & la  fomme  de 
leurs  quarrés  fera  a a:  ar  -h  i'yy.  Par  la  nature  du 
Problème  , on  a ix  — xx  — yy  oii  y y = xx 
— tx.  Subftitiiant  cette  valeur  à^yy  dans  i .vat-H 
lyy,  & comparant  le  réfultat  ^xx — 4^  avec  x x ^ 
on  aura  1 x 1=  ^x x — 4 at  , d’où  l’on  tiré  a:  = 7 ; 

y'Z—j) 

donc  yy= — ; > & y =ldz j donc  les 


VC— 0 


& a: 


nombres  cherchés  font  x -\-y  ■ 

* 

— y — ?..i  ■■  J & quoique  ces  nombres  foieut 

imaginaires  , ils  réfolvent  cependant  le  Problème. 
Remarque.  Dans^  le  premier  Problème  , 
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Four  avoir  la  Valeur  de  x , nous  avons  ajouté 
équation  x — ^ = + { i ) avec 

l’équation  x -h y = a.  Au  contraire  nous  l’avons 
fouftraite  pour  avoir  la  valeur  de  y , parce  que 
dans  le  premier  cas  les  fignes  de  y dans  les  deux 
équations  font  différents  , & comme  d’ailleurs 
leurs  coefficients  font  les  mêmes , il  eft  vwfible  que 
‘ l’inconnue  y ne  doit  plus  fe  trouver  dans  le  ré- 
fultat;  de  meme  dans  le  fécond  cas , x ne  doit  point 
fe  trouver  dans  le  réfultar , parce  que  — x doit 
détruire  -H  x.  Donc  pour  faire  difparoître  une 
inconnue  quand  on  a deux  équations  à deux  incon- 
nues qui  ont  les  mêmes  coefficients  dans  ces  deux 
équations , il  fjiut  ajouter  les  deux  équations  (i  l’in- 
connue qu’on  veut  faire  difpaapître  a différents 
lignes  dans  les  deux  équations.  Mais  il  faut  fouf- 
traire  une  équation  de  l’autre  , lorfque  l’inconnue 
qu’on  veut  faire  difparoître  a le  même  ligne  dans 
les  deux  équations.  Si  l’on  ayoit  les  deux  équa- 
tions ax-\-by=-c^dx  — g y =f  dans  leffiuelles 
les  inconnues  x &cy  n’ont  pas  le  même  coefficient, 
on  pourroit  néanmoins  faire  difparoître  telle  des 
deux  inconnues  qu’on  voudroit.  Suppofons  , par 
exemple  , qu’on  voulût  faire  difparoître  y , on 
multiplieroit  tous  les  termes  de  la  fécondé  par  le 
coefficient  b de  ^ dans  la  première,  & tous  les 
termes  de  la  première  par  le  coefficient  ^ de  ^ 
. dans  la  fécondé , & l’on  auroit  les  deux  équati'ons 
agx  bgy  = gc  , bdx  — b gy  = bf  j ajoutant 
maintenant  ces  deux  équations , l’on  trouveroit  agx 
-\-bdx  = gc-\-bf,  équation  qui  ne  contient  que 
l’inconnue  x.  Si  l’on  avoit  voulu  faire  évanouir  x , 
on  auroit  multiplié  tous  les  termes  de  la  fécondé 
par  a , & tous  ceux  de  la  première  par  d ; retran- 
chant enfuite  le  fécond  téfultat  du  premier , l’on 
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auroic  eu  Une  équation  qui  n’auroic  contenu  que 
la  feule  inconnue  y.  Si  l’on  vouloit  appliquer  cette 
méthode  à trois  équations  & trois  inconnues  , en 
négligeant  d’abord  une  de  ces  inconnues , l’on  par- 
viendrait , par  le  moyen  de  la  première  & de  la 
fécondé  équation  , à une  équation  qui  ne  contien- 
droit  que  l’inconnue  négligée  &c  l’une  des  deux 
autres,  x , par  exemple.  Par  le  moyen  de  la  pre- 
mière & de  la  troiliéme  on  parviendroit  aufli  à une 
fécondé  équation  qui  auroitles  mêmes  conditions  j 
l’or;  auroit  donc  deux  équations  & deux  inconnues, 
ce  qui  donne  le  cas  que  nous  venons  de  traiter.  Si 
l’on  avoit  quatre  équations  •&:  quatre  inconnues , 
en  négligeant  d’abord  deux  inconnues  , on  trou- 
veroit  , par  le  moyen  des  deux  premières  , une 
équation  qui  ne  contiendroit  que  les  deux  incon- 
nues négligées  & l’une  des  d'eux  antres,  x j par 
exemple.  Par  le  moyen  de  la  première  & de  la 
troiliéme  , l’on  trouveroit  une  autre  équation  de 
la  même  efpece,  & par  le  moyen  de  la  première  Sc 
de  la  quatrième  , l’on  parviendroit  à une  troifiéme 
équation  qui  les  mêmes  conditions  j on 

auroit  donc  trois  équations  & trois  inconnues , ce 
qui  eft  le  cas  précédent.  Si  l’on  avoit  cinq  équa- 
tions & cinq  inconnues  , en  négligeant  d’abord  ' 
• trois  de  ces  inconnues  , on  parviendroit  à quatre 
équations  & quatre  inconnues  , ce  qui  donne  le  cas 
que  nous  venons  de  traiter  , &c  ainfi  des  autres. 

Des  Equations  à deux  termes. 

70.  Soit  l’équation  ax”'  = b,  à laquelle  on  peut 
ficilement  rapporter  toutes  les  équations  à deîix 
termes  &c  à une  feule  inconnue.  Donc  en  divi- 

fant , a;  " = — ou  a:™  = c ( en  fuppofant  — =ï  c)  j 
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donc  en  prenant  la  racine  m de  part  & d’autre , x =s 

m 

^c.Sim  eft  pair  , cette  racine  aura  le  double  ligne 

+ : fi  , par  exemple ^ m eft  = 4 , x fera=it:  \/c, 

& fi  l’on  fuppofe  c = I <j  , on  aura  x 
= dti*  Outre  ces  deux  racines  il  y en  a encore 
deux  autres  , mais  imaginaires.  Si  c étoit  = — 8 , 

4 

on  auroit  ar— i \/( — 8) , dont  toutes  les  racines 
font  iiflaginaires.  Si  m étoit  j , l’on  auroit  x = 

Y/( — 8)  ■= — 2 ; & outre  cette  racine  il  y en 
auroit  encore  deux  autres,  mais  imaginaires.  Tout 
cela  fe  comprendra  mieux  par  la  fuite. 

En  général  fi  l’on  a l’équation  ar"  = A , on  aura 

Ux'"=l’b  * on  ml'X  = l’b-  ou  l-x=  — : c’èll- 

. m 

à-dire , que  le  logarithme  de  x eft  égal  à celui  de  b 

divifé  par  m.  Cherchant  donc  — dans  les  tables  , 
'■  m 

on  connoîtra  l-x,  &c  par  conféquent  on  connoîtra  x; 

fi  ^ ne  fe  trouve  pas  dans  les  ca|||es , on  cherchera 

par  la  méthode  dont  nous  avons  parlé  en  traitant 
des  logarithmes  , à quel  nombre  il  répond,  & ce 
nombre  fera  = a:. 

Problème  I.  Je  vous  donnerai ^ dit  un  pere  d fon 
fils  ^ les  écus  que  j'ai  dans  ma  bourfe  , fi  vous  de- 
vine':^ combien  il  y en  a ; le  quarré  de  ce  nombre 
multiplié  par  le  quart  du  même  nombre  , donne  432. 


• 

• En  défignant  le  logarithme  de  x”  par  l-X"»  ou  par 
•ml-x  ; carie  logarithme  de  la  puilTance  m d’un  nombre  eft 
égal  au  produit  de  l’expofant  m par  le  logarithme  .de  co* 
■nombre.  Voyez  ce  qu’on  a dit  ci-dcfliis  fur  les  logarithmes. 


/ 
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Soit  A?  ce  nombre , l’on  aura , par  la  nature  du  Pro- 

X • X^ 

blcme  , XX  X — = 432.  Ainlî  — = 452  , 

4 4 

= 1728 , & y x'^  = 4?  = 12.  Donc  le  nombre 
des  écus  étoit  1 2. 

Problème  II.  On  demande  un  nombre  x tel  qu,en 
divifanc  la  quatrième  puijfance  par  fa  moitié  ô* 
ajoutant  1 4 -î-  ^ quotient  j le  refultat  donne  1 00. 

Divifant  par  — , j’ài  , & par  la  nature  du 

Problème  2 -I- 1 4 = 100  J donc2A-î  = 

Ar>  = îii  = 

«=  ^ ; ainfi  le  nombre  cherché  e(t  x = ^. 

Problème  III.  (Quelques  Négociants  ayant  formé 
un  capital  j pour  lequel  chacun  a contribué  cent  fois 
autant  d'écus  qu  il  y a d^a^Jfociés  j envoient  un 
Facteur  à la  Martinique  pour  faire  valoir  ce  fonds. 
Ce  Facteur  gagne  pour  chaque  centaine  d’ écus  deux 
fois  autant  d’écus  qu’il  y a d’intérejfés  & fqn  gain 
eji  de  1661  écuSj  on  demande  le  nombre  x des  A(fo- 
ciés.  Puifque  chaque  Négociant  a fourni  1 00 ac  écus , 
le  capital  entier  étoit  100 ata:;  & parce  q||£  le 
profit  étoit  de  2 AT  pour  cent , on  trouvera  ce  que 
rapportoit  le  capital  en  faifant  100:2a:::  looxx: 

■ = 2arî.  Mais  ce  profit  eft  = i66i  ; donc 

100  5 

ix^  — i66i , a:î  ==  1 3 3 1 & x=  y(i33i)  = iij 
ainfi  le  nombre  des  Aflbciés  étoit  1 1. 

Problème  IV.  Un  Payfan  échange  des  lapins 
domefliques  contre  des  poules  j à raifon  de  deux 
lapins  pour  trois  poules  ,•  ces  poules  pondent  cha- 
cune un  tiers  autant  d’oeufs  qu’il  y a de  poules.  Le 
Payfan  vend  tous  fes  œufs  au  marché  ^ en  don- 
nant neuf  œufs  pour  autant  de  fols  que  chaque 
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poule  a pondu  d’œufs  j & il  reçoit  3 liv.  1 2 fols  ’ com- 
bien dé  lapins  a-t-il  échangé  ? Soit  x le  nombre 
des  lapins  cherché  3 celui  des  poules  que  le  Payfan 

a reçues  en  échange  fera  — , & chaque  poule  pon- 


dant  — , le  nombre  des  œufs  fera  Mais  9 œufs 


fe  vendent  pour  — fols  j donc  l’argent  que  œufs 
^ 4 

produifent  eft  = — 3 ainfi  — =3  liv.  i 2 fols  = 


i4 


14 


72  f.,  a;5  = 24X72  = 8'8  - 2 7,5:  xz=\^[S  • 8 • 27) 
= 2 • 2 • 3 = I 2.  C’eft  pourquoi  le  Payfan  a donné 
1 2 lapins  & a reçu  1 8 poules. 


Des  équations  plus  élevées  que  le  fécond  degré  & qui 
peuvent  néanmoins  ft  réfoudre  à la  maniéré  de 
celles  du  fécond. 


71., Ces  équations  ne  doivent  renfermer  que 
deux  puilTances  dex,  mais  dont  l’expofant  de  l’une 
foit  double  de  celui  de  l’autre  3 ainfi  elles  peuvent 
fe  i^uire  à cette  formule  ax'^"’  + = c ou 

en  divifant  par  a , faifant  — = xdôc— =gy 

4l  O. 

à celle-ci  idx'”  = g-  Ajoutant  de  part  & 

d’autre  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  deAr”*, 
ofi  aura idx”'-\-d^  ==g-\-d^  , & prenant 
les  racines  quarrées  de  part  &:  d’autre  , x”"  -^~ 
d = li:  \^{g  , & en  tranfpofant , x”'= — d 

' ±Vis  -hd^)y  & prenant  la  racine  m de  part  & 

m 

d’autre , x = Vi-  d + \/ Si  m eft  pair , il 
peut  y avoir  jufqu’à  quatre  racines  réelles  , &c  le 
premier  radical  doit  avoir  le  figne  + 3 fi  ;n  eft  im- 
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pair  , le  radical  ne  peut  avoir  qu’un  feul  figne. 
Si  g eft  négatif  & plus  grand  que  d d , toutes  les 
racines  feront  imaginaires  , quelque  foit  m , pair, 
ou  impair. 

Pboblême.  Trouver  la  racine  m de  la  quantité 
a*"  b , b étant  fuppofé  fort  petit  en  comparaifon 
de  a"".  Il  eft  aifé  de  voir  que  la  racine  cherchée  eft 
û -h  X,  X étant  une  quantité  qu’il  s’agit  de  trouver. 
Elevant  a -f-x  à la  puiftance  m , nous  avons  a”-f- 


m - 


(m  — i) 


•xî-H&c.: 


■b. 


Je  néglige  les  termes  ultérieurs , patce  que  fe  trou- 
vant miUtipliés  par  des  jpuiflances  de  la  fraétion  x 
( qui  doit  évidemment  être  aflez  petite  ) plus  éle- 
vées que  le  quarré  , ils  doivent  être  fort  petits. 
Retranchant  de  chacun  des  membres  de  l’équation , 

la  quantité  a""  & divifant  par  m • — — •a"’~\  l’on  a 


x»4- 


2 ax 


ro  . 

H ; T , ajoutant  de 

m-{m. — ' 

part  & d’autre  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient 

, ...  xa  X 

de  X , il  vient  x*  H -+-  — = -+■ 


24 


• (m  — 


m^\m 


i)-a’ 


m — I 
aa 


Prenant  les  racines 


de  part  & d’autre  , l’on  a x i 

^ ■ m — 1 

v/ (~f ^ “H  — -, — — tS , & enfin  x= — 

m — ^ I ( («Z  — i)*-  m-[m  — )’ 

nous  ne  nous  fervons  pas  du  figne  — du  radical, 

• m 

parce  qu’il  eft  inutile  ici.  Donc  y'(a’*-l-4)=a-h 
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^ ^ m — 1 

w*  (m  — 2 ) 

& en  réduifant , • — Xii-f- 

avoir  le  ligne — , de  maniéré  qu’on  eût  a” — on 
donneroit  le  fiene  — au  terme — ; — — qui 

® m(m — l)-a“  ^ ^ 

m 

fe  trouve  fous  le  radical , & l’on  auroit 

( m — 2*)  . / / \ 

m— I \(/72  — 1)‘  m-{m — 

Corollaire.  Si  on  fuppofe  l’ucceflivement 
TO  = J , 4 , 5 , <î , 7 &c.  on  aura  les  formules 
fuivantes  : 


4 

5-  ) 

9 

a J 

iÜf  -h 

' \ 

i6 

10«Î  / 

t-aa 

M 

lî  aV 

■l  aa  , 

^ \ 

. }6  ~ 

lia)/ 

On  peut  voir  maintenant  pourquoi  'nous  avons 
fuppofé  que  le  radical  avoit  feulement  le  ligne  — }- , 
parce  que  nous  ne  cherchons  que  les  racines  poli- 
tives  de  la  quantité  a”'  "il  b ; mais  en  prenant  la 
radical  en  — , il  eft  vifible  que  la  première  for- 
mule deviendroit  une  quantité  négative,  en  fiip- 
pofant  b politif.  Pour 
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Pour  faire  l’application  des  tormulcs  que  nous  ve- 
nons de  trouver  , fuppofons  qu’on  demande  la  raci- 
ne cube  de  a8.  Je  prends  le  plus  grand  cube  contenu 
dans  ce  nombre  , & Je  le  luppole  = & le  refte 

— b , de  forte  que  j’ai  17  i = -f-  ^ , 2c  la 

première  formule  devient  y'(  ^ -+-  ^ ) = ( en 
rétluifant  au  même  dénominateur  ) { -j-  VCl7)i 
pie.iant  enluite  la  plus  grande  racinî  du  numéra- 
teur avec  une  feule  décimale  , & la  divifanr  par 
la  racine  6 du  dénominateur  , l’on  aura  la  racine 
chcrcliée  { -H  ~ = i 

-f-  O'O  3 à-peu-près.  En  général  on  peut  chercher 
par  les  logarithmes  la  racine  approchée  du  nombre 
propofé  &:  la  faire  = a , élevant  enfuite  u à la 
puiflance  m &c  retranchant  u’"de  la  quantité  pro- 
pofée,  le  refte  donnera  b.  Subititurait  enfuite  la 
valeur  de  r:  & de  /^.dans  la  formule  générale  , il 
fera  aifé  d’en  déduire  la  racine  cherchée  à peu  de 
chofe  près , en  prenant  , par  le  moyen  des  déci- 
males , la  racine  quarrée  île  la  quantité  qui  fe 
trouvera  fous  le  fwiie  radical, 

O 

Des  Equations  de  tous  les  dejre's. 

I 

72.  Dans  ce  que  nous  allons  dire  des  équations 
de  tous  les  degrés,  nous  fuppoferons  que  le  fécond 
membre  eft  — O , c’eft-à-dirc',  qu’on  a fait  paiïçr 
tous  les  termes  dans  le  premier  membre.  Cela 

fiofé  , foit  propofé  de  trouver  une  équation  , dans 
aquelle  ar  foit  indifféremment  = 2 ou  = On 
aura  donc  les  deux  équations  x = 1 , x — ^ ou  , 
en  faifant  pafter  tout  dans  le  premier  membre  , 
X — z=:o,  X — 5=0*,  & en  multipliant  ces 
équations  l’une  par  l’autre,  le  premier  membre  par 
J “ • f . O 
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le  premier  le  lecond  ’par  le  fécond,  (x — 2}  x 
(x  — 5)  = O , ou  — ^x  -i-  6 = O.  Dans  cette 
équation  x _elt  = 2 , &c  ,v  = j.  Si  l’on  a a;  — 
a = O , X — é = o , X — c = o , en  multipliant 
ces  trois  équations  l’une  par  l’autre  , il  viendra 
x^  — (a  -h  b c)  x^  •+-  ( a b -|-  a c bc)  x — • 

ab  c = O,  De  la  tormation  précédente  , il  fuit  pre- 
mièrement qu’une  équation  a autant  de  racines  que 
le  plus  haut  expofant  de  l’inconnue  contient  d’uni- 
tés. Secondement , que  fi  à la  place  de  l’inconnue 
on  fubftitue  fa  valeur  , la  fomme  de  tous  les  termes 
fe  réduira  à o.  En  efiet , puifque  l’équation  ci- 
defiiis  réfulte  de  (.v — a)x{x  — b)x{x  — c) , 
fi  à la  place  de  -v  je  mets  fa  valeur  a dans  le  pre- 
mier facteur  x — a , pour  avoir  a — a=  o,  l’on 
aura  o x(ar  — b)  X [x  — c)  = o,  comme  il  eft 
évident.  Troiliéinement , que  le  coefficient  du  fé- 
cond terme  d’une  équation  eft  égal  à la  fomme  des 
racines  de  l’équarion,  prifes  avec  un  figne  contraire. 
Car  les  racines  de  l’équation  précédente  font  ar  = u, 
X ~ b y X = c.  En  effet  l’équation  x — u = o , 
donne  en  tranfpofant  x =z  a]  de  meme  les  équa- 
. tlons  — -é=o  , X — c=o  donnent  .v=é,  & x=c  j 
or  le  coefficient  du  fécond  terme  de  notre  équa- 
tion eft  — {a-\~b-k-  c)  = — a — b — c.  Quatrié- 
memenv  , que  le  coefficient  du  troifiéme  terme 
d’une  équation  eft  é^al  à la  fomme  des  produits 
des  racines  multipliées  deux  à deux.  Si  l’équation 
éroir  plus  élevée  , on  trouveroit  que  le  coeffi- 
cient du  quatrième  terme  foroir  égal  à la  fomme 
des  produits  des  racines  prifes  trois  à trois , mais 
-avec  un  ligne  contraire  ; que  le  coefficient  du  cin- 
quième terme  feroit  égal  à la  fomme  des  pro- 
duits des  racines  prifes  quatre  à quatre  ; &C.  Mais 
le  dernier  terme  eft  le 'produit  de  toutes  les  r.aeines 
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prifes  avec  un  figue  contraire.  Cinquièmement , fi 
le  fécond  terme  manque  , c’eft  une  marque  qu’ii  y 
a des  racines  négatives  &c  des  racines  policives , éc 
que  la  fomme  de  unes  eft  égale  à la  fomme  des  au- 
tres ; 11  le  troifiéme  terme  manque  , la  fomme  des 
produits  des  racines  pofitives,  combinées  avec  les 
négatives,  fe  réduit  à o;  ôcc.  Mais  fi  le  dernier  terme 
manque,  il  y aune  racine  = o,  & l’on  peut  abailTer 
l’équation  en  divifant  les  deux  membres  par  x — o. 
Ainli  l’équation  a -ha  x^-\-c  ar=o  devient, 

en  divifant  par  x,  x^-\-ax^  -h  -h  c = o.  Sixiè- 
mement, que  les  valeurs  de  l’inconnue  fe  trouvent 
parmi  les  divifeurs  du  dernier  terme  , de  forte 
qu’en  fubftituant  dans  l’équation  , à la  place  de  *■ , 
chaque  dlvifeur  du  dernier  terme  , d’abord  avec 
le  figue  -h , enfuite  avec  le  ligne  — , on  fera  sûr 
d’avoir  une  des  racines  lorlque  la  fubftitution 
d’un  de  ces  divifeurs  rendra  la  fomme  de  tous  les 
. termes  = o.  Ainfi  fubftituant^  à la  place  de  x dans 
l’équation  — (a-h^-hc)  x^  -h  (a  ^ -h  ac-h/’c) x 
— ab  c = o,je  trouve  b^  — a b^  — b"^  — cb^  -h 
ab^  a c b cb^  — ab  c = o\  mais  fi  j’avois 
lubftitué  — b au  lieu  de  -h  ^ , la  fomme  de  tous 
les  termes  né  fe  feroit  pas  réduite  à o. 

En  multipliant  les  unes  par  les  autres  , les  trois 
équations  x — i ==  o ^ x ^ ^ — o \ ,v-h5~o, 
l’on  aura  l’équation  x^  -h  — x — 30  = 0, 
où  l’on  peut  remarquer  qu’il  y a un-  changement 
de  ligne  du  fécond  au  troifiéme  terme  , Sc  une 
racine  pofitive  x = 1,  deux  fuccelfions  des  memes 
lignes , puifque  le  premier  & le  fécond  terme  ont 
le  ligne -d-,  le  troifiéme  & le  quatrième  le  ligne  — 3 
mais  il  y a deux  racines  négatives. “En  général  il 
il  y autant  de  racines  négatives  cju’il  y a de  fuccef- 

O 2 
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fions  du  même  figne  , &c  autant  de  pofitives  qu’il 
y a de  changemens  de  figne  d’un  terme  à l’autre. 

En  effet,  fi  toutes  les  racines  font  pofitives,  elles 
entreront  dans  les  équations  compofantes  avec  le 
figné  — • Si , ^ar  exemple  , les  racines  font  -{-h  , 
c , &c.  les  équations  compofantes  feront  x — b 
= X — c = O , &c.  & dans  le  produit  de  toutes 
ces  équationSjil  ne  pourra  y avoir  de  termes  négatifs 
que  le  fécond  &ceux  où  les  racines  fc  trouveront 
être  multipliées  les  unes  par  les  autt;es  en  nombre 
impair  , ce  qui  n’arrive  qu’aux  places  paires , fé- 
lon ce  qu’on  a dit  ci-delîus  ; ainfi  les  termes  fe- 
ront alternativement  poiitifs  &:■  négatifs. 

Si  toutes  les  racines  font  négatives  , elles  entre- 
ront dans  les  équations  compofantes  avec  le  figne 
4-  : or  il  eft  clair  que  le  produit  de  ces  équations 
aura  tous  fes  termes  pofitifs. 

Enfin  foient  les  racines  les  unes  pofitives,  les 
autres  négatives  , comme -f-c,  — é,  &c.  & les 
équations  compofantes  a;  — a = o,x  h =o,  &cc. 
Sc  uippofons  d’abord  qu’il  n’y  en  ait  que  deux  , 
l’équatioil  compofée  fera  xx  — ax  — ab  = o , 

— f-  è X 

dans  laquelle  fi  on  fuppofe  a b y le  premier 
terme  fera  pofitif , &c  les  deux  autres  négatifs  , 
il  y aura  un  changement  de  figne  Sc  une  répéti- 
tion du  même  figne  j & fi  on  fuppofe  A , les 
deux  premiers  termes  feront  pofitifs  & le  troifieme 
négatif,  & il  y aura  de  meme  un  changement  de 
.figue  une  répétition  du  même  figne.  Si  a = é , 
l’équation  fe  réduira  àaraf  io>.v  — ab  = o ’^dc 
quelque  figne  qu’on  donne  à zéro,  il  y aura  tou- 
jours un  changement  de  figne  une  répétition  du 
même  figne  , comme  il  y a une  racine  pofitive  ôc 
une  négative. 
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Suppofons  maintenant  qu’il  y ait  troi?  raci- 
nes , deux  pofitives  & une  négative , & que  les 
équations  compofantes  foient  x — a=o,  x — 
hz=o  y x-{-c  = o , l’équation  compofée  fera 

X*  — ax^ a è X a ^ c ^ 

— Ax*  — acx  > = o 

-hcx*  — />  c X 

dans  laquelle  , fi  on  fuppofe  a -+-  A > c , le  fécond 
terme  fera  négatif , & quelque  figne  qu’on  donne 
au  troifiéme , il  y aura  deux  changemens  de  figne 
& une  répétition  du  meme  figne  j & fi  on  fuppofe 
U 3 <]  c , le  fécond  terme  fera  pofitif  & le 
troifiéme  n^atif , & il  y aura  encore  deux  chan- 
gemens de  figne  ôc'une  répétition  du  même  figne. 
Enfin  Cl  a b = c y le  fécond  terme  fera  i o , 
mais  le  troifiéme  fera  négatif,  ôc  quelque  figne 
qu’on  donne  au  fécond,  il  y aura  toujours  deux  chan- 
gemens de  figne  & une  répétition  du  même  figne  , 
comme  il  y a deux  racines  pofitives  Sc  une  négative. 

On  trouveroit  par  un  raifonnement  femblable 
que  s’il  y avoit  deux  racines  négatives  & une  pofi- 
tive , & que  les  équations  compofantes  fufient  x — 
a==OyX-{-b  = OyX-\-c  — Oy  le  produit  au- 
roit  un  feul  changement  de  figne  & deux  répétitions 
du  même  figne.  Ce  que  nous  venons  de  dire  a éga- 
lement lieu  pour  les  équations  plus  élevées  ; de 
forte  qu’en  général  U y a autant  de  racines  pofi- 
tives qu’il  y a de  changemens  de  fignes  dans  deux 
termes  confécutifs , & autant  de  racines  négatives 
qu’il  y a de  répétitions  du  même  figne  dans  deux 
termes  confécutifs.  Mais  nous  reprendrons  cette 
matière  dans  le  Calcul  Différentiel. 

D’où  il  fuit  qu’à  la  fimple  infpeétion  d’une  équa 
tion  on  peut  juger  combien  elle  a de  racines  nega 
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rives  l’on  fait  d’ailleurs  que  toutes  fes  racines 
font  réelles. 

Il  eft  aifé  de  voir  que  (i  toutes  les  racines  étoient 
négatives,  tous  les  termes  auroient  le  ligne  car 
ils  réfulteroient  du  produit  de  plulîeurs  quantités 
qui  auroient  toutes  le  ligne  -+-•  Le  dernier  terme 
auroit  aulîi  le  ligne -+-lî  le  nombre  des  racines  polir 
tives  de  l’équation  étoit  pair  ; car  un  nombre  pair 
de  lignes  — multipliés  les  uns  par  les  autres  donne 
■4—  Mais  le  dernier  terme  auroit  le  ligne  — , li  le 
nombre  des  racines  politives  étoit  impair  , ^uif- 
qu’un  nombre  impair  de  ligne  — multiplies  les 
uns  par  les  autres  donne  nécellâirement  — • Mais 
parce  que  , ainli  qu’il  fera  aifé  de  le  conclure  de 
ce  que  nous  dirons  dans  la  fuite , les  fâéteurs  ima- 
ginaires ne  fe  trouvant  dans  les  équations  qu’en 
nombre  pair,  & que  le  produit  de  deux  de  ces  fac- 
teurs a neceflairement  le  dernier  terme  polîtif,  dans 
une  étjiiation  quelçoncjue  dont  le  dernier  terme  eft 
négatif , il  y.  a au  moins  une  racine  polirive. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  fur  les  cnangeçiens  de 
ligne  & les  fucceffionsdes  mêmes  lignes,ne  peut  avoir 
lieu  que  lorfqu’il  n’y  a point  de  racines  imaginaires , 
lefquelles  fe  trouvent  toujours  en  nombre  pair  dans 
une  équation  délivrée  de  radicaux.  En  elfet,  li  l’on 
piultiplie  l’une  pat  l’autre  , les  deux  équations 

^ ^ ^ on  aurai  équation  a:*-1-<i*=o, 

qui  aura  nécelïàirement  fes  racines  imaginaires. 
Mais  li  l’on  multiplioit  x — — a»=:  o par 
X — -\^  — fz*s=:  O,  l’équation  qui  en  réfulteroit , 
çontiendroit  nécelTairement  un  radical , ainli  qu’il 
çft  aifé  de  le  voir  en  exécutant  l’opération.  II  en 
feroit  de  même  en  multipliant  l’une  par  l’autre, 
^es  deux  équations  JfrhV — a:  ■<4- y'—  a a 
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= O ou-:r-f-a;\/  — i=o&a--|-  a \/  — i 
= O.  De  même  fî  la  valeur  de  areft  une  quantité 
réelle  — = a jointe  à une  imaginaire  — b y — i , 
pour  que  l’équation  ne  foit  point  affeétée  de  quel- 
que radical  , il  faut  que  l’équation  a"  -h  u + 
b’  \/ — 1=  O , fc-it  multipliée  par  x a — b \/. — i 

= Oj  de  maniéré  que  la  quantité  réelle  ait  le  même 
figue  &c  , la  quantité  imaginaire  différens  fienes 
dans  les  deux  faéteurs.  Toutes  les  quantités 
imaginaires  peuvent  fe^’éduire  à la  forme  M «-t- 
N y — I ,en  luppofant  M = o,  lorfqi;e  la  quantité 
imaginaire  fe  trouve  feule  : ainfi  que  nous  la  dé- 
montrerons dans  la  fécondé  partie  de  ce  Cours. 
Mais  nous  fuppoferons  dans  la  fuite  les  équations 
délivrées  de  radicaux. 

Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire  , qu’une 
équation  d’un  degré  impair  , doit  avoir  au  moins 
une  r.icine  réelle,  puifque  les  racines  imaginaires 
ne  peuvent  fe  trouver  dans  une  équation  qu’en 
nombre  pair.  Donc  une  équation  du  troilieme  de- 
gré, dort  avoir  au  moins  une  racine  réelle  ; de 
plus  dans  une  équation  du  troifieme  degré  qui  n’a 
point  de  fécond  terme,  & dont  le  troifieme  ed 
pofitif  ( nous  prenons  pour  troifieme  terme  celui 
qui  le  feroir  , fi  le  fécond  ne  manquoit  pas  ) , il 
y a ncceilairement  deux  racines  imaginaires.  En 
effet  foit  l’équation  -^(^a  b ac  bc).  x -1-  abc 
= O.  Puifque  le  fécond  terme  manque  , la  fomme 
des  racines-!-  a-\-b  -f-c  eft  =o;  donc  en  tranfpo- 
fanr,A  = — a — c.  Subftituant  cette  valeur  de  b 
dans  le  coefiicient  de  x , l’on  aura-t-(  — aa  — c 

— ac — r i,c-4-tzf)  = ( — a a — c c — f )i  or  cette 
quantité  ne  peut  être  pofitive  : car  le  qiiarré  de  a 

— c doit  toujours  être  une  quantité  pofitive  , en 
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fiippofanr  même  c > Donc  {a  — c)^  =;^a^  — 
2 J £-+■  eft  une  quantité  polîtive  , &:  par  confé- 
quenr  a?  z a c , donc  — — Æ£.  efl: 

une  quantité  ncgariye.  Donc  puifque  dans  l’équa- 
tion dont  nous  venons  de  prulet,  cette  quantité  ed: 
funpofcc  polîtive,  il  doit  y avoir  deux  racines  ima- 
ginaires *.  Donc  f Sc  a ne  font  pas  des  quantités 
réelles , mais  au  moins  l’iiite  des  deux  eft  imaginaire, 
& parmi  les  trois  u , ^ , c , il  y en  a deux  ima^ 
ginaires. 

73.  Problfme.  Déiirrer  une  écjuation  de  fes 
radicaux.  Pour  faire  évanouir  les  radicaux  d’une 
équation,  on  mettra  à la  place  de  cliaque  radical  une 
inconnue , & l’on  aura  premieremnt  une  nouvelle 
équation  qui  ne  contiendra  plus  de  radicaux,  fccon- 
demenr  de  plus  autant  d’équations  à deux  termes 
qu’il  y avoir  de  radicaux  dans  l’équation  propofce,& 
en  élevant  chacun  des  membres  de  ces  équations  à 
la  puilTance  indiquée  par  l’expofant  du  radical  cor- 
refpondant,  il  n’y  aura  plus  qu’à  chalTer  de  ces 
équations  délivrées  des  ra.dicaux  les  inconnues  iii- 

troduites.  Soit  ,pure.vc/7/>/e, l’équation  x — y a — 

J _ 5 3 

y d—  O.  Ayant  fait  ÿ'<7  = y,  y d p y on 

aura  ar  — y — p = o oi\  x =■  y p 3 <2  ; 

d=;p'i.  De  la  première  équation  je  rire  j = a: 
— p,  fubflituant  cette  valeur  de  ^ dans  a = y 3 
il  vient  .v^  — 3 /? -+-  3 x p'^  — = u , de  la- 

quelle il  ne  s’agit  plus  que  chafler  p.  Si  dans  cette 
équation,  à la  place  de  , je  fubftitue  fa  valeur 


* Si  l’on  fuppofe  a = 1 -j-î  — i,c==2  — jy'  — r, 
l’on  aura  — u a — cc  — ^£  = 37.  En  fuppofant  <j  ==  z -fr 
} y — i k c — — 4,  l’on  aura  — aa — cc—  ac—  tj. 
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d prife  de  l’équation  d—  p'^ , elle  devient  x"*  — 
3 />  -H  3 xp^  — r/  =3=  <z , de  laquelle  je  tire  p* 

=3  ^ - ^ ^ ^ Multipliant  les  deux  mem- 

i X 

bres  de  celle-ci  par  p , & mettant  à la  place  de 

, pd-{-pa—px^-{-iX^pp  , . 

pi  ^ j ai  a = jd  ou  je  tire  en 

3 a; 

en  multipliant  , tranfpofant  & divifant,  p*  = 
- — - — --  — . Egalant  ces  deux  valeurs  de 

3A.-’- 

. . , ,1,  . . x*-{-idx  — ax 

P*, je  tiredurdultatl  équation p= , 

fubftituant  cette  valeur  de  p dans  l’cquation  — 
l x^  P ^ X p'^  — p"^  = a,  j’ai  enfin  l’équation 


3 d *4-  5 x'^  — a'^ 

^ a ^ d-  x'^  — ^ d' 

— 11  adx^  — I a d^  ^ 
~d3 


. = O , équa- 


tion qui  contient  d’autre  inconnue  que  la  pro- 
pofée.  Oirfe  tireroit  de  la  même  maniéré  de  quel- 
que équation  qu’on  eût  ; mais  il  y a des  cas  où  il  eft 
inutile  d’avoir  recours  à la  méthode  précédente. 
Si , par  exemple  , l’on  avoit  réc]uationx  a — 

^ [b ^ x)  = O y on  auroic  en  tranfpofant , 

ar-f-d  = y',  a;) , élevant  au  qùarré  -f- 

1 a X = b X 3 tranfpofant  h dans  le 

premier  membre  , il  vient  x^  1 a x — b 

— \/  -V.  On  voit  bien  qu’en  élevant  l’un  & l’autre 
membre  à la  troiliéme  puiflance,  il  en  réfulteroit 
une  équation  fans  radicaux. 

74.  Problème.  Délivrer  une  équation  de  fon  fe- 
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cond  terme.  Soit  l’équation  a*”  H-  a x"~'  • • • • +&c. 
= O.  Suppofons  X =y-\-  P j fubftitiiant  cette  va- 
leur à la  place  de  a: , on  aura 

y”  P n p-  - — -[n  — i ) 

a y”'^  -4-/J  • {n  — - y”~^-\-SiCC.) 

~f"  ôcc. 

Si  l’on  fuppofe  p n a = o , oup  n = — a 

oup  — , c’eft-à-dire  , fi  l’on  fuppofe  égal 

à une  nouvelle  inconnue  y jointe  à la  quantité 
P , P étant  égal  au  coefficient  du  fécond  terme  pris 
avec  un  figue  contraire  & divifépar  le  degré  de  l’é- 
qiution  , on  aura  une  nouvelle  éqiution  délivrée 
du  fécond  terme.  Si  l’on  fuppofoit  = o la  fomme 
de  toutes  les  quantité  qui  multiplient  jy*"'  , en 
cherchant  la  valeur  de  p que  donneroitcette  fup- 
pofition  , on  auroir  une  équation  fans  troifieme 
terme.  On  peut  voir  maintenant  comment  il  fau- 
drolt  s’y  prendre  pour  avoir  une  éqij^tion  fans 
quatrième  terme , fans  cinquième  terme  , Sec. 

75.  Problème.  Délivrer  une  équation  des  frac- 
tions quelle  peut  contenir.  Il  fuffit  de  fuppofer  l’in- 

connue  a:  = —,  n étant  fuppofée  divifible  par  tous 

les  dénominateurs  des  fraélions  qui  fe  trouvent 
dans  l’équation.  Soit,  par  exemple , l’équation  .v  * 

H — — AT*  -h  — a:  O.  En  fuppofant  x = 


y y’ 

— ,011  aura  — 
H ni 


-f-  4-  O , & en 

dn  f ’ 


multipliant  par  , il  viendra H — — y * -+* 


= O.  Si  l’on  fuppofe  n = bdf,  l’é- 
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quation  précédente  deviendra  -\-adfy^  -f- 
dey  i/î  /»  ^ = O , équation  fans  frac- 

tions. Il  fuffit  donc  dans  tous  les  cas  de  fuppofer 
72  = au  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les 
fraétions , ou  même  à une  quantité  divifible  par 
tous  ces  dénominateurs  , lorfqu’ils  ne  font  pas  pre- 
miers entr’eux. 

76.  PROBLEME.  Délivrer  le  premier  terme,  d'une 
équation  de  fon  coefficient.  Soit  l’équation  ax^-i~ 
bx^  -h  c X -j-  d = O , en  divifant  par  le  coeffi- 


cient a du  premier  terme  , l’on  aura  x^ 


C X 


a 


d 

a 


o ; & en  faifant  évanouir  les  frac- 


V 

tions  , en  fuppofant  x~  — , l’on  aura  H-  b y* 

ac  y a'^  c/=o,  équation  dans  laquelle  le 
premier  terme  n’a  plus  de  coefficient.  Donc  pour 
délivrer  une  équation  d’un  coefficient  qui  affeéte 
le  premier  terme,  il  fuffit  de  fuppofer  l’inconnue 
égale  à une  autre  inconnue  divifée  par  ce  coeffi- 
cient. 

77.  Problème.  Changer  les  racines  pofitives  d'une 
équation  en  négatives  & réciproquement.  Pour  chan- 
ger les  racines  pofitives  en  négatives  & réciproque- 
ment , il  fuffit  de  changer  les  lignes  des  termes  où 
fe  trouvent  les  puiflànces  impaires  de  x : en  effet  U 
eft  évident  que  l’on  changera  les  lignes  des  racines 
de  l’équation  , en  mettant  — af  au  lieu  de  -1-  j 
or  ce  changement  ne  peut  affeéter  que  les  termes 
dans  lefquels  x a un  expofant  impair  ; donc , &c. 

78.  Problème.  Changer  les  racinesd'une  équation 
fans  les  connoître  j fait  en  les  augmentant  ou  en  les 
diminuant  d'une  quantité  donnée  , foit  en  les  multi~ 
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pliant  ou  en  les  divifant  par  une  quantité  donnée  j 
fait  en  faifant  quelles  foitnt  à ce  quelles  étaient 
dans  un  rapport  donné. 

Réglé.  1®.  Pour  augmenrer  les  racines  d’une 
équation  d’une  quantité  donnée,  on  fubftiruera  à 
l’inconnue  une  autre  inconnue  moins  la  quantité 
donnée.  Par  exemple  j pour  les  augmenter  de  la 
quantité  a , on  mettra^  — a à la  place  de  l’incon- 
nue X , &:  les  puirtànces  de  — a à la  place  des 
mêmes  puidâncesde  a:;  car  la  première  inconnue  x 
reprëfente  les  racines  de  l’équation  propofée  , & 
la  fécondé  inconnue^  reprélente  celles  de  l’équa- 
tion transformée  : or  cette  fécondé  inconnue^  eft 
égale  à la  première  x plus  la  quantité  a , puifqu’on 
a mis  y — a pour  x , ce  qui  fuppofe  j = .r  a ; 
donc  les  racines  de  la  transformée  font  celles  de 
la  propofée  , augmentées  de  la  quantité  a. 

11°.  Par  la  même  raifon  , s’il  falloir  diminuer 
les  racines  d’une  équation  d’une  quantité  donnée 
a , on  n’auroitqu’à  fubllituer  à fon  inconnue  x une 
autre  inconnue  y plus  la  quantité  donnée  a , parce 
quey  -f-  a mis  à la  place  de  x fuppofe — x — a. 

III°.  Pour  multiplier  les  racines  d’une  équation 
par  une  quantité  a,  on  fubftiruera  à l’inconnue  une 

autre  inconnue  divifée  par  a , comme  —,  parexem- 

y 

pie  , parce  que = x , donne  = a x. 

IV°.  Pour  divifer  les  racines  d’une  équation 

Far  une  quantité  a , on  fubftituera  à la  place  de 
inconnue  une  autre  inconnue  multipliée  par  a , 
par  exemple  , ay  à \s.  place  de  x , parce  que  a y 

= X donne  y = 

''a 
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V°.  Pour  faire  que  les  racines  d’une  équation  foient 
à ce  qu’elles  étoient  dans  un  rapport  donné  , par 
exemple^  dans  le  rapport  de  c ,onfubftitueraàla 
place  de  l’inconnue  ime  autre  inconnue  multipliée 


C • C V 

par  — : ainll  à la  place  de  x on  mettra  , parce 


que  la  proportion  b 


X donne  x — 


il. 

b ’ 


Remarques.  On  peut  dans  les  transfor- 
mations dont  on  vient  de  parler  , laifler  la  mtme 
inconnue  , parce  qu’il  eft  indiftérent  d’exprimer 
une  quantité  inconnue  par  une  lettre  ou  par  une 
autre  , & on  ne  l’a  changée  dans  la  réglé  que 
pour  faire  mieux  comprendre  l’effet  de  la  tranf- 
formation  ; il  faut  feulement  faire  fur  l’inconnue 
de  l’équation  ce  qu’on  feroit  relativement  à une 
nouvelle  inconnue.  Par  exemple  ^ on  mettra  x 
ü à la  place  de  x,  lorfqu’on  voudra  augmenter  les 
racines  de  la  quantité  a , on  y mettra  x a ^ 
lorfqu’on  voudra  les  diminuer  de  la  quantit^c  , 
îérc.  Cette  méthode  abrégera  meme  différentes 
opérations , comme  celles  de  la  multiplication  & 
de  la  divifion  des  racines  , lefqucllcs  .fc  rédui- 
ront à multiplier  ou  à divifer  le  fécond  terme  de 
l’équation  propofée  par  la  quantité  donnée  , le 
troifieme  terme  par  le  quarré  de  cette  quantité  , le 
quatrième  terme  par  le  cube  de  la  même  quantité , 
t\.c.  Ce  qu’on  comprendra  mieux  par  un  exemple. 

Soit  l’équation  propofée  -v^  — p x - q x — 
r — O , dont  on  veut  multiplier  les  racines  pat 
a ; il  faudroit  en  changeant  l’inconnue  mettre 


Y 

— à la  place  de  ar 

a ^ 


ce  qui  donneroit 

A ai 


py'- 
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-4-  — r = O j & comme  il  convient  d oter  les 

tl 

fradions , & fur  tout  celle  du  premier  terme , il 
faudroit  multiplier  tous  les  termes  de  la  transfor- 
mée par  , ce  qui  donneroit^  5 — a py^  cjy 

— a 5 r = O ; ce  qu’on  auroit  trouvé  plus  lim- 

fdement  en  laifTaut  l’inconnue  at  , & multipliant 
e fécond  terme  par  d , le  troifiéme  par  , & la 
quatrième  terme  par  , puifqu’on  auroit  — 
a P q X — r = o,  qui  eft  la  même  que 
la  précédente  , fi  ce  n’eft  que  l’inconnue  eft  ici 
défignée  par  k lettre  x. 

De  même  fi  l’on  veut  divifer  les  racines  de  la 
même  équation  a:?  — p x^  q x — r = o 
par  a , il  faudra  en  changeant  l’inconnue  mettre 
ay  pour  a;  , ce  qui  donnera  y^  — P 
a q y — r=o  j mais  parce  qu’il  faut  déli- 
vrer le  premier  terme  d’un  coefficient  different  de 
l’unité , il  faudra  encore  divifer  tous  les  termes 
de  la  transformée  par  , ce  qui  donnera  y^  — 
py^  , iy 

h — — — = O » ce  q U on  auroit  trouve 

<z  (jl  ^ 

plus  fimplement  en  laiffant  la  même  inconnue  , 

& divifant  le  fécond  terme  par  a j le  troifieme 

par  le  quatrième  paru*  , puifqa’on  auroit 

, P x'^  g X r , . 

eu  a:*  — 1 — — — - = O , la  meme 

a a'-  a' 

que  la  précédente. 

On  peur  aulTi  demander  de  trouver  les  limites 
des  racines  d’une  équation,  c’eft-à-dire , une  quan- 
tité plus  grande  qu’aucune  de  fes  racines  pofitives  , 
& une  autre  quantité  plus  petite  qu’aucune  de  fes 
racines  négatives. 

Pour  avoir  les  limites  d’une  équation  , on  fera 


/ 
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l’inconnue  ;c  = ^ , cette  fuppofition  fera  trou- 

ver deux  quantités  , dont  l’une  fera  plus  grande 
qu’aucune  de  fes  racines  réelles , & l’autre  plus 
petite.  Pour  le  faire  voir  , foit  l’équation  — 
— 57ar-|-io5=o.  En  faifant  x = p 
l’on  aura 


— =-C-  — —p^  C 

_57Ar==  — 5 7^  —S7p( 

-+-105=  ■ - -TI05J 


= o(A). 


Or  il  eft  vilîble  que  toutes  les  racines  de  la  tranf- 
formée  A feront  négatives  & que  tous  fes  termes 
auront  le  ligne  -f-,  en  faifant  p=  10  y mais , parce 
que  X = P , onaar  — io  = :[  quantité  néga- 
tive ; donc  x 10;  c’eft-à'dire , que  la  plus  grande 
racine  polîtive  eft  au-deftdus  de  10.  Mais  on  peut 
referrer  davantage  cette  limite  :car  en  faifant  / = 
8 on  trouve  encore  que  tous  les  termes  reftenc 
pofitifs.  Si  nous  voulons  referrer  encore  cette  li- 
mite; en  faifant  p =7,  nous  aurons  _j- 

76^—  O ( car  alors  le  dernier  membre  devient 
343  — 49  — 3 99  H-  105  = O ) , équation  qui 
étant  divilible  par  ç = o , ou  par  ^ — 0 = 0,  fait 
voir  qu’une  de  ces  racines  eft  = o.  C’eft  pourquoi 
dans  la  propolée  la  plus  grande  racine  politive  fera 
= -t-  P = O 7 = 7.  Les  deux  autres  racines 
font  contenues  dans  l’équation  du  fécond^  degré 

-4-  10  ^ -h  7<j  = O,  qui  eft  facile  à réfoudre. 

Si  l’on  demandoit  la  limite  des  racines  négati- 
ves de  la  meme  équation , on  la  trouveroit  facile- 
ment, en  fuppofant  p = — 10  dans  la  transfor- 
mée A , parce  que  dans  ce  cas  fes  termes  auroient 
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alternativement  les  lignes  -h  & — , Sc  par  confé- 
quent  toutes  les  racines  feroient  polirives.  Mais  on 
peut  encore  referrer  davantage  cette  limite  ; car  en 
l'uppofant  P = — 8 , les  mêmes  lignes  auroient 
lieu.  Donc  ^ = — p = x S ( dans  la  fuppo- 

lition  que  nous  venons  de  faire  ) eft  une  qnanuté 
politive,  & a;  = { -+- p,  eft  ^ H-  8 , puifque  pour 
avoir  îe  il  faudroit  ajouter  une  quantité  politive  à 

— 8 ; donc  ar  ne  peut  pas  être  aii-delfous  de  — 8 
qui- eft  par  conféquent  la  limite  des  racines  né- 
gatives ; de  forte  que  — 8 eft  une  quantité  plus 
petite  qu’aucune  des  racines  réelles  de  l’éc]uation.  Il 
eft  vilible  que  nous  regardons  ici  la  quantité  né- 
gative — 8 , non  feulement  comme  plus  petite 
que  O , mais  encore  comme  plus  petite  que  — 3 , 

— 5 ficc.  Sc  en  général  comme  plus  grande  que 
toutes  les  autres  quantités  qui  prifes  pofitivement 
feroient  plus  grandes  que  8. 

Soit  l’équation  x*  — ^ x -1-4  = 0,  qui  par 

(A) 


V — 4 { — 4? 

■4“  4 

la  fuppofition  de  ^t=:5'-{-p,devient  la  transformée  A. 
Si  dans  cette  derniere  équation  nous  faifons  ^ = 3 , 
il  eft  vilible  que  tous  les  termes  feront  politils  : 
ainli  3 eft  la  limite  des  racines  pofitives.  Si  je  lais 
P — i ,\sl  transformée  A devient  dz  o -{-4-0 
= o.  Car  O peut  toujours  être  fuppofé  avoir  le 
rouble  figue  +;  donc  ^ = o , ce  qui  me  tait 
connoîrre  que  les  deux  racines  de  la  propofée  font 
chacune  = 2,  Car  de  + o • { = o , on  tire  (en 

divifant  par  O ) &{=o. 
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Si  en  reiTerrant  ainfi  les  limites  , une  même  va- 
leur de  P indiquoic  en  meme  tems  une  limite  pofi- 
tive  & une  limite  négative  , ce  feroit  une  marque 
que  la  propofée  a toutes  fes  racines  imaginaires  j 
car  entre  la  limite  ^ & la  limite  b il  ne  peut  y avoir 
aucune  racine  réelle  excepté  ô.  Mais  dans  ce  cas  la 
propofée  feroit  divifible  par  a;  = o , & contien- 
droit  X dans  fon  dernier  terme , ce  que  nous  ne  fup- 
pofons  pas.  Soit  l’équation  x'^  — 4Af-f-io  = o, 
fi  on  fait  AT  = 7 -h  P & = o (A) 

P =:  Z , la  transformée  A — 4:j[  — 4p 
devient  + o \6  -f- zô  , 

= O , & l’on  obtient  un  ordre  de  figues  qui  indi-  . 

V que  là  limite  des  racines  négatives,  & en  meme  tems 
celle  des  pofitives.  Il  n’y  a dont  aucune  racine 
réelle  entre  les  limites  -V  i & -h  i.  effet  la 
propofée  contient  deux  racines  imaginaires , défi- 
gnées  par  l’équation  x = z i;  \/  — i6. 

Si  l’on  propofoitde  rendre  toutes  les  racines  d’une  , 
équation  pofitives  ; voici  une  réglé  qu’on  pourroit 
fuivre. 

Réglé  I°.  Si  toutes  les  racines  étoient  négati- 
ves, ce  qu’on  connoîtroit  à ce  que  tous  les  termes  fe- 
roient  pofitifs  , on  cliangeroit  les  fignes  des  termes 
pairs  , fuivant  ce  qu’on  a dit  ci-de(lus. 

II®.  S’il  y a quelque  racine  pofitive  , cetju’on 
connoîtra  à ce  qu’il  y aura  quelque  terme  négatif, 
on  prendra  le  plus  grand  des  coeraciens  négatifs  , y 
comprenant  le  dernier  terme  , &c  ayant  rendu  ce 
coefficient  pofitif , & l’ayant  augmenté  de  l’unité, 
on  mettra  à la  place  de  l’inconnue  ce  coefficient 
ainfi  change  moins  une  inconnue. 

Exemple.  Soit  l’équation  propofée  -J- 
3 — Z4  = O,  dont  les  racines  font — z,-4-3,  , 

Tome  I,  P 

% 
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— 4.  On'prendra  fon  plus  grand  coefficient  néga- 
tif — 24  , & le  rendant  pontif  & lui  ajoutant  l’u- 
nité , on  aura  25  , dont  on  ôtera  une  inconnue  , & 

& on  mettra  25  — y à la  place  de  la  première  in- 
connue , ce  qui  donnera  après  les  opérations,  or di- 
nairesyî  — jSy*  -+•  — i722(j  = o,  dont 

les  racines  font  27,  22  , 29, 

Démonstration.  Soit  l'équation  propofée 

— px'’  — (j  X — r=:o,  dans  laquelle  — p foit 
le  plus  grand  coefficient  négatif,  fi  on  y met  p 

1 — y à la  place  de  a; , on  aura 

y’  = o 

+0  y — i>y‘ 

— ?(/’+*)  +îy 

— r 

Et  en  changeant  tous  les  lignes  pour  avoir  le  pre- 
mier terme  pofîtif,' 

y’  — 3 (p+ O y*  + 3 (/>+  ï y — (p+ï  )'  = 0 
+ py‘  (f  + * )y  + P (;>+ 1 r 
— î'y  + î (/’*+■  I ) 


Of  fl  on  confldere  chaque  terme  de  cette  trans- 
formée , on  verra  qu’en  conféquence  de  ce  que  p 
eft  le  plus  grand  coefficient , fa  première  partie  eft 
plus  grande  que  toutes  les  autres  parties  enfemble  j 
ainfi  dans  le  dernier  terme,  qui  eft  le  feul  pour  le- 
quel on  pourroit  craindre  le  contraire , on  verra 
que  = I ) X {p-\-iy  contient 

-4-  I ime  fois  de  plus  qiie  />  x (/»  -h  » & 

que  l’excès  (p-4-i)  X furpaffe  la  par- 
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tie  fuivante  ^ x (/’+  i )>  au  moins  de  l’excès 
^ -H  I , lequel  eft  plus  grand  que  r par  la  fuppofi- 
tion  ; donc  la  première  partie  de  ce  dernier  terme 
furpalle  tout  le  refte  & donne  fon  figne  à la  fom- 
me  de  toutes  fes  parties  j & comme  il  en  eft  de 
même  des  autres  termes  , tous  les  termes  de  la 
transformée  auront  les  mêmes  lignes  que  les  ter- 
mes de  la  première  ligne,  lefquels  font  alternati- 
vement poUîtifs  & négatifs , & par  conféquent  fes 
racines  feront  toutes  pofitives. 

Il  eft  facile  de  voit  qu’il  en  feroit  de  même  fî 
ç ou  — r étoit  le  plus  grand  coefficient  négatif,  ou 
encore  s’il  y avoft  quelque  coefficient  po/itif  plus 
grand  que  les  autres  ; car  fuppofant  que  l’équation 
eft  x^—px'’  -{~q  jc-+-r  — o,d’aboid  -f-  r ne  pour- 
ra déranger  la  fucceffion  alternative  des  lignes  de 
(p  -f-  I — '^)  5,  parce  que  r aura  le  même  ligne  que 
i)î,&-|-^ne  pourra' pas  non  plus  la  déran- 
ger , parce  que  multipliant  p + i — jy , ou  fa  puif- 
fance  quelconque,  il  n’en  changera  pas  les  lignes. 

Cette  opération  augmente  toutes  les  racines  néga- 
tives de  la  quantité^  -h  i ,mais  en  même  tems  elle 
change  les  pofitivesftn  négatives,  & les  négatives  en 
pofitivesj  car  p-\-i  — = jr  donne  — />  H- 1 — 

X , qui  revient  à -4-  i -h  •*■ , lorfque  x eft  néga- 
tif j ainlî  l’on  voit  dans  l’exemple  qu’on  a pris  que  * 
k racine  — z devient  ^ = z 5 -+-  z , que  la  ra- 
cine -J-  3 devient  zz  = 25  •—  3 , &:  que  la  racine 
— 4 devient  Z9  = Z5 -4-4.  . 

D ’oii  fuit  que  le  plus  grand  coefficient  négatif 
rendu  politif  & aaigmenté  de  l’unité  furpafte  cha- 
cune des  racines  pofitives  , puifque  diminué  de 
chacune  de  ces  racines  , il  a encore  une  valeur 

Pz 
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79.  Partons  maintenant  à la  recherche  des  ra- 
cines réelles  ôc  commenfurables  des  équations. 
Selon  ce  que  nous  avons  dit  ci-deffiis  ( 71  ) , on 
trouve  les  racines  d’une  équation  en  fubftituant 
fuccertivement  avec  le  ligne  + & — chacun  des 
divifeurs  du  dernier  terme  à la  place  de  l’inconnue  : 
ceux  de  ces  divifeurs  qui  rendent  toute  l’équation 
= O font  racines  de  l’équation.  Il  n’eft  pas  moins 
évident  qu’on  trouvera  ces  n^êhies  racines  en  divi- 
fant  l’équation  par  l’inconnue  ± un  des  divifeurs 
du  dernier  terme  , & le  divifeur  qui , joint  à l’in- 
connue, divife  exactement  l’équation  , eft  une  des 
racines  de  l’équation  , pourvu  qu’on  prenne  ce 
divifeur  avec  un  ligne  contraire.  Soit  l’équation 
X — 3 = 0,  les  divifeurs  ^ der- 
nier terme  3 , qu’on  trouvera  par  la  méthode  ci- 
dertus  { 19) , font  i & 3 qu’il  faut  joindre  à x 
avec  le  ligne  -f-  & — : ainlî  l’on  peut  tenter  la 
divilion  par  les  quatre  faéteurs  a;  -i-  i , a;  -I-  3 , 

X — I , X — 3 . Les  deux  premiers  faéteurs  ne 
peuvent  divifer  exaétement  l’équation  mais  la 
divilion  réurtit  par  le  facteur  x — i =o,&le 
quotient  x»  — 4x-+-  3 = o.»ell  encore . divilîble 

5ar  X — I , le  dernier  quotient  donnant  x — 3=0  j 
onc  les  racines  de  l’équation  font  x—i  , ac  = i , 

• * = . . V 

On  pourroit  faire  une  objection  contre  la  mé- 
thode précédente  , qu’ir  eft  bon  de  réfoudre  : lî 
les  racines  d’une  équation  étoient  fractionnaires  , 
comme  le  dernier  terme  peut  avoir  un  nombre 
infini  de  divifeurs  fractionnaire?,  comment  ponr- 
roit-on  s’y  prendre  pour  trouver  ceux,  qui  doivent 
réulÜr  ? Il  eft  aifé  de  voir  qu’une  équation  celle 
que  x"-+- • • -H  c = o , donc 
le  premier  terme  eft  fans  coefficient,  & donc  aucun 

< ■ 
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des  auues  termes  n*eft  fraftionnaire  , ne  fauroic 
avoir  aucune  racine  fractionnaire.  En  effet,  fup- 

d $ 

pofonsj:— — , fraction  irréductible,  c’eft-à-dire, 

P 

telle  que  d &c  p n’ayent  aucun  divifeur  commun. 
Subftituant  cette  valeur  de  x dans  l’équation  ci- 

deffus  , on  aura h ^ — r-:  -h  r*  * • '-\-c 

pm  ^ 

= 0.  En  multipliant  toute  l’équation  par  p"~'  Ss 

d” 

tranfpofant  , oh  aura  — = — {ad”*~'-\rbpd'"''^ 

+ &c  nombre  entier  comme  il  eîl 

d”*. 

évident  ; donc  — feroit  un  nombre  entier  i donc 
P . . . ■ 

d"  feroit  exactement  divifible  p>ar  p ; mais  d de  p 

n’ayant  aucun,  divifeur  commun , font  premiers 
entr’eux.  Donc  en  élevant  d à une  jjuiflance  quel- 
conque , ce  nombre  fera  compofe  d’un  nombre 
premier  avec  p , pris  un  nombre  de  fois  défigné 
par  un  nombre  premier  encore  avec  p ; donc  d” 

fera  premier  par  rapport  ^ p ÿ donc  — ne  peut 

'être  un  nombre  entierj  donc , &c.  Soit  d = j ,p  = 

2 m—  1 , on  aura  — = ^ & — = V-  Or  il  eft 
P P 

vifible  que  27  n’eft  pas  exactement  divifible  par  2*. 

80.  La  méthode  précédente  a cet  inconvénient, 
que  lorfque  le  dernier  terme  a beaucoup  de  divi- 
leurs  ,1a  multiplicité  des  calculs  qu’il  fàudroit  faire 
pour  trouver  ceux  qui  "doivent  réuflîr  , pourroit 
décourager  le  plus  laoorieux  Analyfte.  Il  eft  donc 

* Ceit  au/n  une  conféquence  de  ce  que  nous  avons  die  ci- 
deilus  f î8  ).  . 

P 3 
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à propos  de  chercher  quelque  méthode  propre  a 
diminuer  le  travail  du  Calculateur.  On  a remarqué 
qu’én  faifant  dans  une  équation  dont  l’inconnue 
eft  je  & .V  un  divifeur  , qu’en  faifant,  dis-je  , 
X égal  à un  nombre  donné  , à i , par  exemple , la 
quantité  dans  laquelle  l’équation  fe  change  par 
cette  fuppofition  de  je  = i , eft  divifîble  par  ce 
nombre  + c’eft- à-dire , ici  par  i <i.  En  effet, 
foit  l’équation  je*  — je  — <>=o,  dont  un  des 
divifeurs  eft  x i.  Si  l’on  fait  a;  ==  5 , la  quan- 
tité i5  — 5 — <>=14,  dans  laquelle  fe  change 
cette  équation  par  la  fuppofîtion  de  x = j , efl 
divifîble  par  5 1 = 7.  De  cette  obfervation  il 

fuit  qu’en  fuppofant  x = o , le  dernier  terme  de 
l’équation  fera  divifîble  par  a.  Si  l’on  fait  fucceflîve- 
ment  x=  I , 1 , î , &c.  — ri,—  !,  — 3 , &c.  Le 
nombre  dans  lequel  fe  changera  l’équation  dans  ces 
différentes  fuppofitions  , fera  divifîble  par  i -+-  a, 
a,  } a,  8cc.  — — i-l-Æ,  — J 

-f-  &c.  Mais  les  nombres  y~\~a,  i-\-ay  i-f-a, 

a,  — ï a,  — ^ -h  a font  en  pro- 

grefïïon  atithmétique  , & celui  qui  réfulte  de  la 
fuppofîtion  de  X = I furpafïè  d’une  unité  celui' 
qui  vient  de  la  fùppofîrion  de  x = o,  tandis  que 
celui-ci  furpafïè  d’une  unité  celui  que  donna  la 
fuppofîtion  de  x = — i . Donc  on  peut  rejet- 
ter  les  divifeurs  qui  n’ont  pas  cette  condition , ce 
qui  épargne  beaucoup  de  tentatives  inutiles. 

Exemple.  Soit  l’équation  x' — ix*  — i3X-i-6=o. 

A . B . C . D . E 


X = 

2 • 20  • 

L S,  4>  io>  ao*,  • 5 • 

— i 

X = 

1 • 8 • 

« > a , 4 , 8 .4. 

— ^2 

X = 

0 •>  6 • 

r , • 3 • 

—3 

■y 

I • .1^  • 

—•4 



2 -'’u;  . 

I,  2 , 4,  8,  i<î  - 2 

1 
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Aynnt  écrit  dans  colonne  A les  valeurs  que  je 
veux  donner  à x , j’écris  dans  la  colonne  B les 
nombres  dans  lefquels  fe  change  fuccellivemenc 
, l’équation'  par  les  fuppofitions  correfpondantes 
de  ( ici  on  néglige  les  figues  de  ces  nombres  *)  ; 
J’écris  aufli  en  CTes  divileurs  de  la  colorane  B. 
Parmi  les  dWifeurs  de  6 qui  vient  par  la  fuppofi- 
tion  de  ar=o,  je  cherche  s’il  y en  a quelqu’un  qui 
foit  furpalTé  de  l’unité  par  ceux  qui  viennent  de  la 
fuppofition  de  ar  = I , & qui  uirpalTe  en  même 
tems  de  l’imité  quelqu’un  de  ceux  que  donne  la 
fuppofition  de  X = — i . En  prenant  ces  divifeurs 
foit  en  -i-  foit  en  — , je  trouve  que -4-  i ôc  — j 
ont  cette  condition  ; car  on  trouve  4 dans  les  divi- 
feurs de  8 , & 2 parmi  les  divifeurs  de  i <>.  De 
même  en  prenant  ces  divifeurs  aviec  le  figne  — , 
je  trouve  — 2 dans  les  divifeurs  de  8 , & — 4 
parmi  ceux  de  1 <î  ; donc  -4-  j & — j ont  les  condi- 
tions requifes.  Si  vous  voulez  vous  aflTurer  fi  l’un 
des  deux  ne  doit  pas  être  rejetté , il  n’y  a qu’à 
remarquer  qu’en  fuppofant  .v  = 2 , il  faut  trouver 
parmi  les  divifeurs  de  20  que  donne  cette  fuppo- 
fition , le  nombre  5 , qui  furpaJTe  de  i le  nombre  4 
que  donne  la  fuppofition  de  a:  = i , & le  nombre 
— I qui  furpafle  aufli  de  i le  divifeur  — 2 venu 
de  la  même  fuppofition  de  a;  = 1 , Or  i & 5 font 
des  divifeurs  de  20  , donc  jufqu’ii,i  on  n’a  pas  de 
raifon  de  rejetter  -4-  3 ni — 3 » de  forte  que  nous 
avons  les  progrefllons  arithmétiques  D & E ,, 
dont  les  termes  correfpondans  à a*  = o font 
des  divifeurs  à eflàyer..  Mais  'en  fuppofant  a:  = 


* Parce  que  fi  a peut  divifer  exaûcment-|-  a d,  a 
divifera ~ ad ^ic  même  — a divifera -{-ad  Sc  — ad^ 
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■ — 2 , il  faudra  trouver  parmi  les  divifeurs  de 
i6  que  donne  cette  fuppofition  , à l’égard  de 
-q-  3 , le  divifeur  i plus  petit  d’une  unité  que  2 , 

. provenant  de  la  fuppofition  de  x = — i , & — 5 
pour  le  fécond  divifeur  — 3 ; mais  5 n’eft  p.is  un 
divifeur  de  ; donc  — 3 doit  être  rejetté.  On 
ne  peut  donc  tenter  la  divifion  que  pat  le  fadeur 
A ? , elle  réuifit  & donne  pour  quotient  ar*  — - 
5 A -t-  2=0;  donc  A 3 = O , ou  r = — 3 ; 
donc  — 3 eft  une  des  racines  de  l’équation.  Si  l’on 
trouyoit  un  trop  grand  nombre  de  divifeurs  , l’on 
poutroir  eifayer  de  le  diminuer  par  des  nouvelles 
fuppofitions  de  a = 3 , .v  = 4 , x = — 5 , x — 4 , 
Sec.  fur  quoi  l’on  peut  remarquer  que’cette  mé- 
rhode  fait  véritablement  connoîrre  les  divifeurs 
qui  peuvent  réutïir  , mais  qu’il  ne  s’enfuit  pas  que 
les  divifeurs  que  la  méthode  fait  trouver  doivent 
réuffir , parçe  qu’il  peut  fe  faire  que  l’équation  n’ait 
que  des  racines  imaginaires,  ou  incommenfurables. 

Soit  maintenant  l’équatioi^A4  -4-  2 — 13  .je* 
— i4A-f-24  = o,  on  trouvera  par  la  méthode 
précédente  que  les  divifeurs  de  cette  équation 
font  X — ri,A  — 3 ,a  + 2,a-H-4  ; ainfi  les 
quatre  racines  de  l’équation  font  ac  = j , ar  = 3 , 
x = — 2 , x= — 4.  Toutes  les  fois  que  l’équation 
fe  réduit  à o par  la  fuppofition  d’une  valeur  de  a, 
comme  cela  arrive  ici  par  la  fuppofition  de  a:  = i , 
de  a:  ==s  3 , de  A = — 2 , de  a = — 4 , on  eft 
sûr  que  ces  valeurs  de  a font  des  racines  de  l’équa- 
tion ( 72)  ; on  peut  donc  fubftitner  füccelfivement 
à la  place  de  x tous  les  divifeurs  du  dernier  terme 
pris  en  -p-  & en  — , ceux  de  ces  divifeurs  qui 
rendront  l’équation  = o , feront  des  racines  de 
Véqnarion. 

« 
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Problème.  Le  nombre  de  louis  <£or  de  Titius  furnaffe  de 
1 8 le  nombre  des  louis  d'or  cf  Alexandre , mais  en  multipKbnt  la 
fomme  de  ces  nombres  par  la  différence  de  leurs  cubes , le  produit 
efi  84  ••  on  demande  le  nombre  des  louis  de  Titius  A~ 
lexandre.  Soit  * le  nombre  des  louis  d’Alexandre , celui  de 
Titius  feraar-f"  *8.  La  différence  des  cubes  de  ces  nombres 
cft  54xx-f-p7i  *-{-5831— 54(3tx-|-i 8x-f-io8).  Si  l’onmulti- 
plie  cette  quantité  par  la  fomme  i*-|-*8=z  (*-f-9),le 
produit  108  (jei  + 17  * -j-  170  x -f-  pyr  ) doit  être  — 

175184.  Donc  , en  diviiànt  par  108  , on  aura  x5  -|-  17  xx 
+ 170  X -f-  pyz  = 1548  , ou  X*  + 17  XX  -|-  Z70X  — 
1576  = 0.  Les  divifeurs  de  1576  font  i , 1,4,  8 , &c.  Si 
on  effàye  le  divifeur  x — 4,  on  trouvera  pour  quotient  x x + 
31  X -f- 3P4  = P,  dont  les  racines  font  imaginaires  j ainfi 
Alexandre  avoit  4 louis  , & Titius  zt.  ^ 

Problème.  Quelques  Négocians  étahliffent  un  fonds  , pour 
lequel  chacun  fournit  dix  fois  autant  de  louis  d'or  qu'ils  font 
d‘  AJJociés , ils  gagnedi  fur  chaque  centaine  de  louis  d’or  autant 
de  louis  b 6 de  plus  qu'ils  font  Affoctés , le  profit  total  eft  de 
3px  louis  ; on  demande  le  nombre  des  Affociés.  Soit  x le  nom- 
* bre  cherché;  chaque  Aflôcié  aura  donc  fourni  i o x louis  & tous 
cnfemble  loxx  louis. Par  lanatute  du  problème, ils  gagnentx-^-tf 
louis  fur  chaque  centaine  de  louis;  ainlî  en  failànt  1 00  : x-j-6  : : 

iox3-f-6oxx  XÎ-4-6XX  , 

10  X X : , on  aura  le  gain  to- 

100  10 


tal.  Mais  ce  gain  cft  = 3pz  louis  ; donc  = 3?»  > 

^3 -f-6 xx=^ 3pio.  En fàiiànt  x = , divifant  par  8 fc 

traulpolànt , il  vient  3;  3 -j-  3 33"  — 490  — o.  Les  divifeurs  de 
490  font  1,1,  5 , 7 , 10  , &c.  SI  l’on  divife  la  demiere  équa- 
tion par  3 — 7 , la  diviiion  réuflit  & donne  3 3'-f-  10  3 -f- 
70  = o , équation  dont  les  racines  font  imaginaires.  Donc  3 
«=7  , &x=i3  = 14.  Ainfi  il  y avoit  quatorze  Aflbciés. 

Si  le  premier  terme  de  l’équation  a un  coefficient , Sc  qu’on 
ne  veuille  pas  l’en  délivrer  , on  prendra  les  divifeurs  du  der» 
nier  terme , & encore  *ous  ceux  du  premier  coefficient , & on 
formera  des  fraftions  de'chacun  des  divifeurs  du  dernier  terme 
divifé  par  chacun  des  divifeurs  du  premier  coefficient , aux- 
quelles ondonnerafiicceftîvemcnt  les  fignes  -|-  & — , & celles 
de  ces  fraélions  , qui , fubftituées  à l’inconnue , donneront  un 
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réfiiltat  égal  à zéro,  feront  autant  de  racine^de  l’équation. 

Exb^le.  Soit  réquation  i4xJ  — 46  -}-  19  x — 6 

= o.-wts  divileurs  du  dernier  terme  font  i , 1,5,6,  ceux 
du  pBcmier  coefficient  font  1,1,  j,  4,  6,8,  11,14.  di-d 
vifin|||chacun  des  divifeurs  de  6 par  ceux  de  14 , on  a leà 
fraétions  ■fuivances.  , ‘ 


- >if!' 


t 9 X 7 i y 119  .14» 


± i 1 _ _ 

|>  X y ï»4)8> 


& les  fnbffituant  fucceffivement  à l’inconnue  avec  le  ligne  + 

& — , on  trouvera  que  f , 7,  -5;  réduifent  tout -à  zéro;  ainfi  ce$- 
fraélions  feront  les  trois  racines  de  l’équation  propofée.  - 

11  *cft  clair  que  le  premier  terme  d’une  équation  ne  peut  - 
avoir  de  coefficient  différent  de  l’unité  , fi  aucune  des  valeurs 
de  l’inconnue  n’eft  unefradion,  parce  que  cette  inconnue  n’au- 
roit  que  l’unitépour  coefficient  dans  les  équations  compofantesj 
mais  fi  quelqu’une  de  ces  valeurs  eft  une  fradion , l'^équatioiv 
compofante  qui  contient  cette  valeur,  étant  délivrée  de  Ion  dé- 
nominateur,l’inconnue  de  cette  équation  fera  multipliée  par  un 
coefficient  différent  de  l’unité  , & ce  coefficient  entonnera  un  . 
au  premier  terme  de  l’équation  compofée;  ainfi  les  équations 

compofantcs  étant  A — a=o,x — = o , cette  deniiere 

n 

étant  délivrée  de  fon  dénominateur,  devient  n x — m = oj 
& le  produit  des  deux  équations  eft  nxx  — <inx  -i—  mx  -\-am 
= O'.  On  eft  donc  aflure  que  lorfque  le  premier  terme  d’une 
équation  a un  coefficient  autre  que  l’unité  quelqu’une  des  va- 
leurs de  l’inconnue  eft  une  fradion  dont  le  numérateur  eft  un 
divifeurdu  dernier  terme  , & le  dénominateur  eft  un  divifeur 
du  premier  coefficient  j ainfi  ayant  formé  toutes  les  fradions 
qu’on  peut  faire  de  cette  maniéré  avec  les  divifeurs  du  dernier 
terme  & du  premiercoefficient,  on  n’a  plus  qu’à  chercher  celles 
qui , mifes  à la  place  de  l’inconnue , réduifent  tout  à zéro. 

Autre  Maniéré.  On  fuppofera  l’inconnue  fucceffivement 
égale  àijO,  — i,oufi  l’on  veut,  àa,i,o,  — i,  — 1} 

& l’on  prendra  les  réfultats  & leurs  divifeurs , qu’on  écrira 
comme  on  a dit  ci-delTus.  Enfui  te  prenant  un  terme  dans 
chaque  fuite  , & leur  donnant  l’un  ou  l’autre  figne  , on  y 
cherchera  des  progreffions  arithmétiques  dont  la-  différence  , 
foit  un  divifeur  du  premier  coefficient , & on  cflâyera  fi  , en 
multipliant  l'inconnue  par  cette  différence  , & ajoutant  au 
produit  le  terme  de  la  progreffion  qui  vient  de  la  fuppofition 
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de  X — O , avec  l’un  ou  l’autre  ligne  , la  lômrae  divlfe  cxaAe- 
nieut  l’dquation  propofée  ; parce  qu’alors  le  dernier  terme  de 
cette  fomme  pris  aveo  un  ligne  contraire  , & divifc  par  le 
coefHcient^de  l’inconnue  , fera  une  racine  commenfurable  de 
l’équation  propofée.  ' 

Par  exemple.  L’équation  étant  la  même  que  defliis , li  on  (ait 
fuccelfivement  l’inconnue  égaleà  i , o, — i,  les  réfultats  lêront 
— I, — 6, — loyj  dont  les  divifeurs  (ont  ceux  qu’on  voit  dan» 
la  table  ci-^ellbus.  Et  li  on  prend  un  de  ces  divifeurs  dans  cha- 
que fuite , leur  donnant  fuclbinvement  l’un  & l’autre  ligne , on 
trouvera  bien-tôt  lesprogrellions  • — ; 
— demies  différences  font  1,3  ,4,  divifeurs  du 
premier coelHcient.  On  multipliera  donc  l’inconnue  par  chacu- 
ne de  ces  différences,  on  ajoutera  au  produit  le  terme  de  la  même 
progreffion,  qui  répmnd  d la  fuppolitionde  x — o,  mais  avec 
un  ugne  contraire , ce  qui  donnera  les  trois  binômes  xx — i , 
IX — i,  4x — J , &on  effayera  li  ces  quantités  divifent 
également  l’équation  propofée  ; & comme  on  trouvera  qu’elles 
la  divifent,  on  conclura  que  7,7,^  font  les  racines  de  cette 
équation. 

Exemple. 

Equation  propofée  14*’  — 46  **  -f-  xp  * — g =*  o. 


rt 


Suppojttions. 

Réfultats. 

Divifeurs  des  Réfultats. 

X=  I • 

4-  I • 

±I  • 

x=  0 • 

— 6 • 

±î  -rti  ■ ± 3 • 

0 

H4 

1 

/ ± t • ±3  • ±7  • 

X = 1 • 

\ ± IJ  • ±11  •±3Î’  ±iof 

Divifeurs 

du  premier  Coefficient. 

I 

V 

• » • 3 • 

> 

00 

La  rallbn  de  cette  opération  eft  facile  à concevoir.  Soit 
~ une  racine  commenfurable  d’une  équation  dont  n divife  le 


premier  coefficient , on  aura  Xf=>  — 


Senx  — O fera 


une  équation  compolànte  de  la  propofée.  Si  donc  on  fait  x = 
I , tant  dans  14  propofée  que  dans  n x — a,  le réfultat  fera  di- 
viiible  par  n — a , ou  par  a — n ; li  on  lait  jt  = o,  le  réfultat 
qui  eft  ledertyer  terme  de  la  propofée  , fera  divilible  par  a , 
fuivant  ce  qu’on  a dit  plus  haut , & fi  on  fût  x — — i , le 
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fulcat  fera  divifible  par  — n — <2,  ou  par  <»  -f-  n : or  les  trois  di- 
vifeurs  a — «,  a,a  -|-  n font  une  progrellion  arithmétique  dont 
la  différence  eft  n divifeur  du  premier  coefficient.  Donc  fi  l’é- 
quation propofée  a une  racine  commenfuiable , 0%  efi  alTu- 
ré  que  cette  racine  a pour  numérateur  un  divifeur  du  réfultat 

Îlui  vient  de  la  fuppofition  de  x = o , & qui  fiiitavec  un  divi- 
eurde  chacun  des  autres  réfultatsuneprogreffion  arithmétique, 
dont  la  différence  eff  un  divifeur  du  premier  coefficient , & que 
cette  différence  en  efl  le  dénominateur  j ainfi  on  ne  d«>it  ellâyer 
que  les  divifeurs  du  dernier  terme  ont  ces  conditions.  Il  en 
leroit  de  même  fi  on  avoir  encore  fait  x = i,x=a  — ^ , parce 
que  l’équation  compofante  fe  rcduirok  par  ces  fuppofitions  à i/t 
— a , — xn  — a qui  donneroient  les  divifeurs  a — in  , a 
1 n , lefquels  feroient  avec  les  autres  une  progreffion  de  cinq 
termes  , dont  la  diférence  feroit  toujours  n.  En  fuivant  la  mê- 
me méthode  , on  trouveroit  un  moindre  nombre  de  ces  pro- 
greflîons,  & le  choix  des  divifieurs  feroit  plus  facile.  , 

Autre  Makiere.  Soit  l’équation  m xJ  -f-ox^  -}-  i x -f- 
c — Q , qu’on  fuppofe  contenir  unie  racine  rationelle  repré- 
fentée  par  le  divifeur  fx  g = o ou  par  l’équation  x -f- 

, = O , quidivifera  la  propofée  en  délivrant  fon  premier 

terme  du  coefficient  m-,  l’on  aura  x?  + -*‘  + 4-  * + 

m 771 

C P • 

= O.  Il  eft  vifible  que  x -4-  ne  fauroit  être  ui>  divifeur 
”*  ...  ^ . 

de  cette  équation , à moins  que  g ne  foit  un  divifeur  de  c 6c  f 
, un  divifeur  de  m. 

‘ Si  le  premier  terme  de  la  propofée  étoit  fans  coefficient,  on 
auroit  m — \ &cf— i,  c’eft-à-dirc  , que  le  divifeur  x -j- 

' -y-  feroit  x-|-f.  Cela  pofé  , foit  l’équation  jxî* — xpx^  + 

^x-f-  Co==o.  En  cherchant  Içs  limites  des  racines  de  l’ér 
quation  x’  — ^ x’  -|-  ^ = o , je  trouve  — 1 & 10  ; je  cher- 
che enfuite  les  divifeurs  ^u  dernier  terme  60  de  la  propofée 
contenus  entrcces  limites,  & je  trouve  i , ^ , 3 , 4,  ^ , 6 , pour 
les  divifeurs  pofitifs , & — i pour  les  négatifs j car — a,  — 
■ 3 &r.  font  exclus  par  les  limites  trouvées.  Je  cherche  de  même 

les  divifjburs  i & 3 de  3 , & divifant  ceux  de  60  par  ceux  de  3 , 
j’ai—  I,  — 7 , I , T,  a , 7 , 3 , 4,  7 >.  î-  7 > Si  donc  la 
propofée  a quelque  raçine  réelle , elle  doitfe  trohverparnii  ces 
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nombres.  En,  tentant  la  divifion  par  x — ÿ = o,  ou  par  3 x 
— ^ 5 = 0 , je  trouve  pour  quotient  x'’  — 8x  — ii=o;  ainfi 
l’une  des  racines  de  l’équation  eft  repréfentée  par  .r  = j , & 
les  deux  autres  fe  trouvent,  en  réfolvant  l’équation  du  fécond 
degré  — Sx  — 1 1 = o.  Si  on  veut  encore  diminuer  le 
nombre  des  divifcurs , on  fuppofera  x = y — p , il  eft  vilî- 
ble  que  chaque  racine  de  la  transformée  fera  plus  grande  que  x 
de  la  quantité  p , puifque  x -\-p  — y.  Ainfi  fi  a Si  b font  des 
limites  de  la  propoféc , a-\-  p 8cb-{-  p feront  des  limites  de  la 
transformée.  Si  dans  l’équation  ci-dcfliis  nous  fuppofons  x ==» 
y — I , I repréfentant  l’indéterminée  p , ce  qui  donnerai  -f- 
p — — I -j-  i = o,[&A+p’=io-(-  I = II,  nous 
trouverons  3*}  ==  3^3  — py*  -f*  — J 

lÿjf*  ==.  

+ 4*  ==■  4y  — 4 

*4“  60  = — l-  60 

La  transformée  fera  donc  3^3  — 38^*  + Tiy-l"  14  = o A. 
De  laquelle  fi  nous  voulons  chercher  les  racines  par  la  métho- 
de préfente,  en  nous  contentant  de  prendre  les  divifems  de  24 
qui  font  contenus  entre  o & ii  , lavoir , i,  1,3,4,  <>,8, 
& I«  divilampar  i & 3 (feéleurs  de  3 ) , nous  aurons  les  nom- 
bre* 1,7 , 7,  3 , 7 , 4 , 6 , 8 , 7,  parmi  lefquels  doivent  fe  trou-  ‘ 
ver  les  racines  réelles  de  l’équation  A.  Mais  fi  dans  la  propoféc 
on  fuppofe  * =y-|-i  , la  transformée  deviendra  3y'  — ioÿ‘ 
— 4îy+38  = o,  dans  laquelle  les  limites  font  9 & — i. 
Prenant  donc  les  ivifeurs  de  38  qui  tombent  entre  ces 
limites  , favoir  , — i , i , 1 , & les  divilànt  par  i & 
par  3 , les  racines  rationelles  de  la  derniere  réduite  fe  trou- 
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veront  parmi  les  nombres  — 7 , — i > f > 

Maintenant  j’écris  par  ordre  les  nombres  que  je  viens  de  trou- 
ver,&  mettant  dans  la  première  férié  horifontalc  ceux  pasmi  lef- 
quels doit  le  trouver  une  racine  réelle  de  l’équation  dans  la- 
quelle a;  = y -f-  I,  dans  la  fécondé  ceux  qui  Ont  rapport  à l’é-" 
quation  propoféc , & dans  la  troifieme  ceux  qu’a  donnés  la 
luppofition  de  * = y — 1 ; il  eft  vifible  qu’aucun  des  nom- 
bres de  la  fécondé  fuite  ne  peut  être  une  racine  de  la  propoféc , 
à moins  que  parmi  ceux  de  la  première  férié  , il  ne  s en  trouve 
quelqu’un  qui  réfulte  de  , , , • 

celui  ci. en  lui  ajoutant  T 4 s ^ 

— I ,&que parmi  ceux  } T»  * > 7>  >^T ’ J’  ^ 

delatroifieme  ilne  s’*n  T»  * * T > 3 > Ai  t > > > » 
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trouve  auffi  quelqu’un  qui  en  réfulte  de  la  même  maniéré  en  lui  •• 
ajoutant  + 1 , parce  que  fi  cette  racine  eft  x dans  la  fécondé  , 
elle  doit  être  x — i dans  la  première,  & r-|-  i dans  la  troifie- 
me  férié.  Or  en  examinant  avec  un  peu  d’attention  ces  trois 
, fériés.,  il  eft  vifible  que  les  feuls  nombres  qui  j i i 

ont  la  coi\dition  reqirife  font  compris  dans  ’ ’ i’ 

* les  trois  fériés , dont  la  première  a été  prife  ^ ^ ’ I 

parmi  les  nombres  de  la  première  férié  ci-  3 » 4 > 7 

delTus,  la  fécondé  parmi  ceux  de  la  fécondé,  & la  troifieme  par- 
mi ceux  de  la  troifieme.  Si  donc  la  propofée  j a:5  — jp*- 
4 .V  60  ==  O a quelque  racine  rationelle,  elle  ne  peut  être 
que  X , ou  3 , | ; & alors  cette  équation  fera  di vifible  ou  par  x — 

X = O , ou  par  x — 3 = o , ou  enfin  par  3 — y = o.  Ainfi 

les  divilêurs  qu’on  peut  eflayer  ont  été  réduits  par  cette  mé-  • 
thode  à trois  feulement,  au  lieu  de  douze  qu’on  avoif  d’abord 
trouves. 

8 1 . Venons  maintenant  aux  divifeurs  du  fécond 
.degré.  Suppofons  que  h x a eft  un  divi- 

feur  du  fécond  degré  dans  une  équation  j en  fai- 
fantj:  = i • 4 -+-2  A -h  <7,  ce  divifeur  denien- 

I • i b a dra  fucceflivement 
• O • a égal  aux  quantités 

— I 1 I — b a . que  l’on  voit  vis- 

’ ■ — Z • 4 — ib-\-a  à-vis  des  fuppofî- 

&c.  &c. 

, rions  des  valeurs  de  ar,  & la  quantité  dans  laquelle 
fe  changera  l’équation  par  ces  fuppofitions,fera  divi- 
■ (ible.par  les  divifeurs  correfpondancs.  Donc  fi  de  ces 
divifeurs  on  ôte  les  quarrés  des  valeurs  correfpon- 
dants  de  a: , il  en  réfultera  des  quantités  ib  -\-  a 
qui  font  évidemment  en  progrelfion  b a 
arithmétique  j donc  il  faudra  rejetter  les  ■+■  a 
divifeurs  qui  n’auront  pas  cette  condi-  — b-{-  a 
tion.  Si  l’on  trouvoit  un  trop  grand  — ib-\-a 
nombre  de  progreftions  , on  tâcheroit  de  le  dimi- 
nuer , en  raifant  de  nouvelle^  fuppofitions  de 
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X — — 3 , AT  = — 4 &c. , X =+  3 &c.  ; & celles 
qui  ne  feroient  pas  détruites  par  ces  nouvelles  fup- 
.pofitions  , donneroient  des  divifeurs  qu’on  pour- 
roit  ellayer.  Quand  on  aura  trouvé  une  de  ces  pro- 
grelîions  , on  ôtera  du  terme  qui  répond  à la  îiip- 
pofition  de  jf  = I , celui  qui  répond  à la  fuppo- 
lition  de  a:  = o , & l’on  aura  h , ôc  par  confc- 
quent  le  divifeur  x^  ^ x a par  lequel  on  ten- 
'tera  la  divifion.  Si  l’on  a trouvé  plulleurs  progref- 
fions différentes  , on  aura  plufieurs  divifeurs  de  la 
même  forme  , quoique  b ne  foit  pas  la  même 
quantité  dans  ces  divifeurs.  Soit,  par  exemple  ^ 
l’équation  A;4--t-<jA;5-f-nx^-|-  ioA:-h5=o. 
J’écris  dans  la  colonne  A les  fuppofitions  diffé- 
rentes de  a;  , j’écris  en  B les  nombres  dans  lefquels 

# A 


D 

4 

1 

0 

1 

4 


1 

I 

0 

1 
1 


-137,— i 3 


B 

*33 

33 

5 

I 

3 


7 
3 : 

s 

3 


C 

19 

1 1 


133 

33 


II,- 

34,— 12,-4,- 


-5»— 3>-+-3>-f-*5>+*^9 

-2  , O , -f-2  , -+- 10  3 2 


* »-f-  I >-4-5  • 


— 5> 

2,  'O 

— 7,—  5>—  3>— ï 

fe  change  l’équation  par  ces  fuppofitions  de  x , je 
mets  en  C les  divifeurs  de  ces  nombres  , en  D les 

2 narrés  des  valeurs  correfpondantes  de  a:  , en  E les 
ivifeurs  qui  font  en  C , mais  pris  avec  les  fignes 
-1-  & — , & defquels  on  a ôté  les  nombres  corref- 
pondants  de  la  colonne  D.  Après  quoi  je  cherche 
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les  progrefllons  arithmétiques  que  peuvent  donner 
les  nombres  des  colonnes  E;  j’en  trouve  deux  que 
j’écris , l’une  en  F & l’autre  en  G.  Je  F • G 
vne  fais  pas  de  nouvelles  fuppofitions 
pour  tâcher  d’exclure  l’une  des  deux  , 
parce  que  l’équation  propofée  étant 
^u  quatriénie  degré  , elle  doit  avoir- 
deux  divifeurs  rationels  du  fécond 
degré  , ou  n’en  avoir  aucun.  Les  nombres  'qui 
répondent  à la  fuppofition  de  ar  = o , font  5 & i. 
Si  l’on  ôte  ces  nombres  de  ceux  qui  dans  leur 
colbnne  répondent  à la  fuppofition  de  a;  = i , l’on 
aura  ^ = 5 Sc  b = ï donc  les  divifeurs  par  lef- 
quels  on  peut  tenter  la  divifion,  font  x^-\-  5 

' I . Si  l’on  tente  la  divifion  par  le  pre- 


10 

5 

o 

5 


5 

2 

I 

O 

-I 


X 


mier , on  trouvera  le  fécond  au  quotient,  Rclol-  “ 
vaut  maintenant  les  équations  x^  ^ x 5 , 

-t-  a-  -F-  I = o par  la  méthode  du  fécond  degré , 
on  aura  les  quatre  racines  de  l’équation  propofee. 

Soit  maintenant  l’équation  x^  ^ x‘^  -h  ix^-i- 
8a:*  — ^6  x XI  =0.  En  fupofant  fucceflîve- 
menc  x—i,  on  trouvera  qu’il  n’y  a qu’un  feul 
o divifeur  ar*  -4-  j x, — • j , par  lequel 
— I on  puilTe  tenter  la  divifion  : elle 
— i reulut  & donne  pour  quotient  a:  5-}- 
3 ^ ^ — ‘7*  11  funît  donc  de  trouver 

les  racines  des  deux  équations  x^-+-  } x — 3 = 0, 
x^ -h  — 7 = 0,  pour  avoir  celles  de  l’équation 

propofée. 

82.  Si  l’équation'" étoit  affeétée  de  frayions, 
comme  1 équation  x^  -f-  — — -i  = o , on  l’en  dé- 

livreroit  en  faifant  1 inconnue  x égale  à une  autre 

. ^ inconnue 
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inconnue  y , divifée  par  un  nombre  divifible  par 
tous  les  dénominateurs  de  I équation , ainll  que 

nous  l’aVonS  dit  ci-defliis.  Silppofant  donc  x , 

j’aurai  en  fubftituant  » multipliant  & rcduifant  » 

-h  J— 1 = o^Lesdivifeurs  de  cette  équation 
font,  par  la  méthode  ci-delTus  ( 79  ) , ^ — 3 > J-+* 

4 i & partant  les  racines  font  3 & — 4.  Mais 

**  ; dôrtc  lés  racines  de  là  preniiere  équa- 

tion fe  trouveront  en  divifant  celles  de  la  fécondé  • ' 
par  le  divifeur  6 y ^ ce  qui  donnera  at  =t=  i & 
*=*=■^7  » ou  a:=s!^&  ^=i=  — i.  Si  l’équation 
propofee  avoit  un  éoemcient  au  premier  terme,  on 
fuppoferoit  x ^al  à une  nbuvelle  inconnue  divi- 
fée par  ée  coefficient , & l’équation  qui  en  réful- 
teroit  n’ayant  pas  de  coefficient  au  premier  terme , 
on  en  chercKeroit  les  racines  \ & divifant  ces  raci- 
nes par  lè  coefficient  dii  prèmier  terme  de  l’équa- 
tion propdfée  , on  auroit  les  racines  cherchées. 

Ainfî  fi  j^âvois  l’éqnation  6x^  -4-  — à ==  o. 

, on  trouveroit  l’équation^*  -\^y 

— fi  — O , & divifant  les  racines  de  cette  dernîere 

Far  tfvl’on  auroit  tpütes  lés  ràcînes  cherchées.  Maïs  fi 
équation  que  l’on  trouva  en  faifartt  difpar^Mtre  le 
coefficient  du  premier  terme,  ou  les  déiiomihateurs 
Quations  qui  contiennent  des  coefficients  frac- 
tiomjaireS,  n avoit  point  de  racines  commenfura- 
bleSjûn  feroit  sur  que  l’équation  propoféè  n’en'a  pas 
non  plus,  puifqu’une  racine  commenfiirable  étant  di- 
vifée ou  multipliée  par  unequantité  commenfiirable, 
ne  fauroit  devenir  incpramenfiirable.  Si  les  coeffi- 
Totrie  I:  - ‘"O-  • --Q 
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cientsderéquation  ptopoféeitoient  algébriques,cels 
que  ceux  de  l’équation  a x — b = o*  ^ il  fau- 

droit,  puifque  a Sc  b font  cenfés  connus , exprimer 
ces  coefficients  en  nombres  ; ainfi  fuppofant  a = i 
Sc  b=  Il , on  auroit  l’équation  x^  1=0, 

dont  les  racines  font  a;  = 3 , xs=  — 4. 

De  la  réfolution  des  Equations  par  le  moyen  des 
divifeurs  d'un  ordre  quelconque. 

83.  Soit  l’équation  x*-\-axi-}-(aa — ab)x'’  — aabx-^^i 
O , qu’on  veut  divifer  en  deux  fleurs  du  lêcond  degré.  Je 
prends  deux  équations  quarrées xxf-^yx  -\-u=  o,  xx-}-  Jx 


nées  qu’on  déterminera  dans  la  fuite  du  calcul.  Les  ayant  mul- 
tipliées Time  par  l’autre , il  vient 

+ fxi-\-fyx'+{yx  ,..(A)  . 

... 

* ■ . • 

0n  «ïmparera  l’équation  A avec ‘la  prôpofée' en  éga- 
lant tous  les  termes  de  celle-ci  avec  leurs  correfpondans 
dans  ia’ propoféc  j la  complràifon  des  deux  féconds  ter- 
mes donne  f + y =<» , ou/=  a — y ; la  comparaifon^es 

derniers  termes  fait  voir  que  ^ 3 celle  des  quatriè- 

mes termes  fournit  l’équation  y 3; -f-'/ii” -—«‘é.  Subftituez 
dans  celle-ci  les  valeurs  trouvées  de/&def,  ôc  vous  aurot 

y-=^.  “ — ; mais  réqnauon  r •=  fait  con- 

^ uu-\-ai6  ’ ^ . “ 

noitre  que  u eftun  divifeuc  du  dernier  terme  — a*  b.  Comme 

les  éqitations  fuppofées  font'du  fécond  degré,  je  chercJiè  tous 


f A caufede  ^ b^.b  «A  le  coefficient  de  x°. 
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les  divifeurs  du  fécond  ordre  de  a^b,  lavoir  rt:  ai . zh  aa  . ■+■ 


pasdivifer  exaitemenrlapropofée,  je  conclus  que  le  divifeur 
ab  eft  inutile.  Ceft  pourquoi  prenant  le  divifeur  — ab , Ce  fup- 
pofant  u=—ab  ,cc  qui  donne  y = o , la  première  équation 
lujmoféc  devient  xx  —^  ab  — o ,-qui  divife  exaétement  la  pro- 
pose , .&  donne  pour  quotient  -|-4ar  -\-aa=o.  Si  aucun 
des  divifeurs  ne  pouvoir  réulTir , la  propofée  feroitirréduftible 
4u  moins  par  cette  méthode. 

Sion  veut  éviter  les  divifions,  onfubftituera  une  des  valeurs  • 
de  U (prife  parmi  les  divilcurs  du  dernier  termej  dans  v,f,  & 
ces  valeurs  étant  mifes  dans  les  trinômes  quadratiques  , 
fi  leur  produit  rend  la  propofée,  le  problème  fera  réfolu;  li  cela 
rfarrive  pas , il  fimt  employer  une  autre  valeur  de  u.  Soit , par 
exemple  , l’équation  x^-\-ibx^  -|-  bbx'‘  — a^b  — o.  Com- 
^acuit.cette.cqinuiqn  avçc  la  transformée  A , on  trouve /-f-y 
= ai + ç = , fy  -+■  /«  = O ( parce  que'  je 

quatrième  terme  manque  dans  la  propofée  ),  = — ai  b.  La 

ptemiese  donne  / derniere  &t  voir  qup  f .=•  — 


.•’i:tCQnde^cxjiiacion  u *4”,/y dcyiçntpasiden- 
-j  ^ue.  Mais  en  ewminant  ay  ab  que  je  /ais  = u , je  trou- 
ve^ ^ ab,  f=:  b.  Ces  yalçu;rs  étant  fubfti- 

..tU«s  dans  ia  féconde  ^fluation  la  rendent  identique,  puif- 
C ;QB’ftj»:d«HiçiWj«;yu-Ré.'r+'  bb  -^a^  ab  = bb , ou  bb  = bb. 
Ainfi  les  trinômes" sf JC  + 4 ^ ab^o  , xx  ,-f-,bx  — 

ji/lab  =f=  o,font  les  divifeurs  cherchés  (on  auroit  trouvé  les 
_ mêmes  mnqmts. en"  furaofiint  u ==  — a ab'-y,iÿü  mulû- 
^ pliés  fim^ar  râutrôrent^opt  la  propofée.  ' 


/. 
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• Soit  maintenant  l’équation  du  cinquième  degré  *5  — 

de  divifer  en  deux  feftcurs  l’un  du  fécond , l’autre  du  troiueme 
degré.  Je  prends  les  deux  équations  auxiliaires  xx+yx-f-u 

^3 +rxx+/x  + î=o>iio«lcprodttit 

xi  -j-y  x4  + «x5  +r«x^  -f-/«x-f-î«=*o 

+ tx4  +tyxi+fyx^-\-iyx 

+ /xJ4-î*‘‘  ,'.  ’ ' 

doit  rendre  la  propofée.  La  comparaifon  des  termes  dôme 
les  cinq  équations  luirantcs  y -f-  r ==  — 4‘* , “ + + J “ 

, tu  -\-fy + c =.-  8^3  ju+u  = 
fl5 . Par  la  première  on  a t = — 4<*  — y » par  la  dertucre  f 

.,5  ....  ^u*—^y  su*  ^ 

c=—.S_  J par  la  quatrième /-= =“  — — ~r 

U 

' ■ P . 

îll-,  Subftituant  ces  valeurs  dans  la  fécondé  il  vient  u—  ^y 

Il  U , 

J • ^ 

6M+U  4-—  • Parce  que  « doit  être  un  divHcur  du  fécond 

ordre  de  .prenons  pour  u le  divifeur  ^ a<».  Si  noüs  fuppo- 
fons  « = ua,  laderniere  équation  devient yy  +juy  ==  o, 

nous  aurons  ^ = — 4“  >7  “ ' 

étant  fubftituées  dans  la  troifiemêcquation  dont  on  n a ^taucunr 
Xe  ilvient - 4 *^'-78^3 , éouauonqui neftpas 

identique-,  donconne  peut  pas  faire  y ^ J^s  en 

—7  fl,  on  trouver  /=  î = — ** 

fubftituées  dans  la  troifiéme  donnent  — 8<i3  = _-  8a 

lion  identique.  Ceft  pourquoi  fubftituant  ces  valeurs  dtos  les 

donations  auxiliaires  , on  trouvera  xx --  3 « + . * 
— flx‘  4-  laax  — tf  ' = O , qui  multipliées  1 une  parTautre 

renjjent  la  propofee. 

Soit  encore  l’éqràtion  x<  -^  i5ai»  +41‘*' 

I -- x^  — 16^*  X 4-  x<j‘  =^o,  quon  propofe  de  fé- 
ibudre  en  deux,  l’une  du  fécond , l’autre  du  quatrième  degré. 
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Je  prends  les  deux  équations'  auxiliaires  xa;-f-yx-|-u  = q, 
x4- pxi  -f-  rx^  -+■  /*  + î “=  ® > étant  multipliées 
rohé  par  l’autre'  donnent  ' 


X*  -f-  pxi  -4-  tx*  + /*5  -J“  ^x^  çyx  + ç « a=  O 
+ yxî  +py*4-4-ryx3-|-/ÿx»  -+-/«x 

• < -f 

Comparant  celle-ci  avec  la  propofée , j’ai  les  fix  équations 
p-f-y  =— ija,  t-i-py-lr«  = 4î'**  >/+»y 

=^— 7IUÎ  ,^-|-/y4-r«  = 57^4,  jy -{-/«=_  ,(5a5  , 

= Par  la  première  on  a P *=i — 13  a — y,  parla  ' 
demiere  r =*  — La  valeur  de  p étant  fubftituée  dans  la 

tt 

fécondé , il  vient  r = 4ftfa-f>  I5«»y-f-yy~ir. Mettant 


la  valeur  de  ^ dans  la  cinquième,  on  trouve Çy 


U 


En  fubilituan»  ces  valeurs  trouvées  dans  la  qua> 


triéme , on  aura 


— lga^^y-|-I3a^^y-^-^ll4^ — u* — «4 
ui  — la* 


•»*  o(B).  Puilque  u doit  divifer  za*  , & que  les  divifenrs 
quarrés  les  plus  fimples  de  cette  quantité  lent  rt  aa , rt 
laa  , ± aa^  Z , on  peut  fujq>ofer  u égal  à quelqu’une 
de  ces  quantités.  Or  en  prenant  aa  ou  — aa  pour  u , on 
ne  réullît  pas;  mais  en  fàifknt  u ==  zaa  , l’équation  B devient 
ÿ’  -f-  I jay  -j-  zzaa  = o ; d’où  l’on  tire  y — — 10  ■ a &y  =« 
t—  za  :h  première  racine  eft  inutile  , mais  la  fécondé  donne 
p = — lia,  t = lia’ , /==  — 7a’  , f *a*.  Ces  valeurs 
étant  lùbAituées  dans  la  troifieme  équation , dont  nous  n’avons 
pas  encore  fait  ufàge , la  rendent  identique , 8c  donnent  — 
71a’  = — 7ia'.  Ainfi  les  équations  auxiliaires  dans  le(^ 
quelles  la  propofée  peut  fe  réduite,  fontxx^ — zax -f-  taa 
■=»o,&x4  — I lax' -f- »ia’ x‘ — 7a' x -f- u*  =«=  o. 

On  peut  retffatquer  que  ^ l’on  fe  fût  fervi  de  la  troifiefne 
équation,  au  lieu  d employer  la  quatrième  , on  auroit  trouvé 
féquation  cubique  ly*  -f-  z6ay'  -|-  8ia’y  -|-7  4a'  =0  , au 
Beu  d’une  équation  du  fécond  degré  qui  eff  bien  plus  aiféc  à 
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réfoüdrèî  ainfî  k choix  dés  équations  qu’on  emploie,  peut  di> 
minuec  la  difficulté  du  calcul.  Les  racines  de  cette  équation  cu«' 


bicjuê  font  y = — ^a,  y»  —i ~ ^'47  , dtfnt  là 

première  réulTîroit  ; car  elle  donheroit  des  râleurs  dcp7  f , 

&c.  qui  tendroient  la  quatrième  équation  idetiti^c. 

' Si  on  avoit  f réfoudre  une  équation  du  feptieme  degré  en, 
deux  autres,  l’une  du  troifieme  , l’autre  du  quatrième  degré,  il  eft 
vilible  qu’il  taudroit  employer  deux  équations  auxiliaires  .''Tutic 
. dü  troîtiemê  , ladtre  du  quatrième  degré,  & en  général  pour 
réduire  uhe  équâtlo’n  de  l’ordre  m en  deux  autres , l’uné  de  l’or- 
dre m - — ,1 ,-  & l’Autre  de  l’ordre  h. , il  faut  fe  fexvir  de  deur 
équations  auxiliaires  , dont  l’une  foit  du  degré  m — n , & l’au- 
tre dj^  degré  «■;  mais  il  eft  aifé  de  Icrttir  que  la  difficulté  Aüg-  ' 
mente  à proportion  que  m eft  plus  grand , puifqu’on  a toujours 
uii  nombre  m d’indéterminées , dont  on  ne  petit  foüveftl  trou- 
ver la  valeur  que  par  le  moyen  de  plulîeurs  équations  très- 
coiiipliquée^ 

Mais  quoiqu’il  y ait  plufieurs  équations  irréduftiblés  par 
les  méthodes  connues  , néanmoins  toutes  les  Fois  que  là 
propofée  eft  convertible  , elle  peut  le  décbmpofer  _en  plu-  , 
neursdu  fécond  degré.  J’appelle  équation  convertible  une  équa- 
tion dedegrcp.tir,  don: l’expofant  foit  (noinbrepair)  dans 
le  premier  terme  qui  doit  être  x'”  fans  autre  coefficient  que  l’u- 
nité , le  dernier  terme  étant  une  çonftante  que  je  nomme 
a"'.  Chaque  terme  placé  entre  le  dernier  & celui  du  mi- 
lieu, Sc  divifé  par  un  faéieur  convenable  de  a”,  doit  avoir 
le  même  ligne  & le  même  coefficient  que  le  terme  cérrelpori- 
dant  placé  entre  celui  du  milieu  & le  premier  Ainli  lés  equa- 
tlonj  JC*  -\-'b c c x'’  -f-a"'  bx  a*  = Oy  x^  - — bx’>  -j- 

c3  jc'  a * é * -}-  4*  = O font  convertibles.  Car  en  divilânt 
l’avant-demier  terme  de  lapremlerepar  le  fafteur  a‘  de  a*  , U 
vient-|-  Aa:  qui  a le  même  ligne  & le  même  coefficient  qne  le 
ftcond  terme,  & en  divifant  ( dans  la  féconde  équation)  le  ter- 
me — a+  é Arpaca*,fafteurdea*^il  vient — -êx,  qui  a le  même 
figne  & le  même  coefficient  que  le  terme  corrAondam — êx' . 

Pour  réfoudre  ces  fortes  d’équà^onS,  çn  prendra  une  formule 
du  fécond  degré  xx-f-nx-f-u’=o,  dans  laquelle  n eft  une 
qiiMtitc  qu’on  doit  déterminer;  on  formera  enuiite  iineégûa- 
uon  convertible  d’un  degré  iuftriêur  3e  deux  uïntés";  dé  ma- 
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niere  que  fon  premier  terme  foit‘'ac'"  “■  & fon  dernier  terrne 
= a" — * , & dont  les  coefficiens  des  autres  termes  foient  in- 
déterminés. Apres  avoir  multiplié  ces  deux  équations  l’une  par 
l’autre  , on  comparera  les  termes  du  produit  avec  ceux  de  la 
propofée  jufqu  au  terme  du  milieu  inclulîvement  j car  la  com- 
paraifon  des  autres  donne  les  mêmes  équations  que  les  pre- 
• miers.  Ayant  chaffé  toutes  les  indéterminées , excepté  m,  il  en 
résultera  une  équation  entre  m & des  confiantes  j & les  va- 
leurs do  m qu’on  en  tirera,  étant  lubftituées  dans  le  trinôme  * x 
= o , donneront  les  équations  du  fécond  de- 
gré, dans  lefquelles  la  propofée  pourra  fe  réfoudre. 

' • Exemple  I.^Soit  l’équation  convertible  x* 
iaabx-\-a*  = ’o,  je  forme  l’équation  convcnible  inférieure 
de  deux  degrés , c’eft-àdirc  , xx-\-kx-\-aa  = o >^ue  je 
multiplie  pat  le  trinôme  oc* -f- <*<*=  o»  ^fin  aavoir 
l’équation  convertible 

*4  hx^  Z a''  -f-  «*■  m X <*4  = O. 

-j-OTx* -f- m A X* -|- A X 

La  compataifon  des  termes  donne  les  deux  équations  m-\-k 
x=>  zb  , X «d  m A = O.  Subflicuant  dans  la  féconde  la  va- 
leur de  A prife  dansla  première , il  vient  zaa  z b m — mm 
— O , ou  m ni  — zbm  = zaa , dont  les  racines  font  m = b 
±^{zaa-\-bb).  Subftituant  ces  valeurs  dans  le  trinôme , ^ 

on  trouve  les  équations  x x -f- A x-|-x  (zaa-\-bb)-^- 

dd=cQ,xx-j-Ax  — X ^ qui 

font  les  Êiâeurs  de  la  propofëe.  < 

Exemple  II.  Soit  l’équation  x*  o.  Je  forme  l’équa- 

tion convertible  du  t^uatriéme  degré  x+  -f-;)x|  --|-rx‘-j- 
px  *i4  = o , qiu  étant  multipliée  par  le  ttinompxx  -|- 
mx-|-aa  = o,  donne 

*4  -f- px^  -f-  f *4  -+-d*  P x’  U*  x'’  fit  X = o 

-f-mxl -f-f»px'*-f- «t  X ’ -f- 4*mpx'’ -j-<i4 px 
■ +4»X^  -f-  4*  P x'  -f-  d‘  t x‘ 

Ayant  comparé  le  fécond  , le  troificme  & le  quftricmc  ter- 
mes de  celle<i  avec  les  correfpondans  de  la  propofoe , je  trou- 
ve les  trois  équations  m-^-p  — o -^-mp  ° t i**  P 

Q4 
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.4-  m P = O.  Par  la  première  ^ = — m,  cette  valeur  étant  fubG 
tituée  dans  les  deux  autres,  il  vient  f — = 0,— 

%am-\-ntt=  o.  Par  la  première  de  celles-ci , t = m/u— - 
4 a ; donc,  en  fublUtuant  dans  la  deiniere  m'  — 3a^/R=o 
qui do<me  trois  valeurs  de  m , favoir  ,m==o, m = a V },« 
^ rr 4 V 3 . Ces  valeurs  mifês  dans  le  trinôme  général  xx  « 
« JT.'It  aa  = o,  donnent  les  équations  du  fécond  degré  dans 
lesquelles  on  peut  réfoudre  lapropofée,  c’eli-à-dire  , xx -f< 
o,xx-|-ax^3  aa—o,  xx  — 4x^3  -f-aa  = 0, 

84.  Lorfque  les  racines  de  l’équation  ne  font  pas 
«ommenfurables  , on  ne  peut  pas  les  trouver  par 
la  ipéthode  des  divifeurs  ; mats  on  peut  au  moips 
les  avoir,  par  approximation.  Pour  cela  nou^  fuppo- 
ferons  qu’on  ait  déjà  une  valeur  dè  la  racine  ap^ 
prochée  feulement  jufqu’à  fa  dixiéme  partie  près. 
Voyons  donc  comment  on  peut  parvenir  à cette 
première  approximation.  Soit  l’équation  — lOa? 
r4-  22  = d ; je  fubftitue  dans  cette  équation  i la 
place  de  x plufienrs  nombres  tant  pofitifs  que  né- 
gatifs , jiifqu'à  ce  que  deux  fubftitutions  confécu- 
tives  me  donnent  deux  réfultats  de  ligne  contraire. 
Lorfque  j’en  ai  rencontré  deux  de  cette  nature ^ j’en 
conclus  que  la  valeur  de  x eft  entre  les  deux  nom- 
bres qui  ont  donné  ces  réfultats.  Si  dans  l’équation 
propofée  je  fubftitue  — i , — - i,  — 3 , &c.  à la 
place  de  J? , je  trouve  toujours  des  réfultats  podtifs. 
De  même  les  réfultats  que  donnent  les  nombres 
1,2,3,  font  encore  pofitifs;  mais  en  fubftituant  4 
à la  place  de  xr , j’ai  un  réfultat  négatif.  Ain6  une 
des  racines  eft  entre  les  nombres 3 &4, qui  diftérenc 
de  plus  de  la  dixiéme  partie  de  l’un  d’entre  eux.  Je 
prends  la  moitié  de  leur,  lomme , & fuppofant 
X = 3 t > trouve  pour  réfultat  une  quantité 
négative  3 donc  la  racine  eft,  entre  3 & J “h 
Premont  la'" moitié  de  leur  fomme  3 -1-  ; pour*x. 
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réquation  fe  réduit  à ^ , quantité  pofitive  ; donc 
cette  facine  eft  entr«  J -i-  7 & J 4-  î , & ces  deux 
nombres  différant  de  j , quantité  plus  petite  que 
la  dixiéme  partie  de  l’un  d’entre  eux , je  prends  la 
moitié  de  leur  fomine  3 -H  7 , & je  fuppofe  x 3=3 
3 -h  7 -4-  d,  ou  2;  = 3 « 3 4-d  ( en  prêtant  en  dé- 
cimales approchées  la  valeur  de  la  fraébidn).  Subfli- 
tuant  cette  valeur  de  x dans  l’équation  , & négli- 
geant le  quarré  de  d ( parce  que  d étant  fort  petit  j 
fon  quarré  doit  l’ètre  aavantage)  , j’ai — o.- 1 1 — ■ 
3.  4d=  o,ou  d=o*r^=p= — O >03 2, en  ne  pouf- 
fant la  divifion  que  jufqu’à  deux  chiffres  fignifi- 
catifs  feulement.  En  général  on  ne  la  pouffe  que 
jufqu’à  autant  de  chiffres  fignificatifs,  y compris  le 
premier  qu’on  trouve',  qu’il  y a'de  places  entre 
celui-ci  & le  premier  chiffre  de  la  .valeur  approchée 
de  X.  Ici  il  y a deux  places  entre  3 , qui  eft  le  pre- 
mier chiffre  fignificanf  du  quotient,  6c  3 , premier 
chiffre  de  la  valeur  approchée  de  x ; donc  on  a U 
valeur  approchée  de*  en  faifant  3*3  — 0-032 

= 3-268.  Si  l’on  vouloit  approcher  davantage 
de  la  véritable  valeur  de  * , on  fuppoferoit  x = 
3-168  4-  d,  & en  s’y  prenant  comme  nous  venons  ' 
de  le  faire , on  auroit  une  valeur  bien  plus  appro- 
chée de  * , & ainfi  de  fuite.  Si  l’on  veut  avoir 
d’autre  racine  de  l’équation , ^||||Ëivifera  cette  équa- 
tion par  ar-r-  3 • 268  , le  c^^lient  fera  connoître 
l’autre  racine.  Si  le  quotient  étoit  du  fécond  degré, 
bn  poucroic  trouver  les  racines  réfultantes  par  la 
méthode  ^u  fécond 'degré.  Mais  on  s’y  prendroit 
comme  nous  venons  de  le  faire , fi  le  quotient  étoit 
,d’un  degré  plus  élevé  , en  négligeant  toujours  les 
.puiffàtipes  de  d au-deffus  du  premier  degré.  , 

- - Si  l’on  avoit'  l’équation  x^  — iiia:-^i4  = 0. 


«Ml  IliM— H.  -B,  l'..  ■ .. -l«-- 

x^o  Cours  j)  ? M athékatiqü  es. 


<k)tit  une  des  racines  approchées  eft  3 • 9^5 , on 
diviferoir  par  x - — -3  • 915  =cï  o , le  •quotient 
3 -9i5X -i-  3 " 405^  =0  ( il  y a un  refte  o^^if 
quon:peucnégliger),contienctrQit  les  autres  r^kies 

Sii  ibnt,  l’une  — J , & l'autre  — i*3oa5, 
n les  auroic  auHi  trouvées  en  ch^cchant  ^ns  U 
poopofée  les  limites  entre  lefquelles  ces  racines 
étoienc  contenues  , comme  on  a fait  pour  la  pre- 
mière racine;."'  . 

— Remarque.  La  méthode  que  nous  venons 
d’expofer , fuppofe  qu’on  puille  trouver  deux  nom- 
bres qui , {ubfticués  à la  place  de  a: , donnent  deux 
réfultats  de'fîgne  contraire,  &C  que  la  racine  fe 
trouve  entre  ces  deux  réfultats.  Or  il  eft  facile  de 
voir  que  cela  eft  podible.  Car  foit  la  plus  petite 
valeur  de  x — a , celle  qui  eft  immédiatement 
plus  grande  = d.  Dans  ce  cas  x — a &c  x — d font 
des  faébeurs  de  l’équation  propofée.  Si  au  lieu  de  x 
on  fubftirue  un  nombre  plus  petit  que  a , le  facfteur 
X — a deviendra  négatif,  & pofttif,  II  on  fubftitue 
un  nombre  plus  grand  que  a ( en  fuppofant  ce 
nombre  plüs  petit  cependant  que  d).  Le  produit  des 
autres  faéleurs  ne  changeant  point  de  ligne , il  eft 
clair  que  le  changement  de  ligne  du  faéfeur  x — a , 
Dccalionnera  un  changement  de  ligne  dans  le  pro- 
duit total.  On  d^||^nrreroit  la  même  chofe  H le 
plus  petit  faâ:eur  é^p  x a y en  i^bftituant  des 
nombres  négatifs  a la  placé  de  x.[  V*  ' . ■ n-.' 

Autre  Méthode.  Ayant  trouvé,  par  la  méthode  précé- 
dente , ou  de  quclqii’awtre  manieix^ , deux  ümites  qui  ne  dif- 
ferent entr’ellcs  que  de  l’unité  , 00  fuppofera  ^uc  la  racine 
cherchée  eft  ^gale  à la  plus  grande  limite  moins  une  quantité 
indéterminée',  pu  à la  moindre  limite  pdustine  quantité  indé- 
terminée. On  fubftituera  cette  valeur  dans  l’équatioa  donnée , 
JU  s^Iigeam  les  termes  du  réfuiret , où  l’indétertuinée  eft  au- 
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deffiis  du  premier  degré , on  tirera  de  la  comparaifon  des  au- 
tres termes  la  valeur  de  findéterminée , ce  qu’on  réitérera, 
jtifqu’à  ce  qu’ôh  ait  trouvé  ünc  racine  alTez  approchée.  ^ 

ooit,  par  exempte  , l’équaiion  **  ^'Xyx  ^ iO==  O'."' 
Suppolant  X ruccertîvement  égal  i t J , on  trouve  des  ’ 
rélultats  négatifs  dont  le  dernier  eft  — S j mais  tu  fuppolknc 
a:  = 4 , on  trouve  le  réfultat  poCtif  -f-  I4.  ‘ AInfi  il  en  évi- 
dent qu’une  des  racines  de  la  propofcc  eil  entre  j &‘4.  Je 
fuppolc  donc  X =»  pour  avoir  ' 

**  *=*'  1 ^ -f-  17  i H-  5 
— 4î— isd  ^ 

I O =»  -+-  10  ' 

Ceft  pourquoi  en  écrivant  l’équation  dans  un  ordre  ren- 
vtrfé  , il  viendra  oe*a-— (A);  mais  ■ 
d étant  moindre  qne  l’onké,  & dt  font  encore  beaucoup, 
moindres  ; négligeant  donc  les  deux  derniers  termes  de  cette, 
équation  , il  vient  o *»*=  4— 8 -+*  xa<é,-ou  sa  d “■  8 , & «£• 
= -^  = 1 = 0*  6 à-peu-près , & par  conféqucnt  * = } • d. 
Pour  avoir  une  valeur  plus  exafbe , on  ruppofera  x = ^ • 6 
+ P , ce  qui  donnera  la  transformée  o i • éfd-f- 
a3‘88/>-f-io-8p  H~p’*  I^’od  en  négligeant  les  deux  der- 
niers termes  pour  la  même  raifon  que  ci  d'èHtis  , on  tirera 
1)  •'  88p-=» — a • on  — o • m V 

& ajoutant  cette  fraéHon  à 1a  première  valeur  trouvée  , on 
aura  * = j • K — o • ii  i'=  3 • 48^  , racine  plus  appro- 
chée que  la  jarcœiere.  ' • - ' ■ t 

On  peut  encore  faire  ces  approximations  d’une  autre  ma- 
niéré’, en  fe  contentant  de  corriger  la  valeur  de  la  première' 
indéterminée  , (ans  remooter  à ia  propofèc.  Par  exemple  ^ ^ 
dans  l’équation  ci  defliis  , après  avoir  trouvé  d =t>  • d , je 
corrige  cette  valeur  de  d en  Tuppofanc  d=o  • 6 -f-p  , & je 
fubftitue  O • d -f-  P à la  place  de  d dans  l’équation  A , d’oïl 
j’ai  tiré  cette  valeur  de  d , pour  avoir  o =-j-a  • djd-f- 
i3-88p-|-io  • 8p‘-f-p’  (B)  ; d’où  en  négligeant  les  deux' 
derniers  termes,  & opérant  comme  ci-devant  ,on  tire  p ■=  — 
o • 1 1 1 , & par  conféqnent  x 3 • 485!  Pour  approcher 
davantage  , on  fuppoferoit  pt=  — o - iit-f-r;  & Cibfti- 
tuant  cette  valeur  dans  l’équation  B,  ou  lutoic  la  valcot  dé  r ^ 
& aitiG  de  CultCt 
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. Si. l’équation.. éfpit  littérale , on .jeh;  trouveroit  les  racines 
approchées  par  là  meme  méthode , pourvu  qu’on  pût  fubfti- 
tucr  des  nombres  exaéls , ou  approchés  à la  place  des  lettres. 
Si.,  par  exemple  , dans  l’équation  *'  — af  x a b = o , on^ 
fait  que  les  trois  quantités  a , b Ibnt  entr’elles  comme  les 
nombres  5,  } , a,  on  pourra  leur  fubftituer  ces  nombres, 
ûç  changer  la  propofée  en*'  — isj;-|-to=o;  & ayant 
trouvé,  comme  on  vient  de  le  f^re  , qu’une  des  valeurs  ap- 
prochées de  * eft  3-489  J on  diroit  qu’une  racine  appro-’^ 
chée  de  la  propofée  eft  égale  à cette  quanticé , l’unité  étant 
la  cinquième  partie  de  a , ou  le  tiers  de  / , ou  la  moitié 
de  é.  . ^ , 

Autre  Méthode.  Pour  faire  comprendre  cette  autre  mé- 
thode très-élégante  , foit  l’équation  o = A + By  -|-  Cy‘ 
-f-Dy’  -f-Ey+  &c.  Il  eft  vifîble  que  fi  y eft  une  fraélion» 
fort  petite  , & que  D & E ne  furpallent  pas  de  beaucoup  les 
quantités  A , B , C , les  deux  derniers  termes  feront  extrê- 
mement petits  par  rapport  aux  premiers , & l’on  pourra  chan- . 
g:i  l’équation  en  quelqu’une  des  fuivantes  . 

o ■=  A B y , 

. 0 = A-+-By-f  Cy‘  ■ • . . 

0 = A 4- By -f- Cy’ ^Dy’ 

Dans  lefquelles  la  valeur  de  y dilTérera  fort  peu  de  la  vérita- 

■» 

ble.  La  première  équation  donne  y =°  — g-  > féconde 

peut  fe  réfoudre  fâcilemmt  par  la  méthode  du  fécond  degré.- 
Mais  elle  peut  fans  erreur  fenfible  être  abbailTée  au  premier 
degré  , en  fubftituant  dans  fon  dernier  terme  la  valeur  de  y 

■ ( & non  pis  de  y*  ) prife  de  l'équation  y ^ ^ 
donnera  o = A-^-By  — -g-  C'y  , ouo=>AB4-BBy 


Â B 


• -r-  A Gy  , d’où  l’on  tire  y = XC“Ë  B' 

; Pour  faire  conhoître  l’utilité  & l’ufage  de  cette  formule  , 
fqit  l’équation  *'  — 10  — ijo  * -j-  8^0  = o , dont  on 

trouvera  facilement  qu’une  des  racines  approchées” eft  f - Ç. 
Suppofons  que  la  véritable  racine  eft  y • j +y>  & fubfti- 
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-tnont  cme  valeur  au  lieu  de  x dans  la  propofée , ellè  devien- 
( dra , en  n^eiigeant  les  termes  dans  Ief<]uels  y eft  au-dellùs 
^du  fécond  degré  , o •= — i-iiî — ï50'7î  y + 6- 
Comparant  cette  équation  arec  l’équation  o =>=  A 4~  B y 
C y’ , il  vient  A = — i • lij  , B =»  — i ÎO.75V  ,C  « 

f-iti  < AD 

- f>^y  AC— B B — »»71 1 • «7  I 00071  J. 

Ainfi  * =»  ç • J 4-  y fera  =•  f • î — o • 00071?  == 

5 • 49^187  i très-peu  près.  Si  on  vouloit  une  racine  plui 
ezaéle  , on  la  trouveroic  facilement  , en  fuppofant  x m 

J,  J • 4ÿpi8^-j-y , & répétant  le  même  calcuL 

Cette  méthode  eft  très-utile  pour  trouver  la  racine  3'  , 4', 
J* , &C.  d’un  nombre  qui  n’en  a pas  d’exaûe.  Soit , pur  txem~ 
pU,  le 'nombre  30  dont  on  demande  la  racine  Cubique.  La 
' plus  grande  racine  cubique  de  30  en  nombres  entiers  étant 
«=i  3 , je  fuppolè  la  véritable  racine  = 3 -f-y*  Donc  30  a™ 
t X7  x7  y + ÿy’  J en  négligeant  le  demiex  terme  y | ; 
: donc  0 = — 3 +»7y  + 9y'‘  , ce  qui  donne  A = — 3 , 

A B 

B=x7  , C = 5 , & y ” J e _ ÿi7  ■=  O ' 1071  , 

6 la  racine  approchée  de  30  fera=  3 • 1071.  Si  on  vouloir 
^ avoir  la  racine  quarrée  de  x , il  lèroit  û>n  de  chercher  une  ra- 
cine approchée,  en  prenant , par  exemple , j pour  cetie  ra- 
cine i fuppolànt  enfuite  que  la  véritable  racine  eh  | -f-  y , l’on 

:aura  x ouf7==îy  > ou  o*=—  i -j-7oy-+- 

f x<  y*  j d’od  l’on  tire  A= — l,B=7o,  C=xy,y»= 
iVJ  A B • I 

^ ” —70  70 


AC  — BB  -♦’* 
donc  ( â caufe  de  f 
' peu  près. 


014X13  d- peu  - près  ; 
«=«!  I • 4(4x13  à trcs- 


• 85.  Si  l’éqaation'  aVôic  toutes  Tes  racines  égales 
. deux  jî  deux , comme  H les  faékeurs  d’une  équaoion 
' étoient  X — dyX — dj  x—Jfy  x—p\  de  manière  qu’on 
“ eût  (x — dy  X elle  ne  pOurroit  changer 

de  figne  quelque  valeur  qu’on  mît  poür-x  : car 
"que  X a foit  pôfitif  ou  négatif,  fou'qüarré  fera 
nécedàirement  politif.  De  ^ même  fî  les  racines 
^ d’une  équation  lohfi  imàgiilaires  deux  à deux,  quel- 


ques  nombres  qu’on  fubdicue  à U place  de  X}  on  ne 
trouvera  jamais  deux  réfultats  de  ligne  contraire , 
autrement  la  valeur  de  'X  fe  trouveroit  entre  ces 
deux  nombres  , & par  conféqueut  ne  feroit  pas 
imaginaire.  Il  en  feroit  de  même  fi  les ‘racines 
' ëtoient  en  partie  égales  deux  à deux  & en  partie 
imaginaires.  . 

Il  nous  refte  donc  à donner  la  méthode  d’avoir 
les  racines  imaginaires  & les  racines  égales  d’une 
équation.  A l’égard  des  premières  nous  avons  déjà 
dit  { 71  ) qu’elles  fe  trouvent  toujours  en  nombre 
pair , Sc  que  fi  l’une  eft  repréfentée  par  a -f- 
‘ l ( — I ) , l’autre  fera  =a — h y/' — i , ôc  par  confé- 
quent  les  deux  faâeurs  correfppndants  feront  x ~~ 
’ a — — a-+4>^{ — i)^  dont  le  produit** 

' — iax-^a^~{-b*  fera  un  faveur  rationel  du  fécond 
, degré  ^ qu’on  trouvera  par  la  méthode  déjà  expli- 
quée (8 1)  j aprçsquoi,  par  la  méthode  du  fécond  d,e- 

tté , on  trouvera  les  racines  de  ce  fadbeur  ou  de  ces 
lâeursy’il  y en  aplufieurs.  Par.  exempUf  étant  don- 
née l’équation  x'^-^-x*  — 8* — 10  ==  o , je  trouve 
"qu’elle  a un  fadeur  A:*-f-ZJc-l-iodu  fécond 
degré  & un' fadeur  * — i du  premier  > lequel 
' dt^ne'iune  déi  racines s=a  i.^Rélolvant: l’équation 
a:*  -h  IX. 10  =3=  O ,kOnt  trouve  l il 

V( — 9)  ♦ les  deux  racines  que  donnent  jle 

, fadeur  du  lècond  degré  font  imaginaires.  > . 

Pour  avoir  ks.tacineis légales  d’uPé'  équatjon  , 
multiplie;  chaque  terme  par  i’expolànt  de  ar  da^s 
ce, même  cernée  & dinümiez  oet  expoianç  d’iune 
7 unité  , voqsawe;  une.nouMeÙe  équation  , dpnr  je 
jdus  gcattd  conunun  divifeur , avec  la  propolee^on- 
^ tienora  Jes  racines  égale?  de  ceUe-çi , mais  éle  vées 
'd  ttuecpoidâtiweiiiKÛodse  d’une  unité  c’ejl-àTdÛie  > 


par  exemple  , que  s’il  y avoir  trois  racines  égales 
dans  la  proposée  , il  rfy  en  aura  que  deux  dans  le 
commun  divifeur.  En  effet  (x-t- û)”  = 

/nx"*"'  a-\-  8cc.  • • • -+-a™.  Donc  multipliant 
chaque  terme  du  fécond  membre  de  cette  équation 
pâr  l’expofant  correfpondant  de  x ( en  faifant  atten- 
tion que  le  dernier  terme  eft  cenfé  multiplié  par 
X®  = î > & qu’ainfî  on  doit  multiplier  ce  terme 
•par  o ) , &*  diminuant  l’expofant  de  x d'une  unité  , 
oh  aura  ma:""' -H /«  X {m — i)x’»~‘a,&c. 
•c’eft-à-dire,  rri  (x’"" ‘H- (/ra  — i)  x“"  i) 

, X x"" ’ a*),  ou  m (x-f-rt)”"  Mais,  le  plus 

J,  . 

'grand  commun  divifeur  de  cette  quantité  & de 
(x-t-Æ)“,eft  (x-hn)*  " ' qui  contient  une  des  racines 
égales  de  moins  que  {x-4-n)’”=o.  Si  l’on  avoir 
l’équation  (x n )*  x[x-{-dy  = o , en  déve- 
loppant les  deux  faveurs 

'multipliant  les  deux  réfultats  l’un  par  l’autre  , on 
trouveroit  qu’en  multipliant  chaque  terme  du  réfui-  * 
tat  paç  l'expofant  de  at , & diminuant  cet  expofant 
d’une  unité  , on  trouveroit , dis- je  , la  quantité 
m[x  -f-û)”"'  X (x-4-d)^  -h  P [x-i-  a)’^X 
(x  -f-  d)^"‘  , dont  le  commun  divifeur  , avec 
le  premier  mefnbre  de  l’équation  propofée  eft 
(x’-t-u)*"'  X (x-hdV“‘  , ^ ainli  de  fuite 
quel  que  foit  le  nombre  des  fadeurs. 

^it , par  exemple  , l’équation  — d x*  -+- 
* 1 Z X — 8=0;  pour  en  trouver  les  racines  égales , 
je  multiplie  le  ptemier  terme  pàr  5 , le'  lecorid 
.par  Z , le  troifîéme  par  i & le  dernier  par  o , parce 
que  celui-ci  eft  cenfé  multiplié  par  x°  = i,  & j’ai 
•en  diminuant  l’expofantdexd’unéunité  ,■  5 x* — • 

I i x-h  1 Z = D.  Le  plus  grand  commun  divifeur  de 


Digitized  by  Google 


u^6  Cours  de  Mathématiques.  A 


ces  deux  quantités  eft,par  la  méthode  ci-delfus  (31), 

— 4 Ar-h4=  O , qui  doit  ébntenir  une  des  racines  '' 
égales  de  moins  que  la  propofée.  Pour  trouver 
cette  racine  égale , je  multiplie  les  termes  de  cette 
derniere  équation  par  les  expofants  correfpondants 
de  JC , afyant  foin  de  diminuer  vd’une  unité  les 
mêmes  expofants  ; ce  qui  me  donne  xx  — 4 = 0, 
dont  le  divifeur  commun,  avec  jc*  — 4jr+  4 eft 
X — X y qui  contient  encore  une  des  racines  égales 
de  moins  j donc  divifant  le  quotient  par  x — a , 
le  réfultat  x — x fait  voir  que  l’équation  a deux 
racines  chacune  = 1.  Divifant  l’équation  par 
(x  — 2.  )‘ , le  quotient  je  — x indique  que  les  trois 
racines  de  l’équation  font  chacune  = x.  On  auroic 
trouvé  de  même  ces  racines  en  cherchant  les  di-' 
vifeurs  rationels  du  premier  degré  de  l’équation 
propofée. 

Autre  MethCdb.  l’équation  + f 

B=  O.  Pour  ûvoir  fi  elle  a deux  racines  égales , & quelles 
font  ces  racines  , je  fuppofe  un  divifeur  du  fécond  degré 
— tfx = O qui  contienne  ces  racines.  Multipliant 
cette  équation  générale  du  fécond  degré  par  une  autre  x — 
g = o qui  puille  donner  un  produit  du  même  de|ré  que  la 
propofée , je  trouve  x'  — zfx'‘'~{-p  x — ffg «=3  o 
— g JC*  -{-xfgx 

Comparant  celle-ci  avec  la  propofée  , je  vois  que  ces  équa- 
tions ne  peuvent  être  égales  comme  elles  doivent  l’être , d 
moins  que  les  mêmes  puiilwces  de  l’inconnue  n’aient  les  mêmes 
coefficiens  , & que  le  dernier  terme  ne  foit  le  même  dans 
“les  deux  équations.  Donc  je  dois  avoir  — zf — ^ =»3* 

, Maintenant  , fi  par  le  moyen  de  ces  + — P* 

équations  je  puis  trouver  la  valeur  de/, 
elle  fera  une  des  racines  égales  de  la  propofée,  fi  je  ne  trou- 
ve aucune  valeur  pour/,  la  propofée  ne  peut  avoir  des  ra- 
cines égales. 

La  première  de  ces  équations  donne  g ==  — 1/ — j. 
SublUtuant  cette  valeur  dans  la  féconde , j’ai  /*  — 4/*  — r 6/ 


« 
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•=  _9  , ou  ; -f-  6f  -=  9 , ou/“  + X / = J.  Mais 

la  troificmc  équation  dcvlsnt  ( par  la  fubftitution  de  la  valeur 
«le  g)  »/'  + 3/‘  ="  5 (B.  j Si  on  multiplie  l’équation  f" 

-J-  i ^ ^ par  1 y,  pour  avoir  x / ' -f-  , & qu’on 

en  retranche  l’équation  B le  premier  membre  du  premier  mem- 
bre , le  fécond  du  fécond,  il  viendra = o f—  j.  Re- 
tranchant celle-ci  de/  ‘ + x / = 3 > on  trouvera  x — 
6f  8 , ou  8 f — 8 , Ou  /'—  I.  11  y a donc  dans  la  pro- 
pofée  deux  racines  égales  à l’unité  , & défîgnées  par  les  équa- 
tions fimples  X — 1=0,  X — 1=0.  La  troilicme  racine 
eft  X = — S,  elle réfulte  de  l’équation  finiple  x -|-  j = o. 

Soit  encore  l’équation  x*  — 4x-f-j  = o,  dont  on  de- 
mande les  racines  égales  , en  fuppofant  qu’elle  en  ait  de 
telles.  Je  prends  l’équation  xx  — x/x  -f- / /'=  o , qui  doit 
renfermer  les  racines  cherchées.  Je  la  multiplie  par  une  autre 
équation  générale  du  fécond  degré  xx  — px-j-y  = o,  afiû 
d’avoir  l’équation  A , du  même  degré  que  la  propoféc 

x^-xfx'+rx^-Ppx-^f  j = o(A).  • 

'—P  ^ 

-4-  5 x‘  — i/j# 

Si  l'on  fuppôfe' maintenant  que  l’équation  A eft  la  même 
que  la  propolée  dans  laquelle  le  fécond  & le  troilieme  ter- 
mes masquent  , nous  aurons  les  équations  qu’on  voit  ici.  % 

I.  x/’-}-p=o  lU.  /*^p-l-x/j  = 4 
n.  / ‘ -f- i/p  -4- ? = 0 IV. /"s  =3. 

La  première  de  ces  équations  donne  p — — x /.  Cette  valeur 
de  P étant  fubftituée  dans  la  fécondé , on  trouve  o = j y De  ^ 
ces  valeurs  dé  p & de  5 fubftituécs  dans  la  trojfieme  , on  tire 
— X / * -f-  il  P =4.  oi*  •tP  = 4 , ou  /’  = I.  Si  la  qua- 
trième équation  ne  s’accotdoit  pas  avec  celle-ci , on  conclii- 
roit  que  la  propofée  n’a  pas  des  racines  égales  j mais  en  fubP- 
limant  la  valeur  de  ^ , la  quatrième  devient  jÿ  = j , ou  y**- 
= I , qui  donne./  = i , tandis  que  l’équation  y*  = i donne 
auftiy=  I.  La  propofée  a donc  deux  racines  égales  à l’unité. 

8(>.'  Avant  de  pairer  plus  loin,,  nous  allons 
donner  la  methode  de  trouver  les  racines  des 
quantités  de  cetre  forme  A-h  \/B,  A défignant 
une  quantité  rationelle.  Soie  -h  J racine  quar- 

Tomc  /.  R 
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rée  de  la  quantité  propofée  ; donc  le  quarré  de 
cette  quantité  fera  ipq  =A-hV^' 

Il  eft  évident  que  foit  qu’on  fuppofe  p un  radical , 
aulîî-bien  que  q , foit  qu’on  fuppofe  que  q eft  feu- 
lement radical  , il  eft,  dis-je  , évident  que p^ 
fera  une  quantité  rationelle  = A , & que  ipq 
fera  un  radical  quarré  = y'B  , quantité  que  nous 

ferons  = b , pour  plus  de  fimplicité  j donc  /> = — j 

mais  à caufe  de  = A,  on  a enfubftituant 

, . b’'- 

dans  cette  derniere  équation  la  valeur  de  p , — - -+• 

ç*  = A , ou  en  multipliant  par  q^  &c  tranfpofant , 

— Aq^== Enfin  réfolvant  cette  der- 

niere  équation  par  la  méthode  du  fécond  degré  , 
il  vient  q^  = i Ai  7 V^(A* — b^)  ; donc  q — "1" 
Ail  V^(A*  — ^^)].  Subftituant  cette  valeur 
de  q dans  l’équation  p^  ■+•  q^  = A ou  p^=A 
— q^  , on  a p = i V(A  — q^) , on  p = i 
\/[|Alîlv/(A* — b^)\  Donc  la  racine  cher- 
chée pH- 9 = i \/[|  A i|\/(A* — b^)]  ±l 

V[|A=pV(AV^‘)],ouiv/[|A-hV(A-0} 

i\/[tA  — I cette  expreffion 

revient  au  même  que  celle  qu*on  trouveroit  en 
’ prenant  le  ligne  fupérieur  de  l’un  & de  l’autre  radi- 
cal \/(A*  — 3*) , feulement  alors  p fe  changeroit 
en  q & réciproquement.  Quant  aux  figues  de  ç & 
de  p , il  eft  aife  de  voir  que  fi  A & ^ ont  le  figne 
, p Sc  q doivent  être  ou  tous  les  deux  polîtifs 
ou  tous  les  deux  négatifs  *.  Mais  ils  doivent  avoir 

* A & i ne  peuvent  être  à la  fois  négatife  , parce  que  la 
racine  cherchée  feroit  imaginaire. 


Digitized  by  Google 


Calcul. 


^59 


des  figues  contraires  fi  ^ eft  négatif  j car  />  H-  ^ , ou 

— P — q font  les  racines  de  ^ p q t 

tandis  que  p — q y oü  q — p font  celles  de  A — 
b = p^  — xpq~^  q^.  Et  de -U  il  fuit  que  toutes 
les  fois  que  la  quantité  A é aura  une  racine 
quarrée  , \/(A  — X V^(Ah- i)  = y'(A» — b^) 
= p^  — fera  une  quantité  commenfurable  , & 
qu’ainfi  p Sc  q feront  tout  au  plus  des  radicaux 
amples. 

Soit  la  quantité  -hc  — id  dont  on  de- 
mande la  racine.  Faifant  A = d^  -H  c , b =s 

— id  c y on  a V^(A‘  — b^  ) = d^  — c, 

v'B  A+;V(A-— « ‘)]=i& v/[;A-i  v'(A‘-i‘)] 

= y'c.  Donc  p — q = d — , racine  cherchée. 

On  donne  le  figne  — à la  quantité  q , à caufe  du 
figue  — du  radical  de  la  quantité  propofée. 

Soit  maintenant  propolé  de  trouver  la  racine  de 
la  quantité  5 a y Puifque  A = ^ , b — x\^6 y 
l’on  aura  V(A^  — ^‘)  = i , Sc  la  première  partie 
de  la  formule  deviendra  , & la  fécondé  i 
donc  la  racine  cherchée  eft  i;  y/ 3 + y/z.  On 
trouvera  par  la  même  méthode  que  la  racine* de 
Il  — 6 y/a  = 3 — y/a.  Mais  fi  l’on  vouloir  avoir 
la  racine  de  i y on  trouveroit  V(A‘— 

= y/ — ly  quantité  imaginaire.  Alors  prenant  la 
racine  approchée  de  3 , & lui  ajoutant  1 , je  pren- 
drois  enfuite  la  racine  de  cette  fomme , que  j’aurois 
du  moins  par  approximation. 

Cherchons  maintenant  la  racine  cubique  de  la 
quantité  a ^d , ou  de  <z  -h  ^ , b étant  un  radi- 

cal quarré  8c  a une  quantité  rationelle  3 mais  aupa- 
ravant établilTons  le  Lemme  fuivant. 

L E M M E.  Dans  un  Binôme  quelconque  a H - b 
élevé  à la  puijfance  m , la  différence  du  quarré 

R a 
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la  fomme  des  termes  qui  occupent  des  rangs  im- 
pairs au  quarré  de  la  fomme ^des  termes  des  rangs 
pairs  ejï  = {a^ — On  peut  le  vérifier  aifémenr. 

Soit  maintenant  la  racine  cherchée  ='(/’  X 

y/ X ^-p  étant  rationel , q un  radical  ,quarré , & x un 
radical  cube  •,  car  il  eft  aifé  de  voir  que  p ne  peut 
,être  un  radical , parce  que  le  cube  de  cette  racine 
conriendroit  plus  d’un  radical.  Mais  aulîi  on  voit 
que  la  racine  peut  contenir  un  radical  cube  qui  afFec- 
teroit  fes  deux  termes.  En  élevant  au  cube  la  tacine 
propofée , on  trouvera  que  la  fomme  des  termes 
de  rang  impair  eft  rationelle , 6c  par  conféquent 
= a,  6c  celle  des  termes  de  rang  pair  irrationelle , 
6c  par  conféquent  = b j donc  retranchant  le  quarré 
de  la  fécondé  fomme  de  celui  de  là  première  , on 
aura  al-  — />*  = p^  x^  — 5/»+  x‘  -f-  3^3  x'^  q^ — 
x'^  q^  , ou  en  multipliant  le  tout  par  x prenant  la 
racine  cube  des  deux  membres  , 6c  divifant  eiifuite 

V j 

^ X 

par  X y p'-  — = J «loue  pour  que 

p'-  — q^  foit  rationel,  6c  par  conféquent  pour  que 
a ^d  ait  une  racine  cubique  , il  faut  que 

b'-)  X foit  un  cube  exaét , ce  que  l’on 
peut  obtenir  en  prenant  pour  .v  une  quantité  con- 
venable J mais  fi  a'- — b^  fe  trouve  un  cube  parfait , 

on  fera  x =1.  Suppofons  — — ^ —fi  nous 

aurons  p'-  — q'^  —fi  q^  = p^  — f Subfti- 
tuant  cette  valeur  dans  l’équation  a—p^x-h 
}p  q*  X ( qu’on  trouve  en  égalant  la  fomme  des 
ternies  impairs  du  cube  de  la  racine  cherchée  à la 
quantité  rationelle  a ) , il  viendra  en  réduifant 
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& tranfpofant , x — if  P x — a = o.  Afin 
donc  que  p 8c  q'-  foient  rationels , il  faut  que  la 
valeur  de  p tirée  de  cette  équation  ( en  regardant 
P comme  l’inconnue  ) , foit  rationelle  j on  cher- 
chera donc  les  divifeurs  commenfurables  de  cette 
équation  , qui  ne  peut  manquer  d’en  avoir  Çi'p  Sc 
peuvent  être  rationels  , c’eft- à-dire , fi  la  quan- 
tité propofée  a une  racine  cubique. 

Soit  la  quantité  20  1 1 y^5  , dont«on  demande 

la  racine  cubique.  Egalant  20  àa, 
nous  aurons  a'-  ==:  ^00  , ^^  = 452  , a*  — — 

32  qui  n’eft  pas  un  cube  j mais  fi  je  multiplie  cette 

<j4  , cube  de 

^(-64) 


quantité  par  2 


X , il  viendra 


4.  J’aurai  ^nc 


) X 


^ = — 2 =/,  Sc  l’équation  ^p'^' x — $fpx-^a 
= o devient  S p"^  \ % p — 20  = 0,  ou  en  divi- 

fant  par  8 8c  réduifant , p^  -\r{p  — t — o*  Otant 

les  fiaétions  en  fuppofant  p = ~ 8c  réduifant  , 


Ton  3:  -H  6y  — 20  = o , dont  le  leiil  divi- 

feur  rationel  ell  j — ■ 2 &3»le  quotient  -4-  ly 
-4-10=0,  dont  les  racines  font  imaginaires.  Le 
diyfeur  rationel  donne  y = i 8c  par  conféquent 

p ■=.  — ■=  i ^ 8c  parce  que  /=  — 2 , l’équation 

X 


q^—p^ — /,  devient  = I -4- 2.  = î 8cq=y/$, 
& puifque  xt=iy{p-\-q)  y*  fera  = (i  H- V^5) 

' X ^2  = V'2-h  V^X  Vi‘ 

Soit  propofée  maintenant  la  quantité  2 -f-  , 

dont  on  demande  la  «racine  cube.  Nous  aurons 
— i^  = 4 — 5 = — i , cube 

Rj 
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de  — I ; donc  x = i Sc  f=  — i j donc  notre 
équation  devient  — i s=o,  &en  fup- 

pofant  P — ~ > on  trouve  cette  autre  équa- 
tion -i-  ny  — ' 3z  = o,  qui  n’a  qu’un  feul 
divifeiir  rationel  y — 2=0,  les  racines  du  quo- 
tient y''  i-y  -h  16  = O étant  imaginaires  j 

, doncj  = 2 &p  = — =i==|  ; donc  — 

4 

f—  ; + donc  ^ = f y's  i (p-^-q) 

Xy.>f  = 7^-^  V^5.  On  trouvera  de  même  que 
la  racine  cube  de  10-I-14  \/2  eft  1 -f-  \/2. 

Si  l'on  demandoit  la  racine  cinquième  de  la  quan- 
tité a-\~  je  fuppofjpois  \^{a-hb)~ 

{ P -h  q)  y X J P étant  rationel  & ^ un  xadical  du 
fécond  degré  j car  il  eft  évident  que  p ne  peut  être 
un  radical , autrement  la  cinquième  puiftance  de 

(p  -4-  V'*’»  contiendroit  phis  d’un  radical^  mais 

on  voit  aulîî  que  les  deux  parties  de  la  racine  peu- 
vent être  multipliée|  par  un  radical  du  cinquième 
degré  qui  ne  doit  plus  fe  trouver  dans  a -f-  3.  Éle- 
vant à la  puidance  cinquième  la  racine  fuppofée  ; 
la  fomme  des  termes  de  rang  impair  fera=a  , #elle 
des  termes  de  rang  pair  étant  = ^ , la  différence 
des  quartés  de  la  première  & de  la  fécondé  fomme 
fera  a*  — b-  = {a  b)  y.  {a  — ^)  =«=  t 

Xx\  Multipliant  par  x'^  l’on  a (p*  — xxy= 

x^  (fl*  — ^*) , ou  en  prenant  la  racine  cinquième, 

(p*  — q'')  X '=»  û*-^ar  îi  *) , & enfin  p*  — 

q*  ^ ^ ^ ^ ==3 /.  Lorf^ue  <z*  — /eja 
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une  cinquième  puiilànce  parfaite  , l’on  fnppofera 
X — t.  'Dans  le  cas  contraire  on  multipliera — 
b'-  par  un  multiplicateur  propre  à rendre  cette  quan- 
tité une  cinquième  puiflance  parfaite , Sc  l’on  aura 

/ en  divifant  V'(û''  — ^ a:’  par  la  racine  cube  du 

multiplicateur  AT  î . De  l’équation/»*  — ?.*  = />  on 
tire  = p'^ — / &c  q = — /)•  On  con- 

noîtra  donc  auflî-tôt  qu’on  connoîtra/ Sc  p.  Al’é- 
^arMe  cette  derniere  quantité  , on  la  trouvera  en 
égalant  à <z  la  fomme  des  termes  rationels  de  la 
cinquième  puilTance  de  la  racine  fuppofèe.  De  cette 
égalité , en  fubftituant  la  valeur  de  q'-  prife  dans 
l’équation,  q^=p^  — /,  on  déduira  l’équation 
i6  p^  X — lo  p^  J X -i-  5 pf^  X — a=  O.  Cette 
équation  , après  les  fubftitutions  des  valeurs  de  x 
Sc  de/,  étant  changée  en  une  autre  , dont  le  coeffi- 
cient du  premier  terme  fbit  i , fera  connoître  p en 
s’y  prenant  à-peu-près,  de  la  meme  maniéré  que 
nous  venons  de  le  voir  pour  les  racines  cubiques. 

Pour  avoir  la  racine  feptiéme  déjà  quantité  <z-+- 
^d  = a-+-  b\  fuppolant  cette  racine  = {p  -\-q  ) 

X \Zar,  élevant  cette  racine  à la  feptiéme  pui/ 
fance  , égalant  la  fomme  des  termes  de  rang  im- 
pair à la  quantité  a , & celle  des  termes  de  rang 
pair  à la  quantité  b , ôtant  le  quarré  de  fa  derniere 
fomme  de  celui  de  la  première  , no'us  aurons 
{p’-  — ç*  )7  X x^  = a*  — b’’ , mulripliant  par  x^ 
prenant  les  racines  feptiémes  Sc  divifant  enfuite 

I.  • V (<**  — ^‘)  r 

par  AT,  1 on  a p»  — q*  — — = f S 

donc  p*  — — />  ou  q*  = p^  — / 11  eft  évi- 

dent que  cette  équation  fera  connoître^  ^ , au  11^ 
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tôt’qu’on  connoîtra  f ^ p-  Ou  connoîtra/ en  cher- 
chant la  valeur  de  x , ce  qu’on  fera  à-peu-près 
comme  nous  l’avons  expliqué  pour  les  racines 
rroifiéine  & cinquième.  A l’égard,  de  /?  , fi  l’on 
égaie  la  fomme  des  termes  de  rang  impair  de  la 

7 

puifTince  feptiéme  de  {p  à la  quan- 
tité a , en  fe  fouvenant  de  fubftituer  — /à  la 

place  de  q'’ , on  en  déduira  l’équation  ^jp"^  x — ■ 
III j x-h  ^6p^  f’-  X — 7P  P X — o^qui 
fera  connoître  la  valeur  de  p en  cherchant  les  divi- 
feurs  rationels  de  l’équation  qu’on  trouvera  en 
transformant  celle-ci  en  une  autre , dont  le  premier 
terme  foit  fans  coefficient.  On  trouvera  de  meme 
pour  la  racine  onzième  de  a-\-^d— 

l’équation  ^ — q^=if  ^ & l’on 

connoîtra  P par  le  moyen  de  l’équation  1014 P^ 

— • lii  6 p^  fx  li  16  p'>  P X — 1131^^  f^x- 

-+-  iiop^  f^x  ^ — 11  pf'>  X — «a  = o:  On  peut 
voir  maintenant  comment  il  faut  s’y  prendre  pour 
avoir  les  racines  13®,  17®  &c.  dont  les  expoiants 
font  des  nombres  premiers.  Mais  fi  l’expofant  de 
la  racine  n’éroit  pas  un  nombre  premier , qu’il 
fut  1 5 , par  exemple  , ou  9 , on  prendroit  d’abord 
la  racine  cube  , & ehfuite  la  racine  cinquième  , 
s’il  s’agifTbit  de  la  racine  15*,  ou  feulement  la  ra- 
cine cube  du  réfultat , s’il  n’étoit  queftion  que  de 
la  racine  9®.  Si  le  premier  réfultat  n’avoit  point  de 
racine  5®,  on  feroit  sûr  que  la  quantité  propofée  n’a  - 
point  de  racine  1 5'.  De  mèmè  fi  le  fécond  réfultat 
n’avoit  point  de  racine  cubique  , la  quantité  pro- 
pofée ne  peut  avoir  de  racine  9®. 

• Si  la  quantité  propofée  eft  de  cette  forme  v 
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y/d  , on  la  multipliera  par  y/ a,  le  produit  fera 
de  la  forme  ci-dedus  ; mais  il  faudra  divifer  la 
racine  du  produit  par  la  racine  du  multiplicateur. 

n 

Pour  avoir  la  racine  m de  on 

multipliera  cette  quantité  par  y'a , ôc  on  la  divi- 

n 

fera  par  y/c  y 8c  l’on  aura  la  quantité  a -{-b  dont 
on  prendra  la  racine  m j mais  on  divifera  le  ré- 

1 m Jk  m n 

fultat  par  ^ a 8c  on  le  multipliera  par  y'c.  A l’é- 
gard de  P y il  doit  avoir  le  figue  de  a,  8c  q celui  de  b. 

87.  Qu’il  s’agiflc  d’extraire  la  racine  quarré*  de  la  quan- 
tité A -j-  y'  B + v'  C -f-  V D qui  renferme  une  partie 
rationelle  & trois  radicaux  du  fécond  degré.  Je  fuppwfe 
(jue  la  racine  cherchée  eft  v'p-j- V ç-f- V Elevant  cette  quan- 
tité au  quarré  , on  aura  p + ç+  r-j-  z ^ p pr 

x^qr-y  ainfi  en  égalant  la  partie  rationelle  à A , & les  partie* 
radicales  aux  parties  radicales  de  la  quantité  propoféc  , nous 
pourrons  formerles  quatre  équations  fuivantes  : p~\-q-\-r=h , 
ly^/jo  , X V P-r  =yC,  ly'jr  *=^0.  Par  la  («tonde 
B C 

q — —■ — , par  la  troifieme  r »=  — , & par  la  quatrième  r =■ 

SublHtuant  dans  la  première  les  valeurs  de  ç & de  r 

P 

données  par  la  fécondé  6c  la  troifieme , il  viendra^  -J- f- 

C * , , B , C * * -B-C 

— =“A,  oup^-J — «=»A,oucp  — , 

AP  > r y ^ ^ r , rt'  t ^ t 

ou  PP  — P A -f-  , P ^ 

j^AA-g-  C)  ^ 

a ' X 

+ V'  B^-f-  V C -}-  v'  D efl:  un  quarré  parfait , la  quantité 
V (A  A — B — C)  deviendra  rationelle , parce  que  AA  — B — 

C==  ( p4-î4-'')‘  — 4PÎ  — AP''  = ip  — » 

ce  qui  donne  y^(AA  — B — C)  ==p  — q — r.  Dès  qu’on 

aura  trouvé  p,  00  aura  q par  l’équation  q •=  — ,Scrpu 

AP 
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C * D 

1 eqaation  r — — ; mais , parce  que  r cft  aufll  = - , il  cil 

n^ceiïaire  qu’après  avoir  déterminé p , 5 , r , on  ait  l’équation 
C D ' 

de  condition  — =•  — , afin  que  l’extraélion  de  la  racine 
4f  ^ 

(bit  poffible. 

Qu’on  fe  propole  d’extraire  s’il  eft  poflible  la  racine  quar- 
rée  de  la  quantité  lo-f-y'  i4-|-y40-j-v'  60,  Faifant 
A = 10  , B = 14  , C = 40  , D — 60  , nous  trouverons 
^^-A+V(AA-B-C)_ 


— ==  X*  D’un  auüre  côté  l’équation 

4P  * 


8 U-  ®‘=.' 

C Q 

— = — , donne  5=80, ce  qui  étant  abfurdc,ondoit  conclure 
4P  4?  ^ . 

que  les  nombres  trouvés  p,q,r  ne  font  pas  les  véritables.  Fai- 
(ons  uqe  autre  hypothèfc  en  fuppofant  Â = 10,  B = 40  , 
D = 14  ScC  — 60  , nous  aurons  AA  — B — C^o,  p 
A , ,,  C D 

\ . / . , A’P  4Î 

donc  Ta  racine  quarrée  de  la  quantité  propofëe  ^ P -j-  V f + 

Vr-  cft  = ± ( V î 4- V 1 + V 3 )• 

On  opérera  femblablement  pour  les  quantités  de  pareille  na- 
ture , lorfque  les  racines  quarrées  devront  contenir  4,^,6 
ou  un  plus  grand  nombre  de  termes. 

Des  Equations  du  troijléme  6*  du  quatrième  degré. 

88.  Soit  une  équation  dutroifiéme  degré  a* 

1 = 0,  cette  équation  étant  divifîble  par  x — 1 
= 0 , & le  quotient  étant  xr*  H-  a?  -h  i = o , dont 

les  racines  font , l’on  aura  pour  les 

trois  racines  cubiques  de  l’unité,  i , , 

— ^ On  trouvera  facilement  que  les  quatre 


- » 
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racines  de  Tunité  que  fournit  l’équation  ar+^i=o, 
font  I,  — ij-Hy'  — i ,-r-  y — 1 ; car.  l’équa- 
tion — I = o eft  divifible  par  — 1 = 0 & 
donne  pour  quotient  -f-  i = o ; or  les  racines 
de  ces  deux  dernieres  équations  donnent  les  quatre 
racines  ci-delTus. 

Cela  pofé.  Soit  une  équation  du  rroifiéme  degré" 

délivrée  du  fécond  terme  ( ce  qu’on  peut  toujours 

obtenir  (74)  )arî  — ^ax  — b = o.  Suppofons 

x=m-\-n\  donc  a:?  = + 3 mn  {m-\-n) 

ou  en  fubftituant  à la  place  de  m -f-  s fa  valeur  x 

& tranfpofant  tout  daas  le  premier  membre,  — 

xmn  x — ^ , 

^ = o.  \Comparant  cette  équation 

avec  la  propofée  terme  à terme  , l’on  3.  mn-=  a , 
TO*  = b.  Mais  J’équation  mn  — ciy  donne 

~ ; donc  en  fübftituant  cette  valeur  dans 

m> 


la  derniere  équation,  -\ =,b.  Multipliant 

•tn  î 

par  Sc  tranfpofant , — b = — a^.  Cette 

équation  étant  réfolue  |>ar  la  méthode  du  fécond 

degré , donne  =s  — ~f~  , & 

enfin  m = ^ Si  dans 

l’équation  -f- nJ  =s=  ^ au  lieu  de  la  valeur 
de  /2 , on  fubftitue  celle  de  m prife  de  l’équation 


miv=s  a y on  trouvera 


donc 


I m 


"=vCt*V^7— ')î 
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ligne  — à l’autre  , afin  que  le  produit  m n foit  = a ou  que 
m°  X n’  = «J*  , ce  qui  n’arriveroit  pas  fi  les  deux  radicaux 
quarrés  avoieat  le  même  figue. 
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'"+"=^=V  (t-'-n/t- 

+ 

iT 

-"0 

X 

• 

1 

-f 

T 

+ V^(7-n/t-‘'0 

V(-,) 

' X 

On  n’a  pas  combiné  d’autres  valeurs  de  m & de  n , 
parce  que  leur  produit  mn  n’auroit  pas  donnée,  • 
fii  /nî  «î  la  quantité  a^. 


De  ces  trois  valeurs  de  x la  première  eft  toujours 
réelle  , mais  les  deux  autres  font  imaginaires  fi 

— >•  e’  J elles  font  réelles  fi  — = e J,  ou  fi  — <^e’,  ^ 

4 4 4 w 


c’eft-à-dire , fi  la  quantité  eft  ou o. 


ou 


imaginaire.  Pour  le  démontrer  foir  — , e* 

s=  quantité  négative  toutes  les  fois  que  « ^ . 
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m=s 

-f 

-1-  P » 

SI  t 


Par  la  formule  générale  du  binôme  de  Newton  * , 
Vip~^y/<Ù  •+■  T ? ' V'î — iP 

_ î I 

q \Zg-&c. , & n =3  y — ^q)  fera p*  — 

zL  • 

\ P ' q 8cc.  j donc  x = m -i-  n =s 

— l 

tp'  — J P ’ , quantité  qui  ne  contient  aucun 


radical.  Donc  la  première  racine  eft  toujours  réelle. 
La  fécondé  racine  peut  être  repréfentée  par  m x 
[— I + VC— 0]  , I— W— î)]  (— « — n) 


/ZX- 


% 


H-'- — - — - X V( — 3 ).  La  première  partie  eft  évi- 
demment rationelle  j quant  à la  fécondé , en  retran- 
chant la  fécondé  férié  de  la  première  , vous  trou- 
verez = 7 P ’ qy^qScc.dont 

tous  les  termes  font  affeétés  de  \/q.  Mais  \/qX 
\/( — 3)  eft  une  quantité  réelle  fi  ^ eft  une  quantité 
négative  , Sc  imaginaire  fi  ^ eft  une  quantité  pofi- 
tive  j dont  la  fécondé  racine  eft  reelle  dans  le 
premier  cas , & imaginaire  dans  le  fécond.  La 

troifiémé’  racine  peut  être  repréfentée  par  - — - — ^ 

H-  - — ^ ^ X V' ( — 3 ) , dont  la  prêmiere  partie  eft 

réelle.  A Têtard  de  la  fécondé,  en  ôtant  la  première 
férié  trouvée  ci-deflus delà  fécondé , divifant  le  ré- 
fultat  par  a,&  le  multipliant  par  \/( — 3), on  verra 
de  même  que  la  quantité  réfultante  fera  réelle  lorf- 
que  q fera  négatif , & imaginaire  fi  ^ eft  pofitif. 


* La  formule  (a-j-6)'"=  a’"  -f-m  a’”~'  b -4-  &c. 
^pp^lle  U binuiHe  deNévi>ton,  parce  que  ce  grand  Géoindtce 
en  eA  l’Inventeur.  « 
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Si  y eft  O , alors  la  fécondé  racine  & la  troifiéme 

font  reprcfentées  l’une  Sc  l’autre  par  — j elle« 

font  donc  réelles  dans  ce  cas. 

Soit  maintenant  l’équation  du  troifiéme  degré  jri 
H-  — 3^  -f-  1 5 = o.  Faifant  évanouir  lé  lecond 
terme, en  fuppofant^y =x — i ( 74) , l’équation  ré- 
fultante  — ^*-^-30  = 0 , étant  comparée  avec 
l’équation  générale  — 3 ax — b — o , donne  6 =3  a 

& X =a^b=.  — 30.  Ces  valeurs  fubftituées  dans 

v/(ï-..)  , cette  quantité  devient  y'(a  17) , 

qui  eft  une  quantité  réelle  , donc  il  n’y  a que  la 
première  valeur  de  x qui  foit  réelle,  & elle  donne 

x = y/[ — 15  -f-  y'ii7)-4-  y'( — IJ  — \Zai7)  j 
mais  parce  que  y = x — i , il  faut , pour  avoir 
les  racines  de  la  propofée  , diminuer  la  valeur,  de 

A de  1 , & l’on  aura  y ~ \/(  — 1 5 -h  * 7)  -h 
V (~  *5 — — * pou*'  la  feule  valeur  réelle 
de  l’équation  propofée. 

P R O B L E I.  Q«c/  efl  le  nombre  dont  le  cube 

ejl  égal  à Jix  fois  ce  nombre  plus  9 ? Soit  x ce 
nombre  ; par  la  i^ure  du  Problème  x^  —6x-}-  çf. 
Comparant  cette  équation  avec  l’équation  x^  — 
3 — b = O , ou  x^  = 3 a JC  -jj-  b J on  a 3 a 

6 y ou  a = 1 ôc  b 9.  Subftituant  ces  valeurs 


dans  la  formule  x = V (t+v/t-'") 


Tel  eft  le  nombre  cherché. 


on  trouve  ar  — 3 . 
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Problème  II.  Quel  ejî  le  nombre  x dont  la  diffe'- 
rence  entre  U cube  & le  triple  de  ce  nombre  ejl  il 
Par  la  nature  du  Problème  — 3 x = a , ou 
x3  = 3 AT -|-  Z,  Comparant  cette  équation  avec 
l’équation  x"^  =■  ^ax  -\-b  ^ on  trouve  3^1=  3 , 
â=i,  Sc  b 1.  Donc  la  formule  x = 

donnera  x = V'(^)  -1-  V^(^)=  i -h  1 = z. 

, Problème  III.  Quel  ejl  le  nombre  x dont  le  cube 
ejl  égal  à Jîx  fois  ce  nombre  plus  40  ?,  Nous  aurons 

5 

as=2  1 ^ ^ = 40,  X =:  y'(io-+-i4Vz)  -H 

Ÿito — i4V'z)  = l-hy'z-hl  — \/z=S4. 

Problème  IV.  Trouver  trois  nombres  en  pro- 
portion arithmétique  continue  > dont  la  différence  d 
foit  = 3 /e  produit  p = 18.  Soit  y le  nombre  du 
milieu  j le  plus  grand  nombre  fera  y d ^ & le 
plus  petit  y — Le  produit  de  ces  trois  nombres 
donne  — d^ y p j donc  y^  — d^  y — p 
t==  O.  Cette  équation  étant  fans  fecond  terme  , 
donne  par  fa  comparaifon  avec  l’équation  générale , 

= 3a,  ou<z=— ,&/?  = A.^bftituant  les  va- 
leurs numériques  de  ces  quantités  dans  la  première 
valeur  de  x travée  ci-defliis , on  zy  ou'  x ( car 
ici  l’un  peut  être  mis  à là'  place  de  l’autre  ) = 

H 4- V(  • 9 ^ i 7)  ] -H  9 i 7)] 

t=^(i4-h  i3)-h  V'(i4  — 13)=  V'z7-f-\^i 
= 3 -4-1=4.  Donc^  = 4,  le  plus  grand  nombre 
_y-l-d  = 4-|-3  = 7»  & le  plus  petit  ^ d==  i.- 
Si  l’on  avoit  ime  équation  de  cette  forme  ^ 
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ay^”-\-  by”-^dz=o , onh.  réduiroit  à une  équa- 
tion du  troilîéme  degré  fans  fécond  ternie  , en  fup- 

pofant^’"==AT J & ayant  trouvé  les  racines 

de  la  réduite  , on  en  retrancheroit  — , les  réfultats 

• î 

donneroient  les  valeurs  de  & les  racines  m de 
ces  réfultats  donneroient  les  valeurs  de  y.  Si  cette 
équation  n’avoit  point  de  fécond  ternie  , on  fuppo- 
feroit  feulementjy  ”’=jf , & l’oo  prendroit  la  racine 
m de  chaque  valeur  de  x.  On  peut  donc  réfoudre 
toutes  les  équations  qui  n’ayant  que  quatre  ternies  « 
ne  contiennent  que  trois  puilTances  de  l’inconnue  , 
dont  les  expofans  forment  la  progreffioii-  arithméti- 
que j/72,  1/72, /72.  De  même  l’on  peut  réfoudre  toutes 
les  équations  à trois  termes  qui  ne  contiennent  que 
deux  puilTances  de  l’inconnue  , mais  dont  Texpo- 
fant  de  Tune  eft  triple  de  celui  de  l’autre. 

85?;  Soit  maintenant  une  équation  du  quatrième 
degré  délivrée  de  fon  fécond  terme  [ce  qui  eft  tou- 
jours polTible  {f^)'\y^  -h  -H  b y c =■  o. 

Suppofons  que  cette  équation  foit  le  produit  deS 
deux  faéteurs  du  fécond  degré  y^  x y p 
— O , y^  — X y -4-^=0*,  leur  produit  don- 
nera l’équation  y^  qy*  -h  qxy  ç ==  o , 
qui  étant  com-  • — x^  —p  x 

parée'  avec  la  -hp  ** 

■"Le  fécond  terme  du  fécond  làfteur  a le  ligne  — , afin 
que  le  produit  des  deux  faâeurs  donne  une  équation  (ans  fé- 
cond terme , ce  qui  n’arriveroit  pas  fi  le  fécond  terme  des 
deux  fadeurs , qui  d'ailleuts  doit  être  le  même , avoir  les  memes 
fignes. 

* " Les  quantités  (-4-^  — font  cenfées  multipliée  * 

J*.  Demémeyeftmtiltipliépar-f-jjf — px. 

Tome  /.  S * 
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propoféci  donne  — jc*  = a,  qx — px=b^ 
pq  = c.  Multipliant  la  première  par  x ôc  l’ajou- 
tant enfuite  à la  fécondé  , l’on  a iq  x — x^  =s 
ax-{-  b , ou  iqx  = ax  x'i  -k-  b J ôc  q 

^ . Cette  valeur  de  q étant  fubftituée  dans 


I X 


l’équation  pq  = c y 'i\  vient p X 


a X •4"  **  4" b 


IX 


ÔCp. 


■LXC 


ax-^x'-\-b  ^ 


• Subftituant  les  valeurs  de  ^ & 


de  P que  nous  venons  de  trouver  dans  l’équation 

. ax-\-x'  -\-b  tex^ 

qx  — px—b^  il  Vient ;; — — 

= ^ , ou  en  faifant  évanouir  les  fraélions  , tranfpo- 
fant  & réduifant,  x^  4-2ûAr'^4-«*  x^  — b^x=o, 

— 4f 

équation  qui  peut  fe  réfoudre  par  la  méthode  du 
troifiéme  degré  (88).  Cetté  équation  ( qu’on  ap- 
pelle la  réduite  ) étant  réfolue  , on  n’aura  qu’à 
fubftituer  la  valeur  de  x qu’elle  donnera  dans  les 
équations  y*  — x.y  -{’q  = <^y 

ou  bien  en  fubftituant  les  , valeurs  de  p ôc  ds  q y 

IC 

dans  les  équations  4-  4 —r  = o , 

*’'4-a4 — 

X 

b. 

•ji_-jfj4-i4fi4--û4-— =o, 

ôc  réfoudre  enfuite  ces  équations  ; ou , ce  qui  revient 
au  meme  , fubftituer  la  valeur  de  x dans  les  racines 
que  donnent  ces  équations  réfolues , en  confidé- 
rant^  feul  comme  l’inconnue  ÿ c’eft-à-dire  , dans 


les  raçines^  = — ^ x ± 


le 


a*  4"  «4^  ~ 

J 


DigitL  i)yGoogk 


I 


Calcul.  275 


8c  l’on  aura  les  valeurs  cherchées  de  y. . Comme  x 
eft  venu  d’une  équation  dans  laquelle  il  avoir  un 
expofanr  pair  , il  eft  évident  que  x eft  un  radical 
quarré  8c  qu’il  peur  avoir  le  double  ligne  zh  ( car  * 
==4:  Jc). 

La  premiere^'èxprelïion  dey  peut  donc  fe  changer 

en  celle-ci  y=4-  r Vi  J > 

xx-\-  a zt.  — 

■ zx 


8c  la  fécondé  devient ^ = di  7 ar  + y/ ( — ^xx  — 

aZÇ  — Ainfi^  a quatre  valeurs  exprimées  par 

l’une  ou  l’autre  formule  j mais  il  n’y  a pas  pour 
cela  8 racines  , parce  que  les  deux  formules  don- 
nent les  mêmes  racines.  En  effet , les  quantités  qui  ' 
font  devant  les  lignes  de  ces  formules  étant  les 
mêmes , il  fuffit  de  faire  voir  que  les  quantités 
fous  les  lignes  font  les  mêmes  , c’eft-à-dire  , que 

Je*  a i X*  zc 


Z X 


or  en 


faifant  difparoître  les  dénominateurs , tranfpol^nt  ^ 
& téduifant , on  tire  de  cette  équation  ^ celle  que 
nous  avons  appelle  la  réduite  ; donc  cette  équation 
eft  vraie.  Comme  la  fécondé  formule  eft  la  plus 
commode  , c’eft  de  celle-là  que  nous  nou|  fer- 
virons , 8c  les  valeurs  de  y qu’elle  donne , font 


Sx 


I 
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y/(  - J.a:*- 

Si  l’on  fait  — =/,  y/ ^ xx  — { a 

=ky8c y/ ^ j XX—  f ~ quatre 


(D).' 


fa<5teiirs  de  l’équation  + ay^  rh  l>y  -h  c = o , 
pourront  être  repréfentes  par  les  formules  fui- 
vantes  y — / — k = o 
y — /-f-A  = o 
y-hf — / = o 
y -i-  f l = O , 

Le  produit  de  ces  faéteurs  donnera  l’équation 

y^‘—  tffy^  — ifh  h y H-/4 

— h h -\-ifll  — 

— 1 1 —P  l'- 

En  comparant  les  termes  de  Cette  derniere  équa- 
tion avec  ceux  de  l’équation  propofée , l’on  aura 
a =—  i/‘  — h^  — l\  b ~ i fl^  — z/A^  c —f* 
H-  V-  j~/^  — f'-  V-'.  Subftituant  ces  valeurs 

dans  la  réduite , nous  aurons  l’équation  . - , 

x^ — 4 a:4  8 /*  A*  — 4/*^  A4 


O.  (S). 


— ^ 2 A‘ 
— 2/" 


8 V- 
A4 


o(P), 


dont  les  racines  font  x = -jr  if\  .y  = -h  ^ 4-  / ; 
X =it  Mais  fi  dans  la  formule^ =Ht  î dt 

^ ^ j JC»  ~ ^ a ^ ^ on  fubftime  les  va- 

leurs de  a 5c  de  ^ que  nous  venons  de  trouver , 5c 
enfiiite  celle  qu’on  voudra  des  valeurs  de  ar , il  en 
viendra  également  les  valeurs  de  y que  donnent 
les  équations  D ; donc  les  racines  de  la  réduite  don- 
nent le  même  réfultat  par  leur  fubftitution. 

La  formule  générale  de  la  valeur  de  y fait  voir 
que  les  4 racines  que  donnent  cette  formule , font 
ou  toutes  réelles  ou  toutes  imaginaires  , ou  deux 
réelles  ou  deux  imaginaires  j mais  parce  que  le 
dernier  terme  de  la  réduite  a le  figne  — , il  eft 
évident  qu’elle#loit  avoir  une  valeur  de  x*  poli- 
tive  * , éc  par  conféquent  une  des  valeurs  de  x 
eft  pofitive  ; mais  nous  venons  de  voir  que  toutes 
les  valeurs  de  x donnent  la  même  valeur  pour  y. 
Donc  quand  la  valeur  dey  fera  imaginaire  , ce  ne 
fera  qu’une  quantité  réelle  jointe  à la  racine  d’une 
quantité  réelle  5c  négative  , c’eft-à-dire , une  quan- 
tité imaginair«||e  la  forme  M N ( — i ).  Et  puif- 
queles  racine^imaginaires  font  toujours  en  nombre 
pair  dans  une  équation  ,•  5c  que  l’une  étant  a — 
b y^( — i)  , l’autre  doit  être  a^h  (voyez 

le  n“  yz),  les  fadteurs  fécond  degré  qui  réfult^ 
ront  des  deux  racines  imiginàires  multipliées  l’une 
par  l’autre,  5c  de  deux  faéieurs  réels  multipliés  auflî 

— • 

* Car  le  produit  des  deux  fadeurs  imaginaires 
h.y/{--i),x±ia  — b Vf— i)  , donnant  un  réfultat,  dont 
le  dernier  terme  eft  pofitif,  ileftnéccflâireque  toute  équation , 
dont  le  dernier  terme  eft  Qégatif , ait  au  moins  une  racine 

réelle, 
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par  l’autre  , ou  les  faéteurs  du  fécond  degré  qui  ré- 
fulteront  des  quatre  racines  imaginaires  multipliées 
deux  à deux  leront  réels.  Donc  dans  ce  cas  même 
réquatioii  aura  deux  faéteurs  réels  4u  fécond  degré. 
La  réduite  P. étant  le  produit  des  trois  faâeurs 
— 4/’  = O , X"  — K’ — ■ r — ihl  = O y x'- — > 
1 h l — /‘  = o;  (\  h Sc  l font  tous  deux 
réels  ou  tous  deux  imaginaires  , les  trois  fac- 
teurs feront  tous  réels  , & la  formule,  du  troilléme 
degré  (88)  ne  pôurra  donner  les  racines  de  la  ré- 
duite. * Si  l’une  des  deux  quantités  h oui  feulement 
eft  imaginaire , les  deux  derniers  faéieurs  feront 
imaginaires  , & la  réduite  fera  alors  réfoluble  par 
la  formule  du  troifiéme  degré  ; donc  alors  la  for- 
mule du  quatrième  degré  réuilira|| 

En  examinant  attentivement  la-  réduite  P , on 
verra  que  le  coefficient  de  fon  fécond  terme  eft 
néceffairement  négatif  lorfque/,  A & / font  réels  , 
& que  dans  le  même  cas  le  coefficient  de  fon  troi- 
fiéme  terme  eft  pofitif  & plus  grand  que  o j mais 
Çih'-  &c  l’-  font  des  quantités  négatives  , ou^ce  qui 
revient  au  meme  , H les  4 raci|KS  de  l’équation 
font  imaginaires  , la  réduite  P ne  lauroit  avoir  en 
même  tems  le  fécond,  terme  négatif  ôc  le  trôifiéme 
pofitif;  car  fi  (A^  -+-/^)  2 ce  qui  rend  daqs  ce 


du  tr 


* On  dit  <jue  la  formule'  cfu  troifiéme  degré  ne  peut  alors 
donner  les  racines , parce  que  ces  racines  font  (bus  une  for- 
,me  imaginaire , quoiqu’elles  foient  réelles , c’eft-là  ce  qu’on . 
appelle  le  cas  irréduÆble  du  trôifiéme  depri.  Lorfque  la  ré- 
duite eff  dans  ce  cas , (î  on  fiibûituoit  la  valeur  de  x qu’elli 
donne  dans  la  formule  du  quatrième  degré  , on  auroit  uiv 
expredion  qui  contiendroit  des  radic^px  Imaginaires  ; 
pourquoi  l’on  dit  que  dans  ce  cas , la  (brmale  du  quatriénr' 
degré  ne  réuilît  point, 
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cas  le  fécond  terme  négatif,  le  coefficient  du  ttoi- 
fiéme  terme , qui  dans  ce  mèm^as  eft  = /^) 

— 8/^)  — 4^*/^  * ta  néceflairement 
négatif;  donc  lorfque  la  réduite  échappera  à la  for- 
mule du  n**  88  , l’on  verra  par-là  fi  l’équation  doit 
avoir  fes^  racines  réelles  ou  imaginaires. 

En  examinant  l’équation  S , il  eft  aifé  de  voir 
qu’une  équation  du  qmtriéme  degré  , fans  fécond 
terme  & dont  le  troifîéme  eft  pofitif  ( on  compte 
comme  fi  le  fécond  y étoit) , doit  avoir  des  racines 
imaginaires;  çaç-if-z/’ — A’ — /’  fera  toujours  une 
quantité  négative , lorfque /,  A j / feront  réels , & 
par  conféquent  tant  que  les  racines  feront  réelles  j 
donc  dans  le  cas  contraire  l’équation  a des  racines 
imaginaires.  ^ 

Soit  maintenant  l’équatioff(+ 4:^5 -h  9;|[’-1- 
1 2 -h  3 — O.  Faifant y — 1 & fubftituant , 
l’on  aura  -f-  ly'  -H  ly — J = o , équation  fans 
fécond  terme.  On  a donc  icifl=3,A=2, 
c= — 3,  & la  réduite  devient 
2ix.‘ — 4 = 0.  Faifant  difparoître  le  fécond  terme, 
en  fuppofant  a:’ =«  — 2 (on  regarde  ici  comme 
l’inconnue  ) , l’o»  a«î  — 30  = 0,  équa- 

tion qui  n’a  qu’une  racine  réelle , & par  conféquent 
l’équation  du  quatrième  degré  ne  doit  avoir  (félon 
ce  que  nous  avons’dit  ci-deflus  ) que  deux  racines 
rcell^.  Appliquant  la  fortniile  du  n®  88  à la  dêrniere 
équation  que  nous  venons  de  trouver  , nous  aurons 

* Car  en  comparant  cette  équation  avec  ce  (le  du  troifîéme 
degré  (n®.  88  ) , l’on  a — , — a*  = ^7  , — A=» 

— 30  , — 15 , 8c  U.  Mais  U valeur  de  u , il  en  eft  . 

S 4 
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Mais  paies  que  a;»  = a rrr  Z , il  faut  diminuer 
cette  racine  de  la^antité  z , & Ton  aura  x 

V[— z+V^(i5-h  ]• 

Subftituant  cette  valeur  dans  l’équation  ~ x 

“ 7 ^ > fpn  ^Pra  les  yar 

leurs  dçy  renferniées  dans  h forniule  fuiyante  : j=5 
=t  f V[  — ‘+ V'(iî  + + — V'îî»)3i: 

j/l]— Z [— î.+V^(i  5+ V » 5 ») +%^(i5— V 3^  J »)  3— I: 


Vf— » d-  V(  + VmO  + V(i5  — V»î03: 

Et  pour  avoir  le§^valeurs  de  , U faudra  dimi- 
nuer ces  racines  de  Wquantité  i.  Deux  des  racines 
,dey  font  réelles  & les  deux  autres  imaginaires  *, 
Dans  le  cas  qÙ  l’équation  du  quatrième  degré 
n’a  point  de  divifeur  commenfurable  d’une  ou  de 
deux  dimenfions , après  avoir  connu,  par  le  moyen 
de  la  réduite  , fi  elle  a des  racines  réelles. , on 
pourra  les  chercher  par  la  méthode  précédente  \ 
mais  fi  el|e  a des  racines  comqjenfurables  , on  les 
trouvera  aifément  en  cherchant  les  diyifeurs  com: 
fnenfurables  de  cette  équation. 

Si  l’on  avoit  une  équation  de.  cette  forme  x*”r^ 
na:***  7+r  é -h  ca:’”  *+7  d==ï  O , U eft  aifé  de 
voir  qu’en  faifant  y"  ==  x y elle  feroit  r^oluble 

(ïe  même  <le  celle  de  eft  diftérente  daos  la  formule  du  qua- 
trième degré , piiifque  dans  cette  formule  o = 3 , comme 
pous  l’avons  dit' ci  defTos.'  * 

ï Ce  font  celles  qiiW  trouye  en  prenant  le  figne  — dans 

—5—^ :ç-T- 

VI  — >+ V(3î-+-V(»f»4- v(ïî  — V»î»)  f 
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par  la  méthode  du  quatrième  degré , quand  meme 
on  ruppoferoit  <z  ou  ^ ou  c=o , c’eft-à-diré  , quand 
meme  un  ou  plufieurs  termes  manqueroient. 

Remarque.  Il  y a encore  une  autre  mëthode’*pour  ré- 
(oudre  les  équations  du  quatrième  degré  , dont  il  ed  à-propos 
de  donner  une  idée  aux  Commençans 

Suppofons  que  la  racine  x d’une  équation  du  quatrième 
degré  eftje-=v/>-4-y'y-f-V  r,p,  q Scr  étant  des  quan- 
tités qui  défîgnent  les  racines  de  l’équation  du  troilîéme  degré 
f’  — fc^  — k=Oy  de  maniéré quep -j- q-\-r=f, 
pç-|-p/'  + jr  — g",  Sc  pq  r=  h.  Cela  pofé,  quarrons  la 
formule  A:  = v'p-f-V'î+V^''>  P®’!'"  avoir  ==  p q 
-j-r+z^  P q-i-i}/pr  + qr.  Mais p + q -\-r=fi 
donc  en  fubftiniant  & tranfpofant  enfiiite,  on  trouvera*^  — 
/==  iV'/jj-f-xy'  pr-i-xy'jr.  Eten  quarrant  encore , x* 

— a *‘/-+-//=  -i-  i^ppqr-j~ 

iy/pqrr-^Zy/pqqr.  Ot  g =>  p q -j-pr+yr; 
donc  x^  — ifx-x  -+.//— 4g  = 8 y/p  qr  • {^  p-{-^/q 

) , équation  que  je  défignerai  par  ( A )•  Mais  pqr  = k, 
y/  P q r — ^ h , Sc  y'  p-\-^q-\-^r=x',  donc  nous 
aurons  l’équation  du  quatnéme  degré  x*  — i fx  x — 8 je  X 
é + ff — 4g  = O ; dont  une  des  racines  eft  a:  = y'  p -f- 
V q V f"  > P > î&r  étant  les  racines  de  l’équation  du 
troi(îém%  degré  f3  — /t^  — h — o. 

L’équation  du  quatrième  degré  à laquelle  nous  fommes  par- 
venus , peut  être  regardée  comme  générale , parce  qu’il  eft 
toujours  polTible  de  changer  une  équation  du  quatrième  degré  , 
quia  le  fécond  terme  en  une  autre,  dans  laquelle  ce  fécond 
terme  manque.  Voyons  donc  comment  on  peut  trouver  les 
racines  de  réquation  ci-delTus. 

Soit  propofée  l’équation*f — ax- — bx  — c ==  o que  je 
défignerai  par  (B),  dont  on  demande  les  racines.  Comparant 
cette  équation  avec  l’équation  A,  je  trouve  i°.  x /=  a,  ouf == 

— J X®.  8^  k = b j donc  é/yk  = bb,S:  A =—  j f-  ff  — 

■% 

4g'=^c,ou— — 4g-f-e  = o,  ouc-f  — = 4g  , & g 

4 , 4 

«=  — -t-  On’  fublHtucra  les  valeurs  de  f,  A 8c  g qu« 
4 16  , • - 


» Nous  >4  devons*  à M.  Euler, 
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nous  Tenons  de  trouver  dans  rdquation  du  troifiéme  degré  ti 

— f g t — h = O.  On  cherchera  les  trois  racines  de 
celle-ci  par  la  méthode  ci- deffus  ; & Tuppofant  qu’une  de  ces 
racines  o|^  f , & que  les  deux  autres  font  délîgnées  l’u  e par  q 
ic.  r.mtre  par  / , une  des  racines  de  notre  équation  du  quatrième 
degré  fera  x— ^ p q-\- r. 

Cette  formule  renferme  néceffairement  les  quatre  racines 
de  réquation  propoféc  du  quatrième  degré,  à caufe  des  ditVé- 
rens  lignes  qu'on  peut  donner  aux  radicaux , bien  plus  il  fem- 
ble  même  qu’elle  peut  donner  huit  valeurs  de  atj  maison  doit 

faire  attention  que  y^/?çr  doit  être—  donefi—  ell 

4 O O 

une  quantité  pofitive  > le  produit  des  quantités  ^ p , }/  q , y^r 
doit  être  pofitif.  Il  eil  donc  néceilàire  dans  ce  cas  de  prendre 
les  trois  radicaux  avec  le  ligne  -1-  , ou  bien  deux  avec  le  figne 

— , & un  avec  le  ligne  -1-  ; tle  forte  que  dans  ce  cas  les  va- 
leurs de  X font 

V/»— Vî—  V'’ 

JC  ■=— V'/’  + V V r 

X ==— y';» y' 9 V r 

Si  - eft  une  quantité  négative , les  valeurs  de  x feront  les 
fuivantes  x = Vp~\~V^~V>‘  * 

* = Vp  — V ?4-  V r 
X =—  Vp  -f-  V «+  V"'' 

JC  =— Vp  — v'c 

Soit  maintenant  l’équation  du  quatrième  degré  fans  fé- 
cond terme  — xq  ttj;-!-  6o  ar. — >=  o.  En  la  comparant 

avec  l’équation  B je  trouve  a = x^  , é=«= — éo&c*=»=  56. 
Subftituant  ces  valeurs  de  u , é 8c  c daÿs  celles  de /,  g 6c  k , 


l’ona/=J^,  r 


■+9 


',8c/i- 


l X î 


équation  du  troifiéme  degré  devient  t’  — + 
~ = o.  Afin  d’éliminer  les  &aétiobs , je  fais  r = -^ 


^ i ainli  notre 
t — 


70  , 
1 6 


, pour 


. ?’ 
avoir  ■ — 
6^. 


O.  Multipliant  en- 


* lé  ■ 4 

fuke  par  le  plus  graad-dçaominateur  64,  je  trouve  — 50{{ 
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— 3600  =>=  O.  Il  faut  maintenant  trouver  les  racines 
de  cette  dernière  équation  ; l’une  d’elles  eft  ç = p , & endi- 
^vifant  l’équation  par  3;  — 9 = o , il  vient  — 4»  ? "+■  400 
t=o,  ouf3;-f-4ir  = ^ 400.  Cette  demiere  équation 
étant  réfoluc  pat  la  m«hode  du  fecond#tgré , donne  1=  16 
8c  I = Ainfi  les  trois  raVSnes  font  7 = 9 , l—  8c 
= s J J donc  r=5,tB=4&r  = ^.  Ainfi  nous^vons  p = 

i , ç=»  4&r  = ^}  mais  ^pqr=y/h=‘  — ^=‘—  ; 

donc,  pour  nous  conformer  à ce  q^  nous  avons  dit  ci-deflüs 
l’égard  des  fifnes  des  radicaux  V/’>  V 9>Vft  ü pten-! 
dre  ces  trois  radicaux  avec  Je  ligne  — , oir  n’en  prendre  qu’un 
àveclefigne  — ;&  parce  ^ue  f>  V' ?==»i 

les  quatre  racines  de  l’équation  propofée  feront 

*=  1— i+r=i  ' 

/ X = — ■!  — X 7^=*  — ét 

,Def  Equations  des  Degrés  fupérieurs. 

90.  Nous  nous  contenterons  d’expofer  la  méthode  par  laquelle 
on  détermine  Içs  équations , dont  une  des  racines  au  moins 
peut  s’exprimer  par  une  formule  lêmblable  a la  formule  de 
Cardan  , qui  eft  celle  que  nous  avons  d<^nné  pour  le  troifîé- 
. me  degré  ( 88  ) : car  il  n’y  a aucune  méthode  connue  , du 
moins  praticable  , par  laquelle  on  puilTe  réfoudre  dans  tous  les 
cas, les  équation?  des  degrés  fupérieurs.Voyons  d’abord  qu’elles 
font  les  équations  du  quauiéme  degré  qui  font  dans  ce  cas. 

Soit  X = m +«  i donc  = /«+  + 4m’  n-\-  6m^  n'- 
/^mn'  + «♦,  ou^+  =»i4— j-  4m«  x(/w-|-ii)^  + «*• 
• . — xm^  n*- 

A la  place  de  (w  -f- n) , je  fubftitue  & en  tranlpoânt  tout 
dans  le  premier  membre  , il  vient  — ^mnx'  n'’ 

— «4=0  * , équation  dont  une  des  racines  eft  !»■>=«-{-«.  Dans 
^n4  • 


» Cette  équation  eft  léfoluble  par  la  méthode  du  fécond  degré  (71 }. 


■V 
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ccttc  équation  il  y a une  condition  néccflairc,c’eft  qu’il  ne  doit  y ^ 
avoir  aucune  puiiTance  impaire  de  x.,  Suppofant  de  même  x 
»=«  + »,  nous  aurons  — m*  y -n  - 1 ^ lo  m’  n’’  -\- 
lo/»‘  n’  + ^mn*  -|-  n’ , équation  que  féctis  ainfi  = mî 
m n (nz-f-n  A la  place  de  m-{-  n fuhlUtuant 

— 5/n*n‘ (m-4- n ) * 

8c  tranfpofant,  il  vient  *5 — ç m n x' m'’  x — mî — ■«' 

= O , équation  qui  a une  racine  x — m-^  n.  Î1  y a deux  con- 
ditions dans  cette  équation , la  première  qu’il  n’y  ait  aucune  ■ 
puilfance  paire  de  x , la  fécondé  que  le  coefficient  de  x foit 
la  cinqméme  j^artie  du  quarté  du  coefficient  4e  x’. 

Faifant  toujours  x =i=  n»-|- «,  nous  aurons  x*=m*-f-^m’  n 
«'■  -{-aom’  n’  m''  n*  6mn^  Je  dif- 

pofe  ainfi  cette  équation  : m -|-n)4-4.n<. 

— pnt*n’ ( n)*" 

En  fiibftituant  x à la  place  de  m -f-  n , 8c  tranfpolâmt  tout  dani 
le  premier  membre  , il  vient  x*  — 6 ot  n x+  -|-  5 m’  n*  x'‘ 

— in»'  «'  — w*  =0,  équation  dont  une  racine  x=m-f-n« 

Dans  cette  équation  il  ne  doit  point  y avoir  de  puÜTance  im- 
paire de  X , 8c  de  plus  le  coefficient  ae  x^  doit  lire  le  quart 
du  quarré  de  celui  de  x4. 

S’il  s’agit  de  l’équation  du  Septième  degré , l’on  trouvera 
x7  =>  ^ OT-f-a  )î  ,-f- «7  J 

— l4/n*a*(m-f- n)’ . 

-+-7  ï»'  n’  {«-^-«) 

fqblUtuant  x â la  place  de  dt  -f>  r , 8ç  tranfpoûint  , il  vient 
4p7 — 7»iRxJ -+•  14»»’ «*  x’ — 7ÿ»*n’x  — »»7  = O , 

équation  dont  une  des  racines  x=*m-\-n.  Dans  cette  équa- 
tion il  ne  doit  y avoir  aucuneqsuiflânce  paire  de  x , 8c  de  plus 
lefeptiénfe  du  coefficient  de  x’  elevé  au  quarré,  8c  multiplié 
par  14  , doit  donner  le  coefficient  de  x'  ,*8c  ce  même  feptlé- 
me  élevé  au  cube  8c  multiplié  pat  7,  doit  donner  le  coeffi-> 
çient  de  X, 
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Après  avoir  élevé  wt  -}-  n à ta  huitième  puidance  , & dif- 
pofé  l’équation  comme  on  le  voit  ici  • 

• JC*  = m*  + 8 /rt  « ( »n  + /»  )^  -j-  n*  ^ 

— lo  m*  n’  ( m + n )4 
16  m' n'  { m n y 

— am4n4 

■> 

(ùbftimcx  * à la  place  de  m , & tranlpolànt  tout  dans  le 
premier  membre  , vous  autdP  l’équation 

— 8m  rta:‘'-j-io m*  *4  — i6m’  n’ x’’  -f-  im*n*=^o,  - 

— m» 

— a** 

Daqs  cette  équation  toutes  les  puiflânces  impaires  de  x doi- 
vent manquer  ; & il  eft  vilible  que  le  7 du  coefficient  dp  ** 
élevé  au  quarté  & iilultiplié  par  xo,  doit  doiiherle  coefficient 
de  *4  J le  cube  de  la  même  quantité,  multiplié  par  16,  don- 
ne le  coefficient  de  x'^. 

La  même  méthode  donneqf  pour  l’équation  du  neuvième 
degré  , dont  une  des  racines  eft  a;  = m a , l’équation  que 
l’on  voit  ici  : •• 

JT’  — pmax7-}-x7mVi*xî — 30Bi’a’x’  -f-'pm4n4x— m9a=BO* 

— a» 

tl^utes  les  équations  dont  nous  venons  de  parler , ont  une 
racine  * = ai -|- a. 

On  voit  clairement  que  dans  les  équations  d’un  degré  im- 
pair, toutes  les  puilTances  paires  de  x manquent;  au  contraire 
toutes  les  puiflânces  impaires  de  x doivent  s’évanouir  dans  les 
équations  des  degrés  pairs.  Si  p déflgne  le  degré  de  l’équa- 
tion , — mf  — t.f  fera  le  dernier  terme  commun  à toutes  ces 
équations.  De’  plus  dans  les  équations  paires  ce  dernier  terme 

* . ’ . L t ' ' 

doit  contenir  encore  la  quantité  i ai  ^ Les  termes  de  ces 

équations , fi  on  en  excepte  mf  Sc  nf  qui  ont  toujours  le  figne 
< — , ont  alternativement  les  fignes-f-  & moins  ; c’eft  poui^j^i 

dans  les  équations  paires  xm~  a ^ doit  avoir  le  figne -{-(  nous 
regardons  cette  quantité  comme  le  coefficient  de  , fi  pcft 
un  nombre  pairement  pair,  c’eft-à-dire  , de  Cfctte  férié  4, 8', 
% X , I ^ Sic, , & le  figne  — fi  p eft  impairemeq;  pair , c’eft-à- 
dire,  de  ce|^  férié  x,  6,  10, .14  &c.  Dans  les  coefficiens 
on  trouve  fucccffivertient  ai  a,‘ai*  a’ , ai'  a',  &c.,  m a eft  tou- 
jours multiplié  par  l’ezpolànt  p ",  8c  pour  trouver  les  nombica' 
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qui  mulciplienc  rn'  «*',  m’  n*  ^ &c. , je  fiippofe  * = m ■ 
j^ai — zmn  — /n*  ==  o.,  dont  une  des  racines^=  r, 


& l’autre  = — m — n ; & joignant  id  l’ëquation  du  troifiëme 
degré  ( 88  ) , je  forme  la  table  fuivante. 


m n 

m'n’ 

m'n‘ 

m*n* 

*..7-7 
fTl  fl 

n 

1 

. 

. 

m 

3 

. 

- . 

IV 

4 

2 

. 

V 

S 

î 

. 

VI 

6 

9 

t 

0 

vn 

7 

14 

r-7 

• t 

• 

vm 

8 

20 

i6 

2 

' 

IX 

9 

»7 

3° 

9 

. 

X 

lO 

3Î 

JO 

■2  S 

2 

XI 

1 1 

44 

77 

II 

XII 

12 

34 

112 

loy 

3^ 

2 

• 

xin 

>3 

6% 

Ifé 

182 

ai 

13 

. 

XIV 

14 

77 

210 

'a5’4 

196 

4P 

X 

• Dans  le  premier  rang  horifontal  |e  place  w a , êtc. 

La  première  colonne  verticale  en  chimes  romains  déligne  le 
-degré  de  l’équation, de  les  nombres fitnés  fous at  a , m’  a’ , &c. 
font  les  nombres  cherchés , {ans  omettre  a , qui , dans  les 

i î 

équations  paires,  doit  être  multiplié  par  ai*  a^  x°.’  On  voit 
que  la  colonne  qui  répgnd  à a*  a eft  une  progrellîon  arithmé- 
tique , dont  la  différence  = i , ainfi  on  pourra  la  continuer  à 
volonté.  Chaque  nombre  de  la  colonne  ai’  a’  eft  la  fomme 
de  celui  qui  cil  au-delTus  de  lui  dans  cette  même  colonne , Sc 
de  celui  qui  lui  eft  fuperieut  de  deux  places  dans  la  colonne 
d^a  gauche  ; & il  en  eft  de  même  pour  les  autres  coloimes. 
tW  cette  table  prolongée  autant  qu’on  le  voudra , on  trouvera 
l’équation  de  chaque  degré  qui  contierit  une  racine  x=m-j-n  : 
je  l’appellerai  la  rifolubU  *. 


* Par  ce  terme  on  n'entend  pas  qu’on  pui/Te  trotAt.  toutes  les  ra- 
/ cines  de  l'équation  propoféc,  nous  prétendons  feulement  qu'on  peut 
..en  tiouvct  au  moùu  une  par  U rnétbode  ptéfente. 
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. Toute  équation  .dont  les  termes  de  rang  pair  manqueront, 
excepté  le  dernier , & dont  les  coefficiéns  des  termes  exiftans 
feront  proportionnels  aux  quantités  nt  n,  n'’  ,&c.  multipliées 

par  les  nombres  de  la  table  ci-aeflùs , auta  une  racine  fembla- 
ble  à la  formule  de  Cardan. 

Soit  l’équation  du  tjuatriéme  degré  x*  

i—o.  La  comparant  a la  réfoluble  , je  trouve  m n = *:p  a , 
n+  = b,  SubAituant  dans  la  fécondé  équation  la  valeur 

de  n prife  de  la  première,  il  vient  /«♦  -| = é , ou  en 

multipliant  par  OT+  & tranlpolànt,  m* — d‘m4=^ — n+, équa- 
tion qui,  par  la  méthode'du  fécond  degré,  donne 

dononr I 1 + y/ ^ _ ,4). 

Si  au  lieu  de  fubftituer  là  valeur  de  n , on  eût  fubftitué  celle  de 


m,  on  auroit 


trouvé  n — y/ 44  ^ 

Si  I on  multmlie  les  valeurs  de  m & de  n par  les  racines 
.quanriémet  de  f unité  trouvée  â-defliis  (88),  & qu’on  joigne 
enfiüte  les  réfulkats  dont  les  produits  j>euvent  donner  — a , 
.on  aura  çplles  qui  conviennent, lorlque le  ligne  luperieur  alleu, 
& celles  dont  le  produit  des  téfultats  donne  -f-  a , ontlieu  dans 
le  cas  que  1 équation  ^contient  — 4 a.  C’eft  pourquoi  les  ra- 
cines de  l’équation  * 4 — 4^*»  _j_  o ^ fom 


* T +\/  (1+ -\/ ,7  - 44  ) X ( v- 1 ) - 


- 4 Ou  doit  faite^ci  la  .même  lemarque  qiie  npus  avons  déjà  faite 
• du  ligne  dû  to^ical  quatfd  de' ^équation  da  tioi/iéme  dè'- 


« 
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— 4,+^  X v( — 0 > * 

nés  de  réquation  *4-{-4a*Af+aa*  — é“=o  feront 

~-v'c+':^5V«-^) 

^+iy,Ç-:+yc-..)Mv-.)  + 

yQ-r^-v<-9  f-; 

Soit  maintenant  l’équatioii  du  ànquiéme  degré *î — .f^x* 
f a’’  X — é— O,  la  comparant  avec  la  réfolüble , on  a m n 
a,r»f  -{-  ”^  =é.  Sùbftituant  (ûccefllyemènt  dans  la  Ce~ 
jdc  équation  la-  valeur  de  m Si  de  n prife,dans  la  pre* 

jniete,  l’on  trouvera  ^ * 

— — ^ • Mas  les  racines  cîn- 

' quiémes 
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qtiidmcs  de  l’imité  qu’on  trouve  en  réfolvant  cette  équa- 
tion xi  — I =0 *,font  r y — î±  (— »o-l-y’  <1 

+ V y — 1±  v^(— 

^ V > ainli  en  multipliant 

la  valeur  de  « & celle  de  n par  chacune  de  ces  racines 
^prenant  enfiute  celles  dont  le  produit  donne  +a,ron  Zn 
les  racines  cherchées;  & faiûnt  la  valeur  de  ;n  que  nousTe! 

*==A-f-B  “ " ' ■ . 

5-r- V(-io+t  v^5)1-f  Br-v^y-i-f-V^f-io^,, 

4 " 

4 T' 

— Afy  f 

c«  exemples  on  peut  voir  comment  il  fout  s‘y  prendre 

équations  impami  -- 

fax  «c.  b O,  nous  troUveronstoujours  une  racine  je» 

^(t+\/Fô+.v/(~v^)' 

^s  laquelle  les  lignes  radicaux  expriment  les  racines  qui  répon- 
dent a la  racine  i de  l’unité  *.Dansles  équations  de  degré  pair  qui 

« Cette  équation  a une  racine  * » i;cai  elle  eft  ditrifiblc  par  x - i ^ o 
& le  quotient  donne  une  équation  du  quatriéihe  devré  qui  ftit  troureî  ' 
iei  autres  racines.  ’ 

• Dansune  équation  impaire  SrP  - r = o , il  y a toujours  uoe  raci- 
ne*-ij  caren  fuppofant  »=  t , elle  devient  = o.  Mais  fi  » e/l  pair  l’é- 
quation eft  divifible  pat  (*  - i),  (x  + i)  = o , ou  par  x‘  - i = donc 
alors  on  a X»  « I,  «««uui. 

Tome  I.  T ■ 
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ont  le  fécond  terme  négatif, conune  —pa  &c — i==ç> , 

on  a deux  racines  * =■  ± ^ T ~ 

Si  le  fécond  terme  a le  fignc  + , on  a ces'deux  racines 

.-a;V'^(7+ 

Dans  ces  formules  les  figncs  fupérieurs  répondent  k l’ime  des 
racines , & les  inférieurs  à l’autre. 


autres  racines , il  faut  trouver  les  racines  du  degré  p de  l’unité, 
c’efl-à-dire , réfoudre  l’é<iuation  jeJ’  — i = o,  mulriplier  par 

chacune  de  ces  racines , foit  y/ ~ » 

‘>"V  (v- ,Jk  joindre 'enfuite  ceÛes 

dont  le  produit  = -f  - ^ ? cft  impair  ; mais  p étant  pair , on 

joindra  celles  qui  donnent — a , fi  le  fécond  terme  a le  figne-j-, 
& celles  qui  donnent -j-**  j û le  fécond  terme  a le  fignc  — . 

De  l*  I n F I n I. 


5>i.  Une  quantité  infime  eft  une  quantité  plus 
grande  qu’aucune  quantité  donnée  , c’eft-à-dlre  , 
une  quantité  qu’on  conçoit  être  augmentée  au-delà 


...y ■■ 

de  toute  limite  aflignable  (eiAiombres).  Une  quan- 
tité infiniment  petite  eû  une  quantité  plus  petite 
qu’aucune  quantité  donnée  , ounne  quantité  qu’on 
conçoit  diminuée  au-delà  de  toute  limite  aflignable. 
La  première  eft  défignée  pat  oo  , la  fécondé  par 
Si  l’on  multiplie  oo  par  oo  , l’on  aura  oo* , infini 
du  fécond  ordre , & multipliant  celui-çi  par  oo  , 
l’on  a 00  3 , infini  du  troinéme  ordre  ; en  général 
00  "*  eft  un  infini  de  l’ordre  m.  De'  fnême  X - 
s=;  eft  un  infiniment  petit  du  fécond  ordre  , 
&'  eft  un  infiniment  petit  de  l’ordre  m.  L’in- 
fini du  premier  ordre  oo  contient  le  fini  une  infi- 
nité de  fois  ; mais  il  eft  lui-même  contenu  une 
infinité  de  fois  dans  l’infini  du  fécond  ordre  , & 
celui-ci  l’eft  une  infinité  de  fois  dans  l’infini  du 
troifiéine  : en  général , l’infini  de  l’ordre  m con- 
tient une  infinité  de  fois  l’infini  de  l’ordre  m — i , 
& eft  contenu  autant  de  fois  dans  l’infini  de  l’ordre 
m-\-  l , &c  l’infini  oo*"^"  contient  l’infini  m autant 
de  fois  qu’il  eft  défigné  par  oo” , comme  cela  eft  évi- 
dent en  divifant  oo’"'*'*  par  oo",  ce  qui  fe  fait  eu 
ôtant  l’expofant  du  divifeur  de  celui *du  dividende. 
Le  fini  contient  l’infiniment  petit  du  premier  ordre 
une  infinité  de  .fois  , & celui-ci  contient  l’infinl- 
ment  petit  du  fécond  ordre  auflî'une  infinité  de 
fois.  En  général , l’infiniment  petiç  de  l’ordre,  m 
contient  l’infiniraent  petit  de  l’ordre  m-f-n  un 
nombre  de  fois  défigné  par  oo  ” : car  en  divifanr 
par  , Ton  aura  ( par  la  réglé  de  la  divi- 

fion  des  frajftions  ) oo  ". 

' L,’infini  a oo’"  eft  à ^ oo*"  comme  a ; i , c’eft- 
d-dire  » que  deux  infinis  du  même  ordre  peuvent 
être  entr’eux  comme  deiu  quantités  finies  a 6c  è, 

Tl 
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De  même i c’eft-à-dire , que  la 

même  chofe  a lieu  pour  les  infiniment  petits  du 
même  ordre.  Deux  quantités  finies  , qui  ne  dif- 
férent que  d’un  infiniment^tit , font  cenfces  éga- 
les : car  leur  différence  étant  inailignable  &c  plus 
petite  qu’aucune  quantité  donnée , doit  être  cenfée 
nulle  J donc  a zt  ^ : a I î t , c’eft-à-dire  , en 
raifon  d’égalité.  De  même  un  infiniment  petit  du 
fécond  ordre  étant  infiniment  plus  petit  que  celui 
du  premier,  deux  infiniment  petits  du  premier 
' çrdre  , qui  ne  diftérent  entr’eux  que  d’un  infini- 
ment petit  du  fécond  ordre  ou  du  troiliéme  , &c. 
font  cenfés  être  en  raifôn  d’égalité.  De  même  a,  oo  " 

: 00*  jz  ^ : î î I ib  — ~ ( en  divifant  par  oo  * ) ; 

k 00  ”*  * ' 

or  — eft  un  infiniment  petit  de  l’ordre  m ,•  donc, 

félon  ce  que  nous  venons  de  dire  , l’on  a a : i •+• 

::  a : I , c’eft-à-dire,  qu’un  infini  eft  à un 

autre  infini  du  même  ordre  ( & c’eft  la  même  chofe 
fi  les  ordres  des  infiniment  grands  font  différents) 
plus  ou  moins  une  quantité  finie  , dans  le  même 
rapport  que  fi  cette  quantité  finie  ne  s’y  trouvoit 
pas.  Mais  cela  n’a  pas  lieu  dans  le  rapport  arithmé- 
tique J car  le  rapport  arithmétique  de  oc  -f-  3 * oo  eft 
s=:oo-h3  — <»=5>  ce  qu’il  eft  bon  de  remar- 

3uer  3 donc  on  ne  doit  négliger  les  quantités  finies 
evant  les  infinies  que  quand  il  s’agit  d’un  rapport 
géométrique  , & non  arithmétique.  De  ^même 
dans  le  rapport  arithmétique  on  ne  doit  pas  né- 
gliger un  infini  devant  un  autre  infini  d’un  ordre 

< *00Î-f-09*  ta* 

erreur  ; amu  oo?  -f-oo»:  ooî;: : — - 

• 00  ^ * 

î!  îî  I î I*  Mais  le  rapport  arithmétique 
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de  00  î -j-  00 > à 00  * eft  = 00  ^ + 00 » — 00  î ==  00 *. 

Remarque  I.  Il  eft  de  la  nature  de  toute  quan> 
tiré  , d’être  fiufceptible  d’augmentation  ou  de  dimi- 
nution ; ainlî  l’on  ne  doit  pas  dire  que  l’infini  eft 
une  quantité  qui  a reçu  tous  Tes  accroifiements 
finis  poflîbles  , autrement  l’infini  ne  feroit  pas  une 
quantité.  D’ailleurs  nous  concevons  qu’une  quan- 
tité quelconque  deviendra  plus  grande , en  lui  ajou-  - 
tant  une  autre  quantité  fi  petite  qu’elle  foit. 

Remarque  II.  En  regardant  o comme  une  quan- 
tité infiniment  petite,  Pon  aura  i = <»,&  o =-^  y 
mais  on  ne  doit  pas  regarder  o comme  un  pur  rien , 
fans  quoi  Pon  n’auroit  pas  ^ =3  00 , comme  le  pré- 
tend M.  Euler.  En  effet , puifque  pour  avoir  un  quo- 
tient , il  faut  une  quantité  ^u’on  appelle  le  dividende^ 
qui  contienne  une  quantité  qu’on  nomme  le  divifeury 
èc  que  ces  quantité  foient  de  même  nature  , il  eft 
évident  que  le  quotient  de  1 divifé  par  o n’eft  pas  une 
quantité , parce  que  o n’eft  pas  une  quantité.  Voyez 
ce  que  nous  avons  dit  fur  cette  matière  dans  la 
fécondé  édition  de  nos  Inftitutions  Mathématiques. 

Des  Séries  ou  Suites.  * 

g 2.  On  entend  par  férié  y-ane  fuite  de  termes  qui 
croiflent  ou  décroiffent  félon  une  certaine  loi  ( noïis 
ne  parlons  pas  ici  des  fuites  dont  les  termes  ne  fui- 
vent  aucune  loi).  : telles  font  les  progrejjîons  géomé- 
triques & arithmétiques  y les  fuites  des  nombres figurés. 

^^Conftans  ou  du  premier  ordre , r,  »»  i &c. 

Naturels  ou  du  fécond  ordre , * 5 * > J » 4 » f 

;;  iTriangulaiiesoudutroifîémeordre,  I , J , 6,io,i^8cc. 

I Piramidaux  ou  du  quatrième  ordre , 1,4,10,10,55  &C.. 

^ #Trianguli-Pyramidauxouducin-  , 

quiéme  ordre , i,  5, 15, 35, 70 Etc., 

«ec.  T 3 
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La  loi  de  chacune  de  ces  fuites  des  nombres 
figurés , eft  que  chacun  de  leurs  termes  foit  la 
fomme  des  termes  correfpondans  de  la  précédente  j - 
ainfi  le  tt’oifiéme  terme  6 de  la  troifiéme  fuite  eft 
la  fomme  des  trois  premiers  de  la  fécondé. 

Les  nombres  polygones  font  formés  par  la  fomme 
des  termes  confécutifs  d’une  progreflion  arithmé- 
tique , & ces  nombres  s’appellent  triangulaires  j 
cjuarrés  ^ pentagones  j &c.  félon  que  la  différence 
de  la  progreflion' eft  i , ou  i , ou  3 , &c. 

ProgreJJlons^  Arithmétiques. 

I , a , J , 4,  &c.  Différences  i 

ï , î 5 . 7 , ‘ X 

I , 4,  7,  10,  &c.  ' 3 . 

ï ï 5 > 9.  13  . . 4., 

' &c. 

''  Nombres  Polygones. 

1.3,  6 , 10  y 8cc.  Triangulaires*. 

1.4,  9 , 1 5 , &c.  Quarrés, 

I , 5,11,  XX  y &c.  Pentagones. 

t y 6 , 15,  1 S , &c.  Exagones. 

&c. 

,En  examinant  avec  un  peu  d’attention  les  nom- 
bres figurés  , il  eft  vifible  qu’en  défignallt  par  n le 

* les  nornhoes  triangulaires  ont  cette  propriété  qu'on  peut 
dirpofer  en  triangle  autant  de  points  qu'ils  contiennent  d'unités, 
en  prenant  un  point  pour  le^Ius  petit  ^ ^ • ’.’.V 

triangle;  de  même  les  points  îndi-  ’ , *•  , 
qués  par  les  nombres  quartes  peu-  * * ^ ® &c. 

vent  être  dilpofés  en  quarré , en  prenant  un  point  pour  le  plus 
petit  t^uarré , &c.  On  pourra  mieux  • •••  itc. 

comprendre  cela , quand  on  aura  vu  i 4 9 &c. 

dans  la  Géométrie  ce  que  c'eft  qu'un  triapgle , un'qu^é , 4f0, 
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rang  du  nombre  naturel , ce  nombre  fera ~n;  ainll  le 
nombre  naturel  du  cinquième  rangeft  5.  On  trou- 
vera aulH  que  le  nombre  triangulaire  du  rang  n eft 

s=s  S’il  s’agit  du  nombre  triangulaire  du 

% 

rang  4 , on  aura  «=34,  & ce  nombre  fera  =a 
4-(4+0  4-(0  Le  nombre  pyra- 

. , , , a-(«4-  ï)-(«4-0  T 

midal  du  rang«  efts= -Le  nom- 

bre figuré  du  cinquième  ordre  du  rang  n eft  =s 
h-(«  + i)  («+^)  ("4-3).  Le  nombre  figuré  du 

fixieme  ordre  eft  = — ——————  , 

*i\'S 

Sc  ainfi  de  fuite. 

A l’égard  des  nombres  polygones  , fi  n indique 
le  rang  du  nombre , on  aura  le  nombre  iriangu- 

.p.  nn  + H «-(n-j-i) 

larre  : 


znn 


Le  quatre  = =nn. 

Le  pentagone  ou  V gone  = 

L’exagone  ou  VI  gone  = 

, Vttt  î) 

Le  Vu  gone  = 

« ,TT.T  •«•(6  «—4) 

Le  VIII  gone  =5  

V,  «-lyn— î) 

Le  IX  gone  — ^ ^ * 


n-  ( JB— ï ) 


b-(4B— t) 


T4 
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TV  «(Ô«— 6)  . 

Le  X gone  == = «•  (4»  — j )• 


Le  XI  gone  = 
Le  XII  gone  3= 


% 

«•(  ?»• 


r) 


«•(ibn — 8) 


».(5«  — 4). 


• T -.rxr  » «(l8«—  l5) 

Le  XX  gone  n ( 9 n 8 ). 

V ^ 

, (m  — i)-nn — (m — 4)-» 

Lt  en  general  le  m gone  =; — — 

Nous,  appellerons  cSre  le  nombrç  n ou  le  rang 
du  nombre  polygone-  ; Sc  nous  dirons  aulîi  que 
le  nombre  m gone  de  n ou  du  côcé  n eft  =s 
(m — x)‘nn—r^(,m — 

PROBLEME.  On  demande  à un  Financier  com- 
bien lui  coûte  une  terre  qu  il  vient  d'acheter  : il  ré^ 
pond  que  le  nombre  3 ô 5 gone  de  \x  eft  le  nombre 
■ de  louis  quelle  lui  coûte.  Pour  trouver  ce  nombre  , 
on  fuppofera  m=j(j5  & /2  = iz,  & fubftituant 
ces  valeurs  dans  la  formule  générale  , on  rfouvera 
que  la  terre  a été  acherée  13970  louis. 

Nous  venons  de  voir  comment  on  doit  déter- 
miner les  nombres  polygones  , en  défignant  par  n 
le  côté  du  polygone  ; donc  fi  on  délîgnoit  ce  côté, 

3u’on-  appelle  auflî  nne  racine  , par  a: , il  fuffiroic 
■'écrire  x au  lieu  de  n dans  les  formules  ci-delRis  ; 
dé  forte'  que  l’on  auroit  le  nombre  m gone  » 

{m — i)j;ar — (m — 4)-*  ' t r . T 

- ■■  ' " — - . 

X . 

Si  connoiflant  le  nombre  m gone  , on  demande 
la  racine  , ou  le  côté  ' on  aura  befoin  de'rélbudte 
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une  équation  du  fécond  degré.  Suppofons  qu’on 
cherche  la  racine  ou  le  côté  x du  nombre  triangu- 
laire 91.  En  fubftituant  a:  à la  place  de  n , nous 

aurons  ^ = 91,  ou  xx  x ^ lix  y & 

*==-î-+-V^==M. 

Soit  a un  nombre  m gone  donné  , dont  il  s’a- 
git de  déterminer  la  racine , on  aura  l’équation 

(m-r— i)-*x  — (m  — 4)*  , . 

= û,  ou  f/n  — Z ) xar— > 

a 

(m  — 4)*af=z<z,  équation  qui  étant  réfolue 
par  la  méthode  du  fécond  degré  , donne  x =a 

w— 4+V^[8  im—i)a-\-{m  — 4,y] 

, X • ( J»  — x) 

Si  l’on  demandoit  de  trouver  un  nombre  trian- 
gulaire qui  fut  en  même  temps  un  quarté , en  défi- 

f 

, p.p  . X X X 

gnantcequarrepar— nous  aurions  


ppxx 


•ppx  J & Jf=?= 


, i 

, X X X Î= 

xqq 


ppxx 

iqq 


y xqqx-k-iqq 


^SublHtuant  donc  dans 

PP—  i.qq 

çette  formule  des  nombres  quelconques  à la  place 
de  ^ & de  P , pourvu  qu’il  en  réfulte  un  nombre 
entier  poncif  pour  x ( car  nous  fuppofons  que  les 
nombres  trigonaux  font  entiers  & politifs  ) , le 
problème  fera  réfolu.  Sijp  = 3 & 9 = i,on  aura 
x=  8 , dont  le  nombre  triangulaire  qui  eft  3 (>  eft  en 
même  temps  un  quarré.  Si  nous  fuppofons  17, 
ôc  qx=t  1 Z , nous  croiiverons  z 8 8 le  nom* 
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bre  trigonal — — i fera  s=:  144  x 289 , dont  la 

racine  eft  s=  12X17  = 204. 

Mais  fi  étant  donné  un  nombre  quelconque  x , 

on  appelle  fon  nombre  trigonal  -it-ïij  en  pre- 

nant  le  nom  de  nombre  trigonal  dans  ce  fens , x 
pourra  être  un  nombre  quelconque  pofîtif  ou  né- 
gatif, entier  ou  bien  fraârionnaire.  Si  nous  fai- 
lOns  p = 7 & î = 5»  rioiis  aurons  x = — 50  , 
dont  le  triangle  1215  eft  en  temps  celui  de  -+-  49 
& le  quarré  de  j 5.  Si  p = j & ^ =3  i , on  aura 

X X X 

X = J , & le  nombre  trigonal  eft  = ^ , 

quarré  de  ~* 

Les  fuites  des  puijfances  des  nombres  font  celles  des 
quarrés  , cubes  , &c.  de  la  progreflion  des  nombres 
naturels  1,2,  j , 4,  &ç.  On  appelle  progreffion 
harmonique , la  fuite  des  quotients  d’un  même  nom- 
bre divifé  par  les  termes  confécutifs  d’une  pro- 
greftion  aritnmétique  : telle  eft  la  férié  j , | 7 , 
- - &c  * 

On  appelle  fériés  du  premier  ordre , celles  dont 
les  premières  différences  font  conftantes  : telles 
font  les  progreflions  arithmétiques.  ■ Les  fériés  du 
fécond  ordre  font  celles  dont  les  fécondés  différen- 
ces font  conftantes  : celles  du  troijîéme  , quatrième , 
&c.  ordre  font  celles  dont  les  troifiémes  , qua- 
trièmes, &c.  différences  font  conftantes.  Les  fériés 


* Parce  que  fi  oa  prend  termer  conlccutift  dans  une  telle 
lliite , ils  faàr  en  proportion  harmonique. 


DigiiJji.  J by  Google 




^ Calcul.  199 

dans  lefquelles  on  peut  arriver  à des  différences 
confiantes  , font  appellées  algébriques.  Si  l’on  mul- 
tiplie les  termes  d’une  férié  algébrique  , par  les 
termes  correfpondants  d’une  férié  géométrique 
*(  c’eft-à-dire  , le  premier  de  l’une  par  le  premier 
Ide  l’autre,  le  fécond  par  le  fécond,  &c.) , l’on  a une 
férié  alsébrique-géométrique.  Les  fériés  récurrentes 
font  celles  dans  lefquelles  chaque  terme  efl  déter- 
miné par  un  certain  nombre  de  termes  précédents 
multipliés  par  des  confiantes.  On  les  appelle  récur-^ 
rentes  du  premier  ^ du  fécond  du  ero'^éme  ^ &c. 
'-ordre  t félon  que,  pour  avoir  un  terme,  on  a 
befoin  d’un  feul  terme  précédent , ou  de  deux , ou 
de  trois , &c.  Ainfi  la  férié  1,1,3,7,17,  &c. 
/eft  récurrente  du  fécond  ordre  , parce  ^ue  chaque 
terme , à compter  du  troifiéme , eft  égal  a la  fomme 
des  deux  précédens  multipliés  le  premier  par  1 , 
’ & l’autre  ( c’eft  celui  qui  précédé  immédiatement 
le  terme  cherché  ) par  i*. 

Cherchons  maintenant  la  fomme  des  puiflinces 
des  nombres  naturels  i , 2 , 3 , 4 , 5 • • • 0©. 

93.  Lemme.  Dans  une  progreffion  arithméti- 
que a.  b.  c.  e.‘  &c.  dont  la  différence  *=:  i , 
en  premier  lieu  le  quarré  d'un  terme  quelconque  ejl 
égal  au  quarré  du  premier  terme  j plus  au  double  de  la 
fomme  des  termes  précédents  , plus  au  nombre  des 
termes  précédents.  En  fécond  lieu  le  cube  d'un  terme 
quelconque  eft  égal  à.  la  fomme  faite  , du  cube  du 
premier  terme  j du  triple  de  la  fomme  des  qttarrés 

•t,  • ^ ' 

^ * Pour  rotmer  une  fuite  récunente  du  fécond  ordre  , ayant  pria 

Icvlcux  premien  termes  i vulonté , on  multipliera  le  premier  par  s 
Ce  le  fécond  par  S . la  fomme  des  prodaits  donnera  le  troifiéme,  Mul- 
tif>lianc  le  fécond  par  « 8c  le  troiliéme  pat  S , U fQinqie  des  ptodu 
donnera  le  quatrième  i k ainfi  deTu)te.  ' ^ 


"■SV. 
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des  termes  précédents  , 3 ° triple  de  la  fomme  des^ 
termes  précédents  j & enfin  du  nombre  des  termes 
précédents.  Car  la  progrelîîon  a-b-c-Scc.  eft=s 
-f-a  • a -h  I • ^ -t-  I • &c.  ; donc  c = b-\-iyC^=s 
-j-  -h  I ; &.  parce  que  b = a 1 y l’on 
= a*  + i<z  + 13  donc  en  fubftituant  , 
c*  donc  1° , ôcc.  de  même^ 

+ 1 a + I 

C^  = b^  -J-  3 3 b J = a}  — f-  3 û*  -4-> 

3 û -t-  I ; donc  en  fubftituant  cette’  valeur  de  A’  - 
dans  l’équation  précédente  , l’on  aura 
^ c’  = û5 -h  3^‘-l- 3^ -f- I i donc 

-H  3 a’’ -h  3 * 

54.  T H É O R E M E.  i°.'La  fomme  de  la  progrejfion 
I , I , I , &c.  à tinfini  efi=  00.  2®.  La  fomme  S des  , 
nombres  naturels  continuée  à l'infini  i,i,3,4,5«»*oo'’ 

00  Î- 

eft  = — • 3 ®.  ^ fomme  p dés  quartés  1,4,9, 

16  y 2 5 • • • 00*  des  nombres  naturels  ejl  un  infiniment 

1 

* / • * 00  ^ 

grand  du  troifiéme  ordre  J ç*efi-à-dire  yŸ'=^ La  ^ . 

Première  partie  du  théorème  eft  évidente  3 car 
unité  prile  une  infinité  de  fois  , donne  une  quan- 
tité plus  grande  qu’aucune  quantité  aftignable.  La 
fécondé  partie  fe  démontre  tacilement  car  par  le 
lemme précédent,  le  quarré  du  terme  00  eft 
( quatre  du  premier  terme  ) -^  2 S — z 00  ( c’eft-à- 
dire , plus  le  double  de  la  fomme  des  termes  précé- 
dents , laquelle  fomme  ==  S — 00  ) -4-_  00  -r-  - 

( nombre  des  termes  précédents  ) 3 donc  réduifant 
Ôc  tranfpûlànt,  oq‘-+- 00 ;;=3i S, ou  (félon, le 
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00  ‘ — 1 S , ou  S = > en  négligeant  oo  qui  dif^ 

paroît  devant  «s^.  Pour  démontrer  la  troifiéme  par- 
tie , je  remarque  que  par  le  lemme  précédent,  oo  ’ eft 
—I  (cube  du  premier  terme)  — j °o‘  (triple 

de  la  ibmrae  des  quarrés  des  termes  précédents  ) 

-f-  3 X — 00^  (triple  de  la  fomme  des  termes 

précédents)  -f-  oo  — i ( nombre  des  termes  précé- 
dents) ; donc  réduifant  & tranfpofant  ,'  oo'  -q-  3 00  ‘ 

00^  ^ 

•—3  — .-|-2oo=3/>j,  donc  ( en  négligeant  les 

infinis  des  ordres  inférieurs  (c>i))co’=î=:3^,  (,c  p 
oo5 

:=  — j donc , &c.  En  général  la  fomttie  des  puif- 
fances  m des  nombres  naturels  i , i 3 à Tinftni 


eft  = 


t 


> Dans  la  fuite  la  lettre  x défignera  le  nombre  des  ter- 
mes. Le  ttrmt  général  d’unç  fuite  ( nous  le  délienerons  par*I^ 
eft  une  fonâion  de  x , dans  laquelle  , fi  on  fubftitue  fucceh 
fivement  à la  place  de  x les  nombres  i , a , 3 , &c. , on  ob- 
tiendra tous  les  termes  de  la  firie.  Ainfi  la  létie  i , 7 > 13, 
ifi  , ij  , 31  / 37  , &c.  a pour  terme  général  6x  — j.  Si 
dans  ce  terme  généiab  nous  fubftituons  3 , par  exemple , au 
Heu  de  x , nous  aurons  le  troiHéme  terme  1 3.  Le  terme  fom- 
matoire  S d'une  fériç  eft  une  fonftion  de  x,  dans  laquelle, 
H à la  place  de  x on  fubftitue  un  nombre  entier  pofitif , 
. on  aura  la  fomme  d’autant  de  termes  que  ce  nombre  con- 
tient d’unités.  Lé  tenhe  fommatoke  de  la  férié-,  dont  non» 
venons  de  parler,  étant  3%^  — ax  , fi  on  fubftitue  7 à la 

!>lace  de  X , on  aura  133  , fomme  des  7 premiers  termes  de 
a férié.  En  fuppofânt  la  férié  continuée  a l’infini , la  fbmme 
devient  8 = 3 — aw  = 3 00^  (ÿi).  H feroit  à fbu- 

baiter  qu’étant  donné  le  terme  général  d une  férié , on  pût 
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trouver  le  terme  fommatoire  correfpondant  : mais  il  y a peu 
d’apparence  que  ce  problème  général  foit  jamais  réfoin  ; «;'eft 
pourquoi  il  eft  à propos  de  chercher  des  formules  générales  par 
lefquclleson  puilTe  déterminer  la  fommc  deplufieuis  fériés  par 
leur  terme  général. 

ÿé.THEOREME.  Dans  une  férié  quelconque  le  terme  géné- 
ral'tfi  égal  à la  Jomme  de  tous  les  termes  jufquà  x inclufive- 
ment , moins  la  fomme  de  tous  les  termes  jufquà  x — i ' 
inélufivement.  La  chofe  eft  évidente  ; car  ce  qui  refte  doit 
être  égal  au  terme  du  rang  x.  De  ce  théorème  fi  fimple  , il 
fuit  qu’en  appellant  S la  fomme  de  tous  les  termes  pris  jufqu’d 
* , & S'  celle  de  tous  les  termes  pris  jufqu’i  x — i inclu- 
lîvemcnt , on  aura  le  terme  général  T = S — S’  * , mais 
il  faut  pour  cela  que  S exprime  la  vraie  fomme , ce  qu’on 
connoîtra  fi  en  fàifant  i , on  trouve  S=T.  Si  alors  S =T 
T fera  = S -j-  <2  ( vraie  fomme  ) ; au  contraire  il 


faudra  ôter  .1  de  S fi  T eft  plus  petit  que  S,  c’eft-à-dire, 

fi  T -f-  U S , & l’on  aura  T = S — a ( vraie  fomme  } ; 

• r • — 5 • (* — — ï 

amli  quoique — ' ^ — ' — 


-1  _ , 


cependant  la  férié  dont  le  terme  général  eft 


na  pas 


qui 


pour  terme  fommatoire 
devient  73=  i, tandis  que  le  terme  général 
vient  donc  le  terme  général  furpalTe  alors  S de  | ; donc  S 


en  failànt  x ■■ 

* t 

5 


de- 


-S  + f" 


, véritable  terme  fom- 


matoire  de  la  férié  dont  le  terme  général  eftT>: 


tlZll. 

Mais  il  finit  bien  temarquer  que  T S — S'  exprime 
deux  fériés  , dont  le  teriye  général  de  l’une  <=:$,&  celui 


I ’ * On  voit  bien  que  pour  avoir  T , il  faut  avoir  S ou  la  fomme  des 
■ termes  exprimée  par  une  fonâion  de  ar  , autrement  T ne  feroit  pas 
exprimé  par  une  ïbnâion  de  x.  ' 

' V*  a eft  une  quantité  conliante.  - • ' , ' 
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Calcul. 


« 


3°î 


de  l’autre  = V.  En  formant  ces  deux  fériés  on  verra  quç 
le  premier  terme  de  la  première  détruit  le  fécond  de  la  fecottde  ^ 
le  fécond  de  la  première  , le  troiliéme  de  la  fécondé , &c.  ; 
& alors  comme  il  ne  reAe  rien  que  la  différence  du  dernier  de 
la  première  au  premier  de  la  fécondé,  la  méthode  de  trouver 


T expofée  ci-deflùs  devient  inutile.  SoitS=»  — ■. — , alors 

‘ z-f-  X 


En  formant  les  fériés  dont  S & S'  font  les  termes  généraux 
& retranchant  celle  qui  répond  ù S' , de  celle  qui  répond  à S , 


c’eft-à-dire , qn’après  avoir  retranché  les  termes  de  la  férié  S' 
(fi  ces  termes  n’étoient  pas  retranchés,  ils  auroient  le  ligne-}-) 
de  ceux  de  la  férié  S , il  refte  le  terme  général  de  la  férié  S , cé 
qui  ne  donne  rien  à connoître.  Ainfi  la  méthode  du  théo» 
rème  ne  peut  réulTir , tandis  que  le  terme  généraU|||||ra  là 
forme  dont  nous  venons  de  parler.  Il  faut  donc  ta^Pc  de 
donner  une  autre  forme  à T = S — S'. 

Si  on  réduit  au  même  dénominateur  la  valeur  de  T=  S — 

“= — T > on  auras  — — *■;  --t 

= T , & la  férié  correfpondante  fera  , 7^4  > 4TT  > 777  > 

dont  le  terme  fommatoire  fera  — — • Sijc  «■=  oo,le  terme 

t X 

00 

fommatoire  S de  cette  férié  deviendra  S =»»  — =»  I. 

eo 

97.  Pour  faire  l’application  de  ce  que  nous  venons  de  dire, 
cherchons  quelles  font  les  fériés  dont  le  terme  fommatoire  con- 
fient X dans  tous  fes  termes.  Qu’on  demande , par  extmplt  ^ 

* 
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fêrie  que  je  divifc  en  trois } 
la  piemicre  cft  compofée  d« 
teiines  égaux  ; la  fécondé  cd 


-f  J c*» 


De  ce  terme  gé- 
Inéial  je  forme  une 


a y a , a , a,  &c. 
*»  3*.  &C. 

c,  7«,Wf, 37c.  &C. 


celle  des  quantités  qui  fuivent  la  progrellion  des  nombres 
impairs  1,3,  3 > 7 > Scc.  ; la  troiliéme  eft  une-  férié , dont 
les  fécondés  dHFérences  font  conllantes  & égales  i‘6c,  laquelle 
propriété  ‘convient  nécelTairement  à la  férié  tot^e  qui  réfulte 
de  ces. trois  ajoutées  terme  à termè. 

De  là  il  fuit  qu  êtant  donné  le  terme  général  T ==  ï — x 
4-  pour  trouver  le  terme  fommatoire  S de  la  férié'  à 
laquelle  appartient  ce  terme  général , il  faut  faire  1 = a — 
b^-c,  — i—th  — 3c,  1 =»  3,c  *.  De  la  derniere  équation 
l’on  tire  £ = 7-  Subfthuant  cette  valeur  dans  les  deux  fi^xes^ 
l’on  a î = a — 4-f-7>  “ — I.  La  derniere  donne 

b = o;' donc  en  fubftituant , l’on  a 1 =«a  — b -j- — o •4* 
-j- , ou . ==  T*  Subftituant  les  valeurs  de  <t  , i , e dans  la 

Valeur  générale  de  S , l’on  aS  = 7X  + j*3,  terme  fomina- 
toire  de  la  férié,  dont  le  terme  général  eft  T =(i  — 

C o'R  OXiAinE-  Il  fuit  de-là  qu’on  peut  facilement  dé* 
terminer  foi:  S , foit  T dans  une  férié  dont  les  di^encea 
fécondés  font  confiances.  Car  par  la  comparaifon  \le  troi| 
térmes  on  pourra  connoîcre  a , é , c qui  feront  ct^moîtrit’ 
T & S.  Soit  la  férié  9 , 13;’  xi  , 3^; , 49 , &c.  dont  le»rl^ 
condes  différences  font  Confiantes  & égales  à 4.  Cqipparant 
le  premier  terme  9 avec  le  terme  général  dans  la  fiippofition 
de  V = 1 , le  fécond  terme  1 3 avec  le  même  terme  général 
dans  la  fuppoficion  de  x — x , & enfin  le  troifiéme  terme  xt 
avec  le  terme  général  dans  la  fuppofition  de  x =>  3,  on  trou; 
vera  trois  équations , que  j’appellerai  du  premier  ordre.  Otant 
la  première  de  la  fécondé , & celle-ci  de  la  troifiéme , l’oq 
aura  deux  équations  du  fécond  ordre  : ôtanr  enfin  ta  pre* 
xniere  des  fécondés  de  la  fécondé , l'on  a une  équation  que 
j'appelle  cn.ifiéme  ordre.  . . i.'. 

confiantes  qui  Ce  trou-. 
. . fottouîe  du  terme  gént* 

rat  T' donnée  d dtiTut  j l’on  (gale  du  intuse  1er  cocfGciens  d’une  même 
pnHlance.de  ~ 

Tome  J.  V 


C’eft-à»dite  qu’il  faut  (galet  les  quantit -a 
▼ent  dans  te  terme  gén(ril  donné.  Sc  Hans  li  formule  du  terme  gén(* 


i.  by  Googli 


*5o5  Cours  de  Mathématiques. 


Equations  du  prtmer  Equations  du  fécond  Equations  du  troi- 
ord't,  ordre.  féme  ordre. 


7c 

,44, 


xi  •+•  i»e 


De  1 eqnation  4 = ^ c , l’on  tire  c=  | = 7.  Cette  valeoi  de  e 
fublUtuéc  dans  la  première  du  fécond  ordre,  donne 
fubftituant  les  valeurs  de  c & de  i dans  la  première  du  pre- 
mier ordre  , l’on  a l’équation  4 = 8 -j-  j ; donc  T =•  ^ — 
i* -f  X*S  & S = { 8 -f  f ) J»  -f-  i AT». 

On  trouvera  de  même  que  le  terme  fommatoire  S étant 
at-i-ix*' -^-  cx^ -{-dx* , le  terme  général  fera 


f ' 

I —i  4“  xije 

1 -f  c — j'e*  + 

Y — d-j-  j^dx  — td 


Cdx*  -+•  4<fsrï 


t)e  ce  .terme  général  l’on  pourra  former  une  férié , dont  les 
uoifiéines  diffi^ences  feront  conAantes.  Parla  même  méthode^ 
£ S 4x  -f-  -i-  exi  dx*  fx'  , ôn  aura 


7— i -f-  xiat  I 

Ta«  H-c  — j* 

d -4“  r^d  X 6dx^  ^ d xi  ^ I 
\+/-  5/*  4-io/x»  — ïofxi  4.  j/x4  / 

De  ce  terœejgénéral  on  peut  former  une  férié  dont  les 
quatrièmes  diAinences  foient  confiantes. 

. Co a OL-LAIXE  II  De  ce  que  nous  venons  de  dire,  il 
fuit  1°.  qu’une  férié,  dont  les  diiferènees  de  l’ordre  m font  con& 
tantes,a  pour  terme  général  une  formule  *,  dans  laquelle  xeA 
j^evé  à la  puilTance  m,  & pour  terme  (bmmatoire  une  formule 


■*'  Cette  formule  cftT  = <»-f‘bx-f-  cx^  dxi  -f-  ex* 
...  .4-  P x"".  En  faifant  — a toutes  les  quantités  conflantct , 
toutes  les'^quancicés  qui  multipUeAt  x étant  i , &c. 
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dans  laquelle  x a.l’expofant  w -f-  i,  4c  de  plus  tous  le»  termes 
de  S font  afFeâés  de  quelque  puilïknce  de  x,  1°,  Que  pour 
trouver  le  terme  T d’une  Crie  , dont  les  di£Rfrences  d’ua 
ordre  quelconque  font  conilances,  ilfuffic,  ayant  fait  fuccef- 
£vement  x = 1,1,3,  4 > > de 'comparer  autant  de  pre* 

miers  termes  de  la  férié  qu'il  y a d’unités  dans  m -|-  i ( fi  la 
férié  efi  de  l’ordre  m*  ) avec  la  formule  générale  qui  con- 
vient à cette  Crie  , d'ou  l’on  tirera  les  équations  nécelfiùres 
pour  déterminer  a , b , c,  4cc.  r 

Exemple.  La  Crie  i , 9 , 14  , jo , 9Ô , &c.  ayant  Cs 
troifiémes  différences  confiantes , je  prends  la  formule  dü 
troifiéme  degré  d xi.  Faifantfucceflîve- 

ment  * =>  1 , i , 3 ,'  4 , j’ai  quatre  équations  du  premierordre. 


' Equations  du  premier  ordre, 
a-\-  b c + <é»=i 

a "j— lé  “4"  4^  ^ ^ 

«4-3^+  9C  4-  ^7  d — 14^ 
a 4^  I b c 4“  ^4  d *=»  5® 


Equations  du  fécond  ordre, 

^4-3^+  “=■  7 ' 

^ + 5^4-  If  ‘ 

é 4"  7c  4"  37<^  **= 


Equations  du  troiféme  ordre, 

%c  -j-  ii<é  =>  8 
le  4“  =11 

Retranchant  lapremiere  équation  du  premier  ordre  de  la  Ccondc, 
celle-ci  de  la  troifiéme  , &c._fai  les  équations  du  fécond 
ordre  qui , en  retranchant  la  première  de  (a  fécondé,  4c  celle- 
ci  àq  la  troifiéme  , donnent  les  équations  du  troifiéme  ordre. 
Retranchant  la  première  du  rroifiéme  ordre  de  la  fécondé, 
j’ai  l’équation  du  quatrième  ordre  ' 6 à = 3 , d’od  je  tire 
d=j  — ~'  Subfiituant  cette  valeur  de  d dans  la  première 
du  troifiéme  ordre,  l’on. trouve  c=  1.  Subfiituant  ces  va- 
leurs de  & de  c*  dans  la  première  du  fécond  ordre  , l’on  a 
Subfiituant  ces  valeurs  de  é,  c , <t  dan  s la  première  du  pre- 
mier ordre , l’on  trouve  a = o ; donc  T==u-+-é*-|-tjt' 
= -f'-J  xi.  Je  fuppoC  S =»A  Sf  4"  B ** 


Equation  dit  quatrième 
ordre.  . ' 

6d  *=  i. 


* C'eft-â-dite  £ les  difUrraccS  de  l'urdte  »g  font  coiitlaotei. 

V X 
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-f-  Cxî  4-Dx^.  Donc  le  terme  général  eft 


S«_  S'—T 


(A 

I— B -H  iBx 
■Uc-  îCx  4- 
V-D+  4l>^  — 


jCx* 

« Dx*^  4-  ^DxJ 


} 


La  comparaifon  des  termes  donne  les  é<îoations  fuii^tes  : 

^ Si  . ^ T>  _ 1 j»^4  .U-  n_i 


A-§  4-C 

>*  B 3C4-4D=*>  r 

• C — éD  = 1 

4D  = 1 


d’où  l’on  dre  D=f,C=^, 

B = I , A Subftituant 

ces  v^eors  dans  S , on  a & *• 

•^r  * + f x»  4*  *’ + î 


On  voit  par-là  qu’on  peut  toujoats  déterminer  S & T dans 
une  férié , dans  laquelle  on  peut  parvenir  à des  difiérenccs 
conftantes» 

ÿp.  Venons  aax  fériés  dans  lefquelles  S eft  une  fraÛion 
dont  les  deux  termes  font  affeaés  dW  même  puiflànce  de  x. 

Soit  S — — » Eaivant  x — i an  lieu  de  x,  l’on  a S' , & 


a J>  X 

• cetranclumt  S’  de  S , il  vient  S ~-S 


A 


*/ 


a 4* 


en  ré* 


’ /x  — / \ , 

- ^4_^.^x  — I )>  ""  [a4-ê  (x— i)](<J-+;iv)  ’ * 

duilânt  les  fraûions  au  même  dénominateur.  Si  de  ce  terme 


auiiant  ici  rrawuuo>  «u  — 

général  on  forme  une  férié  i fon  terme  fommatoire  fera  S ' 

--  Mais  la  léiie  que  donne  le  terme  général  que  nous 
4/ 


« 4"^* 

venons  de  tioavet , eft 

«/ 


fl.(o  + é)*  (4-+*é)  (a4-xé)  * 

, &c.  Or  ileft  vifible  que  les  divi- 


(a  + ié)  • ("4  5^)  ... 

feurs  forment  les  deux  lërics  que  l on  voit  ici. 

a f a 4"  ^ a é,  &c.  lefqnelleslepreinicrto 

^4-i,  «1 4-xé,  <1  4-  î . , r A 

Bie  delafeconde  eft  égal  au  fécond  de  la  première  , le  fécond 
de  la  fécondé  au  troifiémc  de  la  première  , Si  le  dernier  de 
de  la  première  à l’avant  dernier  de  la  fécondé.  Laditférence 
dans  les  deux  fériés  eft  ==  é*  Si  dans  S on  fait  * =»  «o , Ion 

aura  S ^ • Soit  la  lérie  47>  7^»  > TtÎt?  » 
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Dumérateor  de  ces  >&a£tions  dcant  conAant , & les  l^rles 
* » 7 > ï»»  J 7 forment  les  divifeur;.  étant  les  mê* 

7,  11,  17,  Il  ^ 

mes,  excepté  que  l'ime  commence  au  CecondJterme  de  t'anrre, 
il  eft  facile  de  voir  qu’elle  appartient  à notre  formule  géné* 
raie.  La  comparaifon  (ait  voir  qite  é $ te  a x.  Pour 
trouves  f comme  l’on  a l’équation 
3e  e=»i)  !,/«=><, il  eft  vjtlîble  que- / =■ 

S=-  J & à l’infini  S — L 

/’ar  -+-  mx^ 

tuant  X — > I a la  place  de  x,  l’on  aura  S',  fcS.— *S' 

' af  — bfx-  < ^ 

♦ —axt — imx- 

-f-  xamx 


, ou  ( i caufo 
■ -r  “ i i donc 


Soit  maintenant  S.  - 


SubftN 


T= 


-l)]  (j+^x) 


Dans  cette- 


-i)Ü,  + A,( 

formule  le  numérateur  eA  le  terme  général  d’une  forie  du 
premier  ordre , pourvu  que  le  coefficient  de  x ne  foit  pas 
= % : car  dans  ce  cas  le  numérateur  feroit  le  terme  général 
d’une  foi»  de  quantités  é^ales^  Les  faéleurs  du  divileur  re* 
préfentent  chacun  une  férié  du-  premier  ordre  & de  plus  la 
même , avec  cette  ditférence  que  la  fécondé  coinoience  au 
fécond  renne  de  la  première  > & la  tioifiéme  au  troifiéme 
terme  de  la  première. 

Soit  la  férié  rrrrî,  — Itt>  ït7— > r-  i~>  l'C  teme  général 
de  ta  fêrie  des, numérateurs  eA  T=  i -4-î  xj  & les  fériés  des 
deuxprem  ersfadleursdudénominateurfontdanslecasdontnous 
venons  de  pirler.  Le  terme  général  de  la  férié  que  forment  les 
troifiémes  fafteurs  cA  ; de  forte  que  <i=j,  ê=*I. 

SubAituant  ces  .valeurs  de  « êc  de  ê dans  le  terme  général,  qbi 
convient  à notre  lcrie  , on  en  déduira  }/ — j m = i , — f. 
— m -f-  ^ "»  = 3 ; ‘fbû  l’qn  tirera  m , /=.  ^ j donc 

S •=  -t — -J — ^ -IA — ; — T , & S =»  f , en  failànt  x = «>- 

Si  le  numérateur  du  terme  général  T étoit  divifibic  par  un 
des  fâéleiirs  extrêmes,  ladivifion  étant  faite  , il  appartiendroit 
d l’avant  dernierc  formule.  Mais  filefoéleurmoyenmanquoit , il 
faudioit  multiplier  le  numérateur  Sc  le  dénominateur  pat  ce 

‘ ' ■ Vj. 
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&Acur , afin  que  le  terme  général  pâc  Ce  trouver  dans  le  cas 
de  la  formule  que  nous  venons  de  trouver.  > 

« . . ..  fx -i- m x'- A- nxi 

Sou  maintenant  Sn=.  . r,  7— 7-; vTT— FT^* 

On  trouvera  de  même  le  terme  T correlpondant  , dont  les 
fââeurs  du  dénominateur  feront  des  termes  généraux  de  qua* 
tre  férics  qui  ne  feront  qu’une  & même  férié,  avec  cette  différen- 
ce que  la  fécondé  aura  pour  premier  terme  le  fécond  de  la 
première , la  troiliéme  le  3' , la  quatrième  le  4*  ; & x ne 
montera  qu’au  fécond  degré  dans  le  numérateur  de  T;  fi  quel- 
que faâeur  manque  dans  le  dénominateur,  du  terme  général, on  ’ 
multipliera  les  deux  termes  de  la  fraâion  par  le  i^eur  qui 
manque , Scc,  *. 

1 00.  Palibns  aux  fériés  dans  lefque'les  le  terme  fommatoire 
renferme  une  quantité  confiante  multipliée  par  une  quantité* 
exponentielle  **.  Soit  S — ui*  — a.  SuKftituant  x — 1 au  lieu 
' a l*  •—  ih  ' 

dexyon  aS'^u/*”*  — ÿ donc  S — S'  =■ 


T =»  Si  l’on  fùppofè  X ==s  r , Ton  aura  S 

I H 

-B  T.  n eft  aifé  de  voir  que  le  terme  T défigne  une  prqgrefllon 
métrique , dont  par  conféquent  on  peut  toujours  trouver 
la  fommf  S.  Si  / ]>  i , la  férié  eft  croilTante  ; &faifant  x =« 
00  , S fera  aufS  infinie.  Si  S = i , alors  , T = o & S 
«=o;fi/<^  eft  décroilTante  , & alors  fuppo- 

JC  = 00  , on  auroit  a 1“ — a , quantité  négative.  Pour  ren- 
dre S pofitive  , il  ftut  fuppofer  S=»4  — al*,  & T = 

^ ^ ■ } & alors  en  luppolant  x » 00  , l’on  a S 


Soit  maintenant  S =*•  (<*-4-ix)-  /*— -4.  On  trouvera 


S— S'= 


[j(  ■ ( /— ■ 1 )]  /* 


. Si  / I , il 


* Si  le  plus  grand  expofanede  x dans  le  numéraceuc  de  T n’étoic  pas 
plus  pecir  de  deux  unités  que  le  nombre  des  faâeurs  du  dénominateur , on 
vectoit  lî  l'on  peut  le  rendre  rel  par  la  divifiou,  8C  l’on  chereberoie  i part 
le  terme  S du  quotient , qu'on  foindroic  avec  le  terme  S de  la  ftaâion  , 
la  fomme  donneroir  le  terme  fommatoire  cherché. 

**  Une  quantité  txpontvUlU  eft  une  quantité  afFeftée  d’un  expôfant 
variable  , egmme  a*  qui  dcvknt  «*'  > en  fuppofaot  a*  eu  fai» 

faut  X s ' 
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faut  changer  tous  les  fignes  , foit  dans  T , foie  dans  S,  afin 
d’éviter  les  quantités  négatives. 

De  meme  fis  = (4+ix-f-c  «*■)  • /*  — 4 * T fert 
al  -\~blx 

L * 

*-a  — bx 

-f-xcje  — 


ex'  ^ 

— X Si  , op  chan» 


fera  les  fignes  dans  S & dans  T.  On  voit  par-U  qu’une  férié 
ont  la  fomme  eft  exprimée  par  une  formule  algébriqiw,  mul- 
tipliée par  une  quantité  exponentielle  , & dont  on  ôte  une 
confiante , a pour  terme  général  une  formule  algébrique  du 
même  degré , & multipliée  par  la  même  exponentielle.  • 
Suppofons/e  terme  générai  d’une  férié  = ( i -f  - * -f- * » ) ■ (%*). 
Je  £aisS  = (ii4-éjcH-«*^l-»*-^‘'-  Subftituant  x— t 
â la  place  de  x , pour  avoir  S' , l’on  aura  S — T 
* e +éx  +CX'  * 


(-\-b  ^ix  \ 

\ — c -f-  xr X — ex'  / 


X 

- b • 


• c / 


ne  <1 H 

A 

doncc<=x,  ê = — X,  a < 
X*  — 6.  Si  l’on  avoit  T 


I,  é 


X*.  La.compar«dfbn  me  doQ- 

h — f-  X C 


e 

■ t.c-- 


XX  -f-  XxV)  X 

/ 

par* 


6\  doncS  =“  (é - 

ce  que  la  quantité  exponentielle  eft  jrius  petite  que  l’unité , je 

fuppoferoisS=a — ^ (a  -f-  é x -f-  cx‘  ) X Enfuite  je 

rrouverois  facilement  S',  & S — S'«=  T,  & par  comparai- 
fon  les  valeurs  dr  a , é , c,  d*où  je  tiferois  S==x  — 

pn.feifantx«  09. 

Les  fériés  qui  font  repréfentéespar  les  termes  généraux  de  ta 
forme  dont  nous  venons  de  parler,  font  algébrico-géométriques. 

De  ce  que  nous  avons  dit  jufqu’ici,  il^ait  quon  peut  trou- 
ver la  foiTime  d’une  férié  quelconque  qiu  réfolte  de  1 adaition 
ou  de  ta  foufiraftion  des  fériés  , foit  géométriques  , foit 
brico'-géoincrriques  : car  on  peut  trouver^  te  terme  général 
de  «rhafiinc  des  fériés  qu’on  ajoute  ou  qu’on  faudrait , & le 

' Y 4 
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. terme  général  de  U Tomme  ou  de  la  différence , fera  égal  à la 
fommc  ou  i la  différence  des  termes  généraux  de  ces  fériés, 
ce  <|u’on  doit  entendre  de  même  du  terme  fommatolre.  Mais 
il  n'efl  pas  facile  de  connoître  fi  une  férié  propofée  a été  for* 
mée  par  l'addition  ou  par  la  fouftraftion  des  fériés  géométri- 
ques ou  algébrico-géomctriques  ; or  je  dis  que  les  fériés  ré- 
currentes font  de  ce  genre.  Pour  le  prouver: 

lor.  Soit  T =<//•*,  d’où  l’on  tire  la  férié  géométrique 
« / , , a/' , &c.  dans  laquelle  chaque  terme  eft  égal  au  pré- 

cédent multiplié  par  la  confiante  < : ainfi  c’eft  une  férié  rMur- 
rente  du  premier  ordre.  Si  l’on  fait  x — J — o,  il  eft  évident 
que  l fera  la  racine  de  cette  équation.  Pour  trouvty  m,  lorf- 
qu’on  connoît  / , il  fuffit , en  fuppofant  = i , de  comparer 
le  premier  terme  de  la  férié  donnée  avec  ul.  Soi: , par  exemple, 
h férié  récurrente  du  premier  ordre  6,  4 , a 7 , i ^ 

&c.  qui , ayant  fuppofe  le  premier  terme  ==^  é , fe  forme  en 
multipliant  chaque  terme  par  7.  Donc  /=} , & T =>  <i  • f -*  }*. 
Suppofant  X = i , l’on  a 6 =*7  a,6ca  = p -,  donc  T ■=» 

Soit  maintenant  T =» a/-*  -f-  if’ , d’où  l’on  tire  une  ferie 

compofée  des  deux  fuivantes  ^ f 1 ’ f 1 ’ . La  férié  qui 

céfiilte  de  ces  deux  ajoutées  terme  à terme , eft  une  félie  récur- 
rente du  fécond  ordre  ; car  chaque  terme  de  cette  férié  fe  trou- 
ve en  multipliant  le  fécond  ( c’eft  celui  qui  précédé  immédiate- 
ment celui  qu’on  cherche  ) par  / -f-/,  & le  premier  ( c’eft  celui 
qui  précédé  le  fécond)  par  — if-En  effetpn  multipliant  a l*~' 
-\-b  f*  ~ ■ par  /-4-  par  — //,1a  fomme  de 

fes  deux  produits  donne  çl*  b fi,  terme  fûivant  ( on  regarde 

çette  quantité  comme  un  (cul  terme).  Soitfuppofé  l-hf=* 
• h,  — fl  = i ; donc  k*’  =1^  -^\lf  -j-/*.  En  ajoutant  4<  an 
■ premier  membre  ,te  — 4//  3u  fécond , on  aura  é*-t-4i“=/* 
~ » //+  Z',  & y/  (A*  -I-  4 i ) *.  /— ■/;  donc  A -+■  -4-  4 /) 

wm\l  fA*-j-4f)  ^ ^ ^ h — Vf  A* -4-41) 

Ces  valeurs  de  /&  à&f  font  les  racines  de  l’équation  x^~hx 
-—  / = o;  e»ï  f i = — r , & / -4-/“=»  A *.  1 3c/étant  uns  fois 

,*  Dans  une  équacioa  du  fccood  degré  Icderniei  tetm^eft  le  produit  det 
racines  \ l'on  Ott  aulli  que  la  fomnic  des  racines  prifes  avec  un  ligne  cou- 
traite  donne  1«  cacflicieju  do  fécond  terme  d’une  équation. 


- Dk 
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connaes,  pour  décemüner  aScb^'û  faffit  de  fuppo(èr  le  pre- 
mier terme  de  la  férié  « 4 / -+-  A/,'  k le  (ècond  = a /*  -j- 
A/*.  Si  l’on  fuppofe  i = — i , A = ^ & les  deux  premiers 
termes  deda  fiiiie  y,  pour  avoir  la  féne  récurrente  du  fécond 

ordre  ) > a , 3 , 7 , i8 , 47 , 113  , Bic,  on  trouvera/  *** 

i±  V _ L±.  XL',  t f^l=JÙL  ( „ci,^ 

a a a '• 

de  l’éqnatioa »*  — 3x-f«i  "O  ).  Pouravoira &A,  onfè- 

tt  4 . i±^  + i • - ) , . • 


■+*  A 


^..î±î±i+t. 

a 


4 

7- 


M Z.  De  la  prcmtere  étpution  multiptiée  par  3 , retranchant 
la  demiere , on  tire  4 -f-  A «*■  7 , cette  valeur  étant  fubftituée 
danslapremieEe,  donne  »*7-t"T’  V 3 •(<* — = * » donc 4 

~ A -^1  mmi  — } ^ J.  Ajoutant  cette  demiere  équation  â 

l’avant- derniere , & l’en  retrancTiant  cnfuite,  Ton  trouve  a =• 

zj^a,si_z+i*Liii„„T_fcü4>  X. 


7+3  Vi  V'O* 

% Z* 


Si  A*  — 


(i±^ 

4/,  alors  les  racines  de  l’équation  x*  — hx  — /==o  font 
égales^  & dans  ce  cas  laméthode  précédente  conduit  à une  équa- 
tion , ou  identique  , ou  abfurde.  Ainfi  fi  l’on  fuppofe  À =>  3 , 
» = , & les  aeux  premiers  termes  de  la  férié  1,1,  pour 

avoir  la  férié  récurrente  i , i , o,  ^,=y7&c.  vous  trou- 
verez / =f — f.  C’eft  pourquoi  T devroit  être  *=  a (f  )*  -f- 
é (î)*  » Si  fuppofant  x «=  i , & enfuite  = z,  l’on  auroit 
•it(4-l-A)  = i,|(4-i-A)==i,  d’où  l’on  tireroit  { =f , 
& iz  =»  18,  ce  qui  cil  abfiirde.  Nous  dirons  bien-tôt  com- 
ment il  fout  s’y  prendre  dans  ce  cas  pour  avoir  T* 

Si  T = a /»  -f"  A/*  -f-  ç g*  y il  en  naitra  une  férié  récura 
tente  du  troifiéme  ordre , en  multipliant  les  trois  termes  antécé- 
dens  d commencer  par  le  dernier  ( le  dernier  efi  celui  qui  pré-> 
cède  inunédiatement  celui  qu’on  cherche  ) l’un  par 
le  fécond  pu  — / /—  /^ — / gtSclt  troifiéme  pu  / fg  : coit^* 
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me  il  eft  aifé  de  le  roir  en  multipliant  les  trois  termes  a /»'* 

-|-  c g*-i  , de  la  maniéré  que  nous  venons  de  le  dire  ; car  l’on 
aura , en  prenant  la  fomme  des  produits  , le  terme  fuivanc 
al* ^ bf  ' -\-cg*. 

Si  le  terme  général  d’une  ftrie  eft  compofô  de  l’addition  de 
plufieurs  quantités  de  cette  forme  .•  l* , la  férié  fe  formera  en 
multipliant  autant  de  termes  antécédens  , qu’il  y a de  termes 
dans  T , commençant  la  multiplication  par  le  dernier , en 
multipliant , dis-je  , par  la  fomme  de  toutes  les  quantités  ex- 
ponentielles / &C. , l’avant  dernier  par  la  fomme  des  pro- 
duits de  ces  quantités  prifes  deux  a deux  , mais  laquelle  (om- 
me  doit  être  prife  négativement,  le  terme  qui  précède  celui-ci 
par  la  fomme  des  produits  des  mêmes  quanti-^ès  prilês  trois  I 
trois , le  terme  qui  précédé  immédiatement  celui  dont  nous 
venons  de  parler , par  la  lômme  négative  de  ces  mêmes  quan- 
tités prifes  quatre  à quatre  ; & ainli  de  fuite. 

Suppofant  le  premier  multiplicateur  = r , le  fécond  = f , 
le  troiiiéme  = r , le  quatrième  -=  q &c.  il  eft  ivideot  que 
l’équation  — - / a; If  * — &c.  -=  o , a pour  raci- 
— &c.  -|-  &c.  — &c. 

nés  /,/,  &c.  * C’çft  poorquoPl’cquation  je» — t je»**  — 
J*»**  — r Je»**  — &c.  = O , qui  refulte  de  la  première,  aura 
pour  racines  1,  ft  g &c.  ; dans  cette  équatioi  m doit  ^tre 
égal  au  nombre  des  termes  antécédens  nécelTaires  pour  for- 
mer la  férié.  Ayant  trouvé  les  racines  de  cette  équation  , te 
terme  général  aura  la  forme  al*  bf’  ~^c  g'  Scc.  Pour  dé- 
terminer a , b , e,  &c.  comparez  ce  terme  général  aux  n pre- 
miers termes  de  la  férié , cette  comparaifon  fera  connoître  a , 
b , c,  tcc. 

Pour  en  donner  mn  exemple  , foit  la  férié  o , o , t , t , ^ , 
4 » TT  > H bcc.  qui , ( en  fuppoGinc  les  trois  premiers  ter- 
mes 0,0,  1 ) , fe  forme  en  multipliant  les  trois  premiers  ter- 
mes , 1 commencer  par-  le  dernier  , par  i , j C’oft 
pourquoi  l’équation  qui  doit  donner  I ,f,  g,  fera  — a*  — 
j JB  -j-  j = o* , dont- les  racines  font  l , f,  — J ; donc  le  ter- 

1 

* On  &lti]ue  le  coefficient  du  fécond  cerne  d’une  êquacion,  dont  le  pre- 
mier terme  n’»  d’eurre  coefficient  que  Tunicê  eft  cg.il  â la  fommr  des  ra- 
(iiee  prifei  avec  un  figue  contraire  , que  le  cnefficienr  du  iroifiême  terme 
eft  égal  éla  Comme  dès  produit*  des  racinet  imilciptiées  deux  i deux  , 


'Calcul. 


5»  S 


4ne  géocial  fera  «•  i* — + < — • Sqppofantfuc- 

ceflivement  3 , & comparant  ce  terme  général  dans  cet 

dîÆÎrentej  fiippolitions  arec  les  trois  premietstenaes^ekférie, 

b c . ^ 1 ^ I ^ ^ 

rpaaura«-|-— — ~“0»  «+— +~=*°  > “H“‘g  — Y 
mm  I.  Retranchant  fucceflivement  la  première  éqnation  de  la 


P 

fécondé  & de  la  troifiéme  , on’aura  — Y 4 ’ 


li 

s 


^ If  Si  I ; d’otl  l’on  tire  alîément  b 
^ 8 ’ 


— 4 , & "“t*  Cef 

râleurs  fubfUtuées  dans  la  première  donnent  a — »+7  = o* 


eu  tf  f 3 donc  le  terme  général  fefa  f 
I f-i)* 


^ i.  _ 4 (-0* 
— Y-  T— ^ 


*4  »*-•  3 • a*-»  . 

‘ joi.  ‘Nous  venons  de  voir  qnelles  fériés  récurrentes  kkfm 
ment  par  l’aflcmblage  des  fériés  géométriques , parlons  mainte- 
nant des  fériés  algébrico-géoméiriqnes.  Soit  le  terme  géné- 
' tûT ^ {a  + b x)  l*,  duquel  on  peut  former  la ftrie  {a^b)l, 
{a-\-xb)l*  , ( a-t-  lb)li , fifc.  En  multipliant  deux  ter* 

• mes  antécédens  quelconques  [ a + é • ( * — i ) ] ■ , 

[a-f-i-(x — le  dernier  par  a/,  & le  précédent  par  — 

• 'Le  terme  fuivant  { a-\-b  x)  fera  la  fomme  des  deux  pro- 

• duits;  donc  cette  férié  efttécurrente.  Si  fon  fait  a /=»  — P' 

■*=;,  il  eft  évident  que  4 f lara  = — A*,  & que  l’équation  x*  — 

hx  — is=oâdeuxracines  égales,  ce  qui  donne  le. cas  (toi)  qui 

- exclut  le  terme  général  de  la  formé  a P-^-bp’  > ici  / •=» 

Soit  la  férié  o , i , 4 , 1 a,  3 1 , i lo  &c.  qui  ( en  fuppofant  lef 


quâcion **  — hx  — r ■=  o aura  ueux raanes  égale  , 
trouvera/ «=sx.  Doncle  terme  général  fera  (u-f-éx)  a*.  Fai- 


Nous  avons  ici  m=a,»=s  = i 8s  r«i  peut teuuuquet 

que  r eft  le  coefficient  de  ' • " 


Digitized  by  Google 


3itf  Cours  de  Mathématiques. 


(ânt  x=  J,  & enfuitcAr  = i , l’on  aura  en  comparant  {uccelli- 
vemcnt  le  terme  général  avec  les  dcui  premiers  termes  de  la 
férié,  o , 4 j-j-  8é=-=  i j donc  6 = j.a  =*  — 


donc  à ‘ 


i.  Ccft pourquoi  T = ^— = (x—  1 )•  a*-*. 

Si  l’on  fitppofe  T (a  i x -j-  c )/* , la  férié  qui  en 
naîtra  fera  récurrente  du  troifiéme  ordre.  On  la  formera  en 
multipliant  trois  termes  antécédens  ( en  commençant  par  le  der- 
nier ) par  3/  , — 3/*  , /}.  En  général  fîT  = Ca-f-^x-f- 
c •**-[-'(  .«’-l- &c.)  /'jde  manière  que  le  nombre  des  termes 
du  multiplicateur  de  /'  foit  = m,  & le  plus  grand,  expo- 
fànt  de  x (dans  ce  multiplicateur)  =m  — i , il  en  réfitltcra 
une  férié  récurrente  de  l’ordre  m , en  multipliant  m termes 
antécédens  , le  dernieç  par  m l , l’avant  dernier  par  — 

— — , celui  qui  précédé  par — i i-i i 

•oP-  13 

X /j  &c. , eu  donnant  alternavvement  les  fignes  -f-  & — à ces 

multiplicateurs.  Si  l’on  fait  l’équation  x'" — w/jc**'— 

X l'-  *""*  &c.  »ao,  qui  a toutes  (es  racines  égales  i /,dt  fi  l’on  ' 
appelle  r,/,  r,  p &c.  les  multiplicateurs  des  termes  antécédens, 
â commencer  par  le  dernier,  on  aura  l’équation  je”* — 
f — rx”~i  &c.  qui  eft  la  même  que  nous  avons  déjà 
trouvée  (toi).  C’eft  pourqpoi  toutes  les  fois  que  cette  équa* 
tion  aura  toutes  fes  racines  égales  , T aura  la  forme  dont  nous 
venons  de  parler , & les  quantités  a,  h,  e , &c. fe  trouveront 
par  la  même  méthode , c’en  à-dire , par  la  comparailon  du  ter» 
me  général  avec  les  m premiers  termes  de  la  ferie. 

Soit  la  férié  o,o,o,r,x,ij,  x|,  &c.  qui  (ayant 

fuppofé  les  quatre  premiers  termes  0,0,  o,  i ) le  for- 
me en  multipliant  quatre  termes  antécédens,  à commencer 
parle  dernier , par  x,  — |,  f- , — ~.  On  aura  l’équation  x*  — 
zxi+lx^  — o , dont  les  quatre  racines  font 

toutes  — -î  ; c’eft  pourquoi  T fera  de  cette  forme  (a-|-é*-|- 

ex^-^Jxi  ; âc  faiiânt  enfoite  fucceilîvement  i , 

X , 3 , 4 , on  trouvera  quatre  équations  d’oil  Ton  tirera  a » 
— té,  V'»  sûnfi  T ==  ( — i6-\- 

^ — Itf  **  *1  ) Mais  fi  l’équation  avoir  déi  ttr 
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cines  en  partie  é^les  & en  panie  inégales,T  réfulteroic  de  l’at- 
femblage  des  fériés , dont  les  unes  feroient  géométriques , 5c 
les  autres  algébtico- géométriques,  & par  conféquent  T fe- 
toit  compofcT  des  quantités  , dont  les  unes  feroient  de  la  for- 
me prélèate,  & les  autres  de  la  forme  ci  dcflùs  (loi  ). 

i Soit , par  exemple,  la  férié  o , j , — ■ t ^ 15,  — 14,  87 , 
qu*on  forme  en  multipliant  cinq  termes  an- 
técédens,  à commencer  par  le  dernier,  par  0,4,  — a,  — j, 
a.  Dans  ce  cas  l’équation  générale  fera  xî  *— 

}x  — a =0,  (onamis  * d la  place  du  fécond  terme  qui  man- 
que ).  Les  racines  de  cette  équation  font  l , 1 , -r  , — i , — a j 
trois  font  égales  & deux  inégales.  Donc  T aura  cette  forme 
(tf-f-éx-f-cx‘)  )*-{-«  • ( — a.)*.  Ayant  Ikk 

tbcceflivement  x=i,a,  a,  4,  5,  on  comparera  T avec  les 
cinq  premiers  termes  de  la  iérie  ; & les  cinq  équations  que  l’on 
tirera  de  cette  comparaiion  donneront  <t  1 , — a , 

= — s,e““ij  c’eft  pourquoi  T =»  ï — a x -f- 
4f*  — a( — i)*-+-x-( — tt 

De  ce  que  nous  avons  dit  fur  les  fériés  récurrentes.  Ton 
'doit  conclure  que  ces  fériés  ont  pour  terme  général  des  for- 
mules exponentielles  multipliées  ou  par  des  confiantes,  on 
par  des  ionétions  rationelles  5c  entières  de  x ; & parce  que 
nous  avons  donné  la  méthode  de  trouver  le  terme  fommatoire$ 
des  fériés  qui  ont  T de  cette  forme,  il  s’enfuit  qu’on  peut  trou- 
'ver  foit  le  terme  général , foit  le  terme  fommatoire  de  toutes 
les  fériés  récurrentes.'  ^ ” 

loj.  n y a une  autre  efpece  de  fériés  récurre'ntes  qnî  dlüé'^ 
KUt  de  celles  dont  nous  venons  de  parler  , en  ce  qu’elles 
fe  forment  d’un  certain  nombre'de  termes  antécédens,  multi- 

Îdiés  par  des  quantité  confiantes , en  ajoutant  déplus  à leur 
boune  une  quantité  confiante  , pofitive,  ou  négative^  que 
nous  appellerons  ï Ajoutée,  en  nommant  les  fériés  dont  il  efi  ici 
quefiion , fériés  récurrentes  compofées. 

. Etant  donnée  la  férié  o , i,  i , i , 4,  ^ , al  , fo  5cc. 
Pour  trouver  un  terme  dç  cette  férié,  les  deux  p*-écédens  étant 
donnés , multipliez  le  dernier  par  a 5c  le  premier  par  i , ajou- 
tez — 1 à la  fomme  des  produits , le  réfultat  donnera  le  terme 
cherché.  Soit  une  férié  récurrente  compofée  du  premier  ordre,, 
dont  le  premier  terme  a , la  quantité  par  laquelle  on  doit 
tmdtiplier  chaque  terme  pour  avoir  le  fuivant  étant  >=/,  5c  IV- 


# 
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fj... 

J/.... 

J .... . 

. . .J 

• 

î* 

r 

e repréfente  le  ter- 

joutëe  <»=  i.  Nous  aurons  la  Térie  récurrente  , compofée  du 
premier  ordre  <ju‘on  voit  ici. 

Si  l'on  multiplie  le  premier  ^ 
terme  par  t , & qu’on  lui 
ajoute  { , on  aura  le  fécond 
tcrmc.=  -*  f -f-  f ; & multi- 
pliant celui-ci  par  i , & ajou- 
tant 7 , l’on  aura  le  troilïéme , 
éc  ainii  de  fuite  ; de  forte  que 
b fomme  des  termes  de  ena- 

Îiue  colonne  repréfente  un 
eul  terme  , & la  derniere  colo 
me  général  T , en  fuppofant  que  x repréfente  le  nombre  des 
termes.  Les  fériés  horifontalesfont  récurrentes  Amples  du  pre- 
mier ordre  , & i compter  de  la  fécondé  toutes  font  la  même 
férié , excepté  tjue  le  nombre  de  leurs  termes  n’cft  pas  le  même. 
Le  terme  général  réfulte  du  terme  a , & d’une  férié  ré- 
currente Ample  du  premier  ordre  f ^ f , ^ r'  &c.  dans  la- 
quelle le  nombre  des  termes  eft  =* — i , où  il  faut  remarquer 

Îiue  { répond  non  à oc  = i , mais  à*«=i.  Si  f = i,le  terme 
ommatoirè  S de  cette  férié  fera  a -\-(x  — i)ç.  Sir  n’eft  pas 
■s  I , la  férié  { , jr*  • • fera  une  férié  géométrique 

dans  laquelle  S « , k le  terme  général  de  toute  la 

Crie 

f 1 t I 

{on  fnppofer  plus  grand  que  t,  autrement  l'on  n'auroitpat  S 

t 1 / • 

Soit  la  férié  s , ) , 7,  t f , 3 1 ftc.  danAaquellc  chaque  terme 
«fl  égal  au  précédent  multiplié  par  a , en  ajoutant  — i ; l’on 
aura  le  terme  général  = x*  — i. 


Si  r eft  fuppolé  =*  i , l’on  aura  S - 


-^==3.'Cequi 

n’apprend  rien.  Si  r<^  i , Iz  valeur  de  S fe  trouvera  comme  nous 
l’avons  dit  en  parlant  des  progrellîons  géométriques , en  mul- 
tipliant le  plus  grand  terme  par  le  dénoiuiniteur  du  quotient 

3ui  régné  dans  la  progrellion , retranchant  le  plus  petit  terme 
U produit , & diviAint  le  refte  parce  dénominateur  diminué 
de  l’unité  ; mais  alors  il  faut  renverfer  la  progrelTion , aijn 
quelle  aille' en  croiiTant. 
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Si  l’on  a U férié  a , 3 , , i J &c.  qn’on  forme  en  mnlti-. 

pliant  le  terme  précédent  par  3 , & ajoutant  — 3.  Le  terme 

général  deviendra  ^ = 3 * — f • 3*'*  *4- 


(î  -\y- 


î'-'+l 


é 


'î.  9,  y',î" 

î.  ^î.î 
. î >^t  ' 
î 


Soit  maintenant  la  férié  récurrente  compofée  du  fécond  or* 
dre,  repréfentée  par  les  fériés  que  l’on 
voit  ici.a  eftle  premier  terme,  b lefe^ 
cond  avec  l’ajoutéer.  Pour  avoir  1& 
troidéme  on  multimie  a par  f , Sc  b 
par  r,leur  fomme  eft  fuppofée=^ ; & 
multipliant  par  t l’ajoutée  3;  qui  eft  fous 
b,  onajoutera  r;jâ/>  pour  avoir 
ic  ajoutant  r'i cette  fomme,  oft  aurwle  twJfiéne  terme 

l )•  four  avoir  le  quatrième  terme  , on  multiplie  ipar 
/,  & ;>  par  r ; &fâifant  la  fomme  de  ceS  produits  = p' , on 
multiplie  3;  P^/" & tf  par  r , & l’on  fait  Ia‘  fonune  ^ , on 
multiplie  aufll  le  3 du  troifiéme  terme  par  r,  &:ron  ajoute  en- 
core? & l’on  ale  quatrième  terme , &c.  Il  faut  avoir  foin  de 
faire  p' , p"  &c.  les  tern^  que  dodhe  la  pietnieïe  fofid 
Jiorifonlale.  On  fera  = 5,  ^ ,f  8cc.  ifs  tcrales  que  donnent 
les  autres  fériés  horifontales , & l’on  aura  la  formule  cideftusl 
Il  eft  vHîble  que  les  fériés  horifontales  font*  ré^iinefltes^  d»  Cé* 
cond  ordre  , & qu’on  les  forme  eu  multipliant  deux  lerilies 
técédens  , le  dernier  par  r & l’autre ‘par  Les  deux  premiers 
tçrmes  de  la  première  férié  foûr  a Sc  b , ceux  de  lafeeoUdé  3 & 
»3.  Le  nombre  des  termes  de  la  fedondt  tit  x — : i celui,  dé 
la  troifiéme  x — x &c.  & celui  de  la  première  x.  Le  premier  d» 
la  féconde  répon<Hx=i  ,1e  premier  dclatroifiéine  ix=3;  Scci 
Selon 'ce  que  nous  avons  vu  ci-defTus,  le*  terme  général  de 
ces  fériés  dépend  de  la  réfolutionde  l’équation  x^ — tx  ' 

dont  les  racines  font  x*^-^dt  "f*  /^>  qne  nousfép 

polerons  ==»  A & = K»  Si  ces  racines  font  inégales,  le  term» 
général  de  la  première  férié  horifont^e  eft  de  cette  forme  AK* 
-I-  B/4*  (-toi).  On  déteimineixA  & B-fn  0ûfént  foesefli^mcnt 


* Ici  nous  appelions  <Sr/ tes  quantités  que  noUi  avons  défi(néri(ioi) 
pai  A & s. 
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* = I , I , & com|>aranc  le  terme  fféaéial  de  la  férié  dans  ces 
difFérentes  fuppoiïtions , avec  les  deux  premiers  termes  de  la 
férié  propofée.  Les  termes  généraux  de  la  féconde , troilïéme , 
&c.  fériés  horifontales  font  de  cette  forme  CK  * ' -f- 
/K»‘*  + G/t*-*  &c.  Pour  déterminer  A & B,  on  aura  les 
deux  ét^uations  yVK  + B A =.u , AK‘  -f-  B «=  é.  Multipliant 
la  première  par  A,  8c  la  retranchant  enfuite  de  la  fécpnde , l’on 

ea  tirera  A=*  • Multipliant  la  première  par  K pouf 

V £ 

en  retrancher  enfuite  la  féconde , l’on  aura  Pa 

/t\IC — A) 

nite  méthode  femUable  on  trouvera  Car  & D a 

K(K— il) 

(K— ^ 

^ compris , il  eft  évident  que  lè 

terme  général  d’une  pareille  férié  eft  de  la  forme«fuivante  : 

. , AK'+CK'“*-hCK'-»-|-CK'-» CK. 

BA-H-DA"* DA. 

od  les  quantités  A,  B,  C , D .font  déterminées.  Et  le  terme 

S‘"^T.AK.+m.+  (^'5.g'‘;vCK- 

Dans  les  demleres  fériés  le  premier  terme  Ce  trouve  en  fâifant 

1 *&  la  fomme  de  ces  demieres  fériés  eft  Sa  ^ ^ ^ 


DA»— DA 


A-r 
CK'— CK 


K— I . 

ÿ donc  le  terme  général  fera  T = A K'  -f- 
DA'  — DÀ  • i'^^-(C-A)K'-CK 

K— I ' •;  " 


t-BA» 


K— I • " ' ' A^ 

. BA'^«-4-(D  — B)A'  — DA 

• ; ■ • ■ ' 
„ Si  on  lùppofe  K a t la  ptemiere  des  dernieres  fériés  féi» 
ime  fuite  de  quantités  égales , & le  terme  fommatoire  de  cette 
flneféra  S ^ (*— ij  x Cj  donc  Je  terme  général  deviendra 

+ 4-  (D— B ) A'  — D A 

— I 

Suppolbns  maintenant  KaA  ; dans  ce  cas  le  terme  général 
de  la  première  férié  horifontale  aura  la  forme  ( A-j-Bx  ) K'  ' 

(hïz). 
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(loi).  Les  quantités  A & B fe  déterminent  par  les  premiers 
termes  delalérie:  les  termes  généraux  des  autres  fériés  feront 
pour  la  féconde  T ==[C-|-(  x — i ) D]  K*'‘5  pourlatroi- 
liéme  T fera  de  cette  forme  [G-f-  (*  — »)•  D]K*'^  , &Cé 
Par  les  deux  premiers  termes  de  1#  première  férié , l’oa 

trouvera  A = — , B ==  Par  les  deux 

premiers  termes  de  la  fécondé  férié,  l’on  aura  C = 

> D “ r fera  = ( A -j-  B a:)  . K» 

■ +[  G -f  ( jf— 1 ) D J K»-«  4.  i C+(x-^i)^jK*-»- . . i 
+ (C+t))  lC=(A4.B;c)  -K'4-  [(C+b)  K-f(C+tD)  K» 

4-(C+3D)-l{:J--.+.[C4-(»-ij.D]  K'-]-.  Or  la 

derniere  partie  eft  évidemment  une  férié  récurrente  HciÉe  du 
fécond  ordre  ,*dont  on  peut  facilement  trouver  la  fommR.  Si 
K = oh  aura  facilement  la  fommeS.  Si  K n’eftpas=«t 
cette  férié  fera  algébrico-géométriqüc , & la  fommè  S fe  trou- 
vera par  la  méthode  ci-delTus  (loi). 

Exemple. Soit  laférie  o,  i,r,  i r,  i,  &c.  qui, en  fuppofant  les 
deux  premiers  termes  o,  i fe  forme  en  falfant  le  multiplicateur  r 
fc=o,le  multiplicaleur  j==i,  &l’ajoutée  î==f.  C’eft  pourquoi 
a=  O,  b = \.  L’éqüation  à réfoudtè  eft  . — i = o^j  d’oi 

l’on  tire  x = dt  i i donc  K ==  i , it  h t.  Nous  fervant 
des  formules  qui  conviennent  à ce  cas,  nous  trouverons  A=-i 


+• 


D=« — ^ & le  terme  T = 

1 +t-.U;3' )•  - i] . _ ^ 

104.  On  peut  voir  maintenant  comment  il  faut  s’y  prendre 
pour  avoir  T dans  les  fériés  récurrentes  eompofées  des  ordres 


* Car  dans  ce  cas  A K' = i , B i ( — t )r.  la 

^&la 


delaférieCK,  CK*,&c.«ftS==*  (*  — i ) c = * ^ 


fomme  de  laférie  D4,  DA*  - • -DA*-*  eft  S =>£^—5^  . 
— — x)' A / —s 

^ — ^J<lonclaformulePci-deirusdeviendraT««&f, 

. Tome  lé  ‘ • X " 
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fupérieurs  ; Sc  parce  que  le  terme  général  de  ce  ces  fèries  fait 
voir  quelles  font  compoféesde  Téries  algébriques,  ou  géomé^ 
triques,  ou  algébrico-géométriques , dont  nous  favons  trou- 
ver le  terme  {onimacoire , l’on  peut  lommer  ces  fortes  de  Cé~ 
lies,  pourvu  qu’on  puMe  avoir  les  racines  de  l’équation  qu’on 
, doit  réfoudre  pour  avoir  leur  ternie  généraL 

Ufage  des  Séries  récurrentes  dans  la  recherche  des 
Racines  des  Equations. 

icy.  Lemme.  Si  ton  a une  fraflion  dont  le  numérateur 
foit  = I , & /e  dénominateur  un  polynôme  , dont  le  premier 
terme  foit  au^  = i 6*  dont  les  autres  termes  contiennent  une 
inconnue  élevée  aux  puijfances  i* , i* , 3*  , fi>f.  je  dis  qut  la 
valeur  de  cette- fraition  fera,  exprimée  par  un*  ftrie  récurrente. 

. SoiiÉÉ  fraûion  - ■ — \ — ;< , &c.  Si  l’on  di- 

• IP  I — nç — — c^i’ 

viCc  le  numérateur  par  le  premier  terme  du  dénominateur , 
l’on  aura  i au  quotient.  Multipliant  ce  quotient  par  le  divi- 
1 + -f-  ^ 

' “4”  ^ Scc.  C B 

+ cri  } 

feur  & retranchant  le  produit  du  dividende , On  aura  un  relie 
&c.  dont  le  "premier  terme  étant  divifé 
par  le  premier  terme  du  même  dénominateur  , on  trouve 
-f  pour  quotient.  Multipliant  encore  ce  divifeur  par  le 

?uotient  & retranchant  le  produit  du  premier  relie , il  vient 
-f-  6)  f î*  + Divilknt  (n*  + 6) 
par  le  premier  terme  i du  même  dénominateur , je  trouve 
a'-  pov  quoûent  j multipliant  le  divifeur  par  le 

Quotient , retranchant  le  produit  du  dividende  , & continuant 
d'opérer  de  même  , en  prenant  toujours  pour  un  feul  terme 
la  mmme  de  tous  ceux  qui  contiennent  une  même  puHlànce 
de  { , je  trouverai  tant  de  termes  qu’il  me  jdaira  de  la  férié  B , 
qui , 11  elle  ell  convergente , donnera  la  valeur  de  la  fraélion 
propofée  , du  moins  paf  approximation.  Mais  fi  elle  ell  di- 
vergente , il  faudra  hiire  la  divifion  en  prenant  le  dénomi- 
nateur dans  un  ordre  renverfé  — — b i'-  — + i, 

& la  férié  qui  en  réfultera  fera  convergente. 

Si  quelqu'un  des  termes  qui  fiiivent  le  premier  manquoit 
dans  le  dénomin«eur,  on  luppofêsoit  fon  coefficient  m^o-: 
Ainfi  fi  le  teâae  — 5 manquoit , on  feroit  ^ » o. 
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Maintenant  il  eft  vifîble  gne  les  coefficients  de  la  fdrie  B, 
joints  au  jAemier  terme  , forment  une  férié  récurrente  du 
troifiéme  ordre,  dans, laquelle  les  trois  premiers  termes  fe- 
roient  o + ô -(-  i , & dont  les  termes  fuivants  fe  trouvent 
par  cette  loi  : on  écrit  dans  un  ordre  renverfe  & avec  des  lignes 
contraires  les  coefficients  des  termes  4u  dénominateur  qui  fui- 
veiu  le  premier,  pour  avoir  Multipliant  le  premier 

terflfc  O par  c , le  fécond  -f-  o par  é , & le  troifiéme  par  a , 
l’on  aura  a pour  le  quatrième  terme  (qu'on  doit  multiplier 
par  f ).  Et  continuant  de  même  , on  multipliera  le  fécond 
terme  + o par  c,  le  troifieme  i par  é , & le  quatrième  par 
a ,pour  avoir  le  teime  fuivant  (<**  + ^ , qu’on  multipliera 
par  ç ^ 5 & ainfi  de  fuite. 

’ r Si  le  dénominateur  étoit  t — — erî  

•’  les  quatre  premiers  termes  de  la  ferie  étant  fuppofés  o-(-  o 
-j-o  -f-  I , on  prendroit  les  coefficients  + 

multipliant  le  premier  terme  o par  e , le  fécond  par  c,  le  troi- 
fiéme par  é,  le  quatrième  par  .t,  & continuant  de  même,  il 
feroit  aifé  de  trouver  la  férié  récurrente  cherchée.  Si  la  frac- 
tion étoit  — — , réc/ulle,eie  relation  ( c’eft-à-dire  , les 

quantités  par  lefquelles  on  multiplie  les  termes  antécédents 
pour  avoir  le  terme  Crivant  ) feroit  compofée  d’un  feul  terme 
û , & le  premier  terme  de  la  férié  étant  fuppofée  = i , 
le  Clivant  feroit  -|-  , le  troifiéme  -|-  f ^ , &c.  de  forte 

que  la  férié  feroit  i + a’- 1’-  _j_  scc.  Cette 

^férie  devient  =t-hi-|-H-3^-f-î4+&c.(D),enfup. 

•pofant  û=a,&:f=ai;de  lôrte  que  la  fraélion 
qui  dans  ce  cas  devient 


7 


y 

1-^ 


3 ,,  eft  îa  limite 


de  la  férié  D j de  maniéré  que  dette  férié  ne  peut  jamais 
furpaffet  5 , mais  à l’infini  elle  eft  = 3. 

Si  l’on  vouloir  réduire  en  férié  la  firaéüon 


I— ’ 


réchelle  de  relation  feroit  ijrj-a  , & les  deux  premiers  termes 
de  la  ferie  étant  o -j-  x , ca  xroüvcroit  le  troifiéme  «a  mul- 
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tipliam  o par  b Sc  t par  & encore  par  , &c.  de  ma- 
niéré qu’en  prenant  toujours  pour  un  l'cul  ternie  tous  ceux 
dans  lefquels  j fe  trouve  avoir  le  même  expofant  , l’on 
aurojt  I -|-  -f-  a5  ^3  -f-  &c. 

iab[i  -f- 

Si*  a — 3 , &A  — — ^ , de  maniéré  que  % -f- |[^it 
= — X — 3 , fi  en  même  temps  on  fuppofe  ^ ==  î , notre 


férié  deviendra  i 
limite  de  la  fradUon 


? + 17  — Ü H-  i s‘<  qui  fera  la 
1 


* -f-  T+ i 

lûppofoit  b=  — 1,  a — — 3 & f = i,Ia  férié  devien- 
droit  I — 3 + 7 — iy+31  &c.  qui  s’éloigneroit  d’au- 
tant plus  de  la  véritable  valeur  de  la  fraûion  = \ qu’on 
prendroit  plus  de  termes. 

Si  on  vouloit  développer  en  férié  la  fraélion 

•^+®?+^?*  * iii  -Il 

r-r — Z — : T — on  ’développeroit  cra- 

1 — a 3;  — bi^ — c{3 — 4^4  — &c.  ” 


i7Îi-r=^-  Mais  fi  on 


bord  la  &aâion 


. T~î — nr — : — ““c  férié  * 

récurrente  par  la  méthode  ci-delTns , & multipliant  enfuite 
tous  les  termes  de  cette  férié  par  le  numérateur  A+Bç  + 

D 3;3 , le  Problème  feroit  réfolu.  Si  la  fraélion  étoit  de  cette 

forme — ‘ on  diviferoit  tous  les  termes 

p — qi—ri^&c. 

du  numérateur  & du  dénominateur  par  p , & l’on  auroin 


D.  + E ? + &c.  . . ^ A 

— , en  lai.ant  — 1 

1' — ai  — r>£&c.  P 


■D,  — =E,  &c.  2 
P P 


<r , — =»  é , &C.  & ce  cas  rentre^oit  dans  le  précédent.  ‘ 
Ï06.  Problème.  Etant  donnée  la  fraclion 


iérie  réel  Trente  , trouver  une  progrejj^on  géométrique  dont  chaque 
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terme  foie  pofitif  fi*  plus  grand  que  le  coefficient  du  terme  corref- 
pondant  de  la  férié  récurrente  dont  il  s'agit , en  le  prenant  mime 
pojitivement , fuppofé  quil  fût  négatif  Soit  l’cchelle  de  rela- 
tion c'  h'  a'  dans  laquelle  nous  prenons  tous  les  termes 
pofitivenient.  Si  quelqu’un  de  ces  termes  eft  plus  petit  que 
l’unité,  s’il  eft  négatif  ou  ffaéUonnaire,  comme  (i  l’cchellc  étoit 
* — ï -f*  O T J augmentez-les  arbitrairement  pour  les  ren- 
dre plus  grands , entiers  & polîcifs , de  maniéré  que  féchelle 
devienne  i i -f-  a , par  exemple  ; prenez  enfuite  la  fomme 
de  ces  termes  & formez  une  férié  dans  laquelle  chaque  terme 
foit  au  fuivant  comme  i eft  à ce{te  fomme  , & le  problème 
fera  réfolu. 

Poür  le  faire  voir,  iôit  c -\-b  -f-  la  nouvelle  échelle 
de  relation  fubftituée  à la  véritable  c'  -f-  A'  -f-  a' , c'  éÊlk 
étant  pris  affirmativement  , c'eft  - à - dire  , ayant  fe^^Hpc 
égard  d leur  grandeur  & non  au  ligne,  nous  auron^Mpa' 
oa  a''^  a y b = b'  o\\  b'  y c — c'  ou  c ^ c'.  Sup^Tons 
. maintenant  que  la  férié  récurrente , dont  l’échelle  de  relation 
eftc-|-A-|-u,foit  = p-|-çç-f-rj‘-q-/î5  -f-t};‘*-|-&c.  , 
la  férié  ou  progreffion  géométrique  , dont  l’expofant  eft 
c -f-A-f-tf,  étant  repréientée  par  P -j-Qr -1-Rî’'  + S?* 
4-TÎ4-I-&C.,  & que  P foit  = p=  I. 

Par  la  nature  de  ces  fériés,  Q=  (c-|-A-|-*  P , jaup*  j 
donc  Q eft  ç.  De  même  R=  Q;  r^bp-\-aq. 

Mais  b(^'^  bq'^hp  y 8c  aQ^"^  a q donc  R ^ r.  On  a 
encore  S = (c-|-i-f-<j)R,  St  f cp  b q-\- ar.  Mais 
cK'^cr'^cq'^  cp  y 8c  b'R'^  b r'^b  q y tandis  que  üR^ 
ar  ; donc  auffi  S^  f L’on  proureroit  de  même  que  T^r , 
& ain(i  T!e  fuite. 

Les  termes  de  ta  férié  géométrique  ci  - deftîis  font  , d 
compter  du  fécond , plus  grands  que  leurs  correipondants 
dans  la  fërie  récurrente  dont  nous  venons  de  parler  ;*  or  dans 
celle-ci  les  termes  font  plus  apmds  que  dans  celle  dont 
l’échelle  de  relation  ièroit  c'-f-V -+-a\  ce  qu’on  peut  prou- 
ver de  la  maniéré  fuivanie. 

Si  dans  la  férié  récurrente  p + f { -f-  ^ 


* Cette  dcrniece  ,équatk>n  rèfulte  de  ce  que  les  ttois  premiets  termes 
de  U fëtie  récurrente  doivent  Are  fuppofés  o-t-o -*■  i ,&  qu’on  doit  tiou- 
ver  lescoefHcicos  des  sutiesen  multipliant  le  premier  pat  c le  fecaud 
put  y St  le  treifiéme  pat  a. 

X J 


Digitized  by  Google 


^i6  Cours  d^e  Mathématiques., 


on  >nec  a'  au  lieu  dt  u , B'  à la  place  ic  B y 8c  c'  à la  placé 
de.c , &c.  ayant  pris  toutes  ces  quantités  afErmativement  y 
les  coefficients  y,  r,  fy  t,  u,  &C.  relieront  les  mêmes; 
parce  que  a'  n'cft  pas  plus  grand  que  u,  ai  B'^B  y ni  c'^  c. 
Mais'  U on  veut  avoir  égard  aux  lignes  de  a' , b'  ^ ef , &C. 
b grandeur  des  coefficients  ne  peut  changer  que  parce  que 

Quelqu'une  de  leurs  parties  pourroit  être  détruite  par  des  • 
gnes  contraires  , ce  qui  les  rendrou  plus  petits  ; ainit  lés 
coefficients  de  la  férié , dont  l’échelle  de  relation  eft  c',  -|-  A', 

-f-  a'  y feront  dans  ce  cas  plus  petits  que  les  coefficients  cor- 
relpondants  o , /,  r , qui  font  eux-mêmeyilus  petits 

que  les  coefficients  coKcfpondants  Q,  R,  S,  T,  &c.  de  ■ 
la  ferie  géométrique. 

fait  c -h  />  -f-  a ^ li , l’expofânt  de  lâ  progrclfion 
g4Hpjque  ci  delTus  , c’eft-à  dire  à,  pourra  fuipafler  d’une 
quelconque  la  fomme  c'  b'  a'  des  termes  de 

léclwre  pris  affirmativement.  Plus  d cil  grand  , plus  un 
ternie  ( à compter  du  fécond  ) de  la  progrelllon  géométrique 
fmpalTe  le  terme  correfpondant  de  la  lerie  récurrente.  Alais 
^ fi  on  prend  d , la  railon  /"*  : a*  eft  plus  grande  que  celle 
d&  f •.  d 'y  8c  h railôn  de  /5  : d^  plus  grande  encore  que 
celle  de  : a’.^  De  forte  que  fi  m eft  un  nombre  fort  grand , 
laraifon  pourra  tellement  furpalTer  celle  de /:  dy 

que  d"'  dilparoîtra,  pour  ainfi  dire , devant  ; & la  (crie  ré- 
currente étant  fuppofée  continuée  jufqu’au  terme  qui  contient 
a’” , dont  le  coefficient  foit  fiippofé  B , l’on  aura  ^ B,  & 

/"  pourra  tellement  furpalTer  B , que  cette  dernierc  quantité 
fera  prefque  infiniment  petite  par  rapport  à f"'.  Si  donc  d eft 
maintenant  fuppofé  repréfenter/,  ayant  écrit  par  ordre  les 
deux  férirt  C & D,  çî  &ç.  C 

il  eft  vifible  qu’on  -j-  r^'-  fz^  -j-  r f*  &c.  D 

pourra*  tellement  les  continuer  que  le  coefficient  du  terme 
B f ” fera  fort  petit  par  ragpott  à d"” , coefficient  du  terme 
correfpondant  d"'  ç ■“  de  la^Brie  géométrique, 

Si  l’échelle  de  relation  eft  5 , — i , + J , la  férié  récur- 
rente fera  i io8fî  &c.,  pour 

laquelle  (Fon  prend  — jo,  8c  que  par  le 

moyen  de  cet  expolânt  on  forme  la  férié  géométrique  1 + 
10^  -4-  ioof‘-f-  1000^5  4-  10000^4  8cc-  il  eft  facile  de 
voir  que  les  coefficients  de  cellc-2î  furpalTeront  de  beaucoup 
les  coefficients  correfpondants  de  Tautre.  Si  l’échelle  de  rela- 
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lacion  eft  lo  , + 6 j 4*  » » !“  ^erie  récurrente  fera  i + xf  -f-? 

4-4xç5  -j-  164^44!  68oç1  &c.  Mais  la  férié  géo- 
métrique correlpondante , dont  l’expofant  cft  = «f  = io4-^ 
4-1  =.18  , fera  1 4“  -f-  314^*^  &c.  dont  les  coeffi- 

cients furp^ent  de  beaucoup  leurs  correlpondants  dans  U 
férié  récurrente. 

107.  Théorème.  St  1 — a'z  — b'z^  — c'z?  — &c., 
dénominateur  d’une  fralUon le  numérateur  efl  ~ i , a un 
faâeur  fimple  réel  1 — d z lequel  d /bit  aj/e^  grand , la 

^rie  récurrente  qui  naîtra  ^fHl^olution  de  cette  fraliion  , ap- 
prochera (fautant  plus  d'être  une  progre/Jion  géométrique  , dont' 
feripofant  feroit  = d , qu'on  la  pouffera  pUs  loin.  Suppofont 
que  la  valeur  de  cette  nraétioa  foit  y , maniéré  que  l’on 


fit  ; TT— r—, : — •=•  y } puifque  le  déaomt- 

Dateur  de  cette  fraâion  a un  &é);éur  lïmple  8c  réel  i — , 

lï  l’autre  faâeur  »lli  — — dcc. , on aorft 


8e  l’autre  de  ces  faâeurs  pouvant  être  développés  en  fériés , le 
premier  donnera  la  progreffion  géométrique 
4“</*  3;*  4”^c. , le  fécond  une  férié  réemrente  qu’on  peut 
repréfentet  par  i4"^î4”''Î^H”fî’  4"'{'* *i o® 
multiplie  ces  deux  fériés  l’une  par  l’autre , ce  qui  fe  fait  en 
multipliant  tous  les  térmes  de  l’une  fucceffivement  par  tou? 
ceux  de  l’autre  , leur  produit  fera  =>  y.  Or  ce  produit  eft 

I-t-îç  4- 4-/î«  f?4  4-  k^î4-&c.'*  • 

4*<^î  4”  dy  4’dr  3;54^'&c.  M 

4-d‘çr5-f-d^r^44-d’j^î-^&c.| 

4"d3^>  4-d5jC“M’'‘?*4-&c.  V«=»y  (A). 

-^dî  f I4-&C- \ 

Si  nous  fuppolons  qu’on  développe  la  fraâîon  propolée  » 
dont  la  valeur  eft  y , en  une  férié  récurrente  i 4'  v f “H 
R^_’--+-Sç5-4-T:5;4-|-Vç*4“  , il  eft  évident  que  cette 

éérie  ne  peut  être  égale  au  premier  membre  de  féquatioti  A 
pour  toutes  les  valeurs,  de  { , à moins  que  ks  quantités  qui 
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multiplient  une  même  puiilânce  de  ^ ne  foient  égales  de 
paît  & d’autre.  On  aura  donc  les  équations  fuivances 

Q-d  + î 

K =^d''  dq-^’  r ^ 

S =a  dt  ^ 

T =»d4+d3g-f-d‘/>4.  d/-f- f * • 


&c. 


m 


d*  d f + K, 


■ Si  d eft  fort  grand , les  derniers  termes  q,r,f,  t,u  pour- 
ront être  négligés  ^ns  une  erreur  bien  con(idénd>le , & même 
l’erreur  fera  peu  digne  d’attention  en  négligeant  les  puiflànces 
inférieures  de  d reQjeéüvement  aux  (upérieures  , en 
géant , par  txtmpU , d*  devant  dî . On  pourra  donc  fuppofeT 

R d^^dq  + r <€■ 

S ^ d5  4-d"  qJ^dr-\-f  d* 

’R  ^ > d'+dq  + r ~~  d'- 


= ^ =■  d 


T d+rl-dî  «?-4-dV-f-d/"4-r  d* 

S dJ'-f-  d‘ j-f-d/--+-/  ~~  d* 

V d5  -f-  d^  q "f-  d3  r — f-  d’ f — f~  d r -1—  //  d' 

T d+-+-  d'ÿ-f-d*f+d/-f-r  “ d^ 


II  eft  donc  vifiblc  que  dans  cette  férié  la  raifon  de  Q : R 
diffère  fouvent  fort  pe«  de  celle  de  i : d,  que  celle  deR:  S 
• en  approche  davant^  , que  celle  de  S : T en  approche 
encore  plus  , & ainn  de  ftihe  ; de  forte  qu’à  l’infini  cette 
férié  le  change  en  une  progrellion  géométrique , dans  laquelle 
J’eipofànt  = d. 

Si  d étant  une  quantité  réelle  , i — d;f  eft  un  divifeur  du 
dénominateur  i — — ê'ç*  — — &c.  l’équation  fim- 

p!e  I — d^;  =»  O , contiendra  une  racine  réelle  de  l’équation 
Q =¥=  I — ^c.  En  effet*,  ona  dapsee  cas 

I = di  8c  I —•  Si  donc  cette  racine  eft  aflèz  petite 

( c’eft-à-dire  , fi  d eft  aftêz  grand  ) , dn  pourra  la  trouver  en 
formant  une  férié  fécuirente  par  le  tpoyen  de  l’éclielle.  quf  - 
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fournit  l’équation  : car  une  telle  férié  pourra,  après  un  cer- 
tain nombre  de  termes , être  regardée  comme  une  progrelTion 
géométrique  , dont  l’expofant  feroit  = ; de  forte  quen 

divifant  un  terme  affez  éloigné  du  premier  par  celui  qui  le 

fuit , le  quotient  fera  à très-peu  près  = racine  cherchée. 

Mais  (î  l^erie  ne  tendgit  pas  à devenir  géométrique  , ce 
qu’âl  eft  Bile  de  reconnoître  , on  ne  pourroit.par  cette  mé- 
thode trouver  aucune  des  racines  *de  l’équation.  A l’égard 
de  l’échelle  , on  la  trouvera  aifément  en  prenant  avec  un 
digne  contraire , pour  premier  terme  , le  coefficient  de  la 
plus  haute  puifiance  de  l’inconnue  ; pour  fécond  terme  , le 
coefficient  du  terme  fuivant  ; & ainfi  de  fuite , & fuppo- 
fant  = O , les  coefficients'  des  termes  qui  manquent  dans 
l’équation. 

Soit  l’équation  du  5*  degré  i — — 40  — yoç5==o. 

Je  forme  par  le  moyen  de  l’échelle  50 , 40  , 5 la  férié  récur- 
rente I -|-  îf  -|-  + &c. , ou  n’ayant  pas 

égard  a'  1 ^ -|-  5487^  -1- 

î 51 115  &c.  Si  on  divife  le  fécond  terme  par  le  premier, 

le  quotient  eft  5 , le  troifiéme  étant  divifé  par  le  fécond 
donne  1 3 , le  quatrième  étant  divifé  par  le  troifiéme  donne  8 • 8. 
Le  quotient  du  cinquième  par  le  terme  précédent  eft  9-9\ 
le  fixiéme  terme  étant  divifé  par  le  cinquiétne , on  trouve  9 ■ } , 
& le  feptiéme  divifé  par  le  fixiéme  donne  9-7.  Comme  ces  der-  • 
niers  quotients  ne  Afférent  pas  beaucoup , c’eft  une  marque 
que  la  progreffion  tend  à devenir  géométrique  , & il  eft  vifif 

ble  qu’une  des  racines  ~ eft  à peu-près  = • 

Dans  une  équation  quelconque  on  peut  toujours  diminuer 
to^g^racine  poffil4e , autant  qu|on  le  voudra  : car  fi  l’équa- 
^un  divifeur  (impie  — i ==  o , qui  détermine  cette 
& qu’on  falTe  3;  ==  * -|-  p , ce  divKêur  devient  -|- 

dp  — 1 = 0,  qui  reprélènte  la  racine  x = — p de  la 

transformée  que  donne  cette  fuppofition.  Or  en  prenant  ' 

pouj^  une  quantitf  convenable  , la  racine  — p pourra 

dtre  auftî  petite  qu’on  le  voudra  ; cependant  on  ne  peut  pas 
découvrir  pat  ce  moyen  toutes,  les  .racines  réelles  de  toutes 
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les  é^aacioBS  , cotnme  femblc  le.  promettre  cette  obfervation. 
Si  l’cquation  o = i — a!  [ — b' 3;^  — c'rî  — &c.  a un 
fefteur  ûniplc  i — d.3^  — 0,  & autre  fààcur  quelconque 
0=^1  — — b3^  — cçî  — &ç.  , {âos  que  la  férié  que 

doit  fournir  l’équation  o ==  i — <*'  ^ — i'  — &c.  tende 
à devenir  une  > progrclfion  géométnque  , dont  l’expolànt 
foit  d,  fi  vous  voulez  faire  enforte  que  cela  arrive  , il  ne 
fii/fit  pas  d’augmenter  d , es  qu’on*  pourroit  ^cHn  diçii- 

nuant  la  racine  } il  eft  encore  néceflàire  qu’en  augmentant 

ainfi  la  quantité  d , les  coeffideats  , c de  l’autre  lac* 
tcur  relient  les  mêmes  , ou  du  moins  ne  fubiilent  pas  des 
grands  changements  j autrement  en  changeant  l’échelle  de 
relation , les  termes  de  la  férié  récurrente  pourront  difiéret 
de  beaucoup  de  leurs  correlpondants  dans  la  progrefiîon 
géométrique  , dont  l’expofant  = d.  D’autre  côté  il  eft  vi- 
fible  qu’en  laifant  = a:  -j-  p , chaque  radnc  eft  diminuée 
de  la  même  quantité  p ; or  cette  diminution  peut  change? 
& augmenter  les  coefficients  a , b , c , de  maniéré  qôe  quoi- 
que d Ibit  augmenté  , il  Ibit  cependant  trop  petit  relative- 
ment à ces  coefficients. 

Mais  quoique  par  cette  méthode  l’on  ne  puifle  pas  tou- 
jours parvenir  à trouver  la  plus  petite  racine  d’une  équation  , 
j’ai  cru  ne  devoir  pas  la  pallêr  l^s  filence , parce  qu’elle  eft 
facile  Sc  que  les  tentatives  font  rarement  infrud^eufes. 

108.  Exemple  I.  On  demande  les  racines  de*  l’équa- 
tion >'*-|-8y  — lo  •=■0.  Pirifqu’cn  fuppolânt  y = z , le 
premier  membre  devient  4-f-ié  — -io  = 10,  & qu’en  pre- 
nant y = I , l’on  trouve  i -f-8  — 10  = — i»iï  dl 
vifible  qu’une  des  racines  eft  contenue  entre  x & i . mais 

3u’ellc  approche  plus  de  i que  de  i ;,car  le  réfultat  que 
onne  -f-  t eft  moins  éloigné  de  o ( réfnltat  que  donn|||||||Lia 


racine  exaéle  ) que  celui  que  donne  -f-  ».  On  peut  JM|Pej 
encore  cette  racine,  en  fubftituant  dans  la  propofée  i ^ j 
au  lieu  de  y , pour  avoir  y ==  * + î ' 

+ î‘  .■ 

IO=ao 10,  0 , 

qui  donnera  o » — i -f-  103'  = oao=l— - 

t — ll‘  denùeie  éqiuaiao  donne  l’échelle  de  relatioA 
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-4-  I ,-f-  lo,  par  le  moyen  de  laquelle  on  peut  former  une 
fiirie  récurrente  ( dont  nous  nous  contenterons  de  rapporter 
les  coefficients  en  regardant  i comme  le  coeffidènt  de 
î°  ) *'•+•  *0  “f"  ïoi  10^0  H“  '030^  H~  104030  -1- 
1050^01  &C.  qui  tend  évidenunent  vers  une  progreffion 
géométrique.  Ceft  pourquoi , fi  on  divife  l’avant-ideniicr  terme 
parle  dernier, on  aura  ç=  0 09901P*,  d’où  l'on 

tire  i-f-j  = y=i  o^joi^.C’eft  donc  là  la  racine  approchée 
cherchée  qui  étant  fubftituée  dans  y‘  + 8y  — 10=0,  au 
lieu  de  y donne  y*  + 8y  — 10  —»  — o»oooood  ^ réfultat 
qui  lait  voir  que  cette  racine  n’ell  pas  fort  éloignée  de  la 
véritable.  Si  on  divife  la  propolce  par  y — i'Op^oip==o , 
où  aura  facilement  la  féconde  racine.  Mais  on  peut' la  trouver 
encore  plus  fecilement,  en  retranchant  i •0^9019  du  coeffi- 
cient — 8 du  fécond  terme,  pris  négativement , ou  de  la  fom- 
0>e  des  racines  de  l’équation,  ce  qui  donnera  — 8 — 1 ■ o^poi^ 
«=  — 9-  099019  pour  là  fécondé  racine. 

'■  Si  on  avoir  voulu  trouver  celle-ci  avant  l’autre  , il  anroit 
fellu  remarquer  qu’elle  tombe  entre  — 10  & — 9 , ce  qui  cft 
. évident  ; parce  que  fi  on  fait  y = — ^ , la  propofee  devient 
81  — 71  — 10  = — i;  mais  en  fuptpofânt  y = — lo , on 
trouve  100  — 80  — 10  = 10  , ce  qui  fait  voir  qu’il  y a une 
racine  entre  — 1 o & — 9 , mais  plus  proche  de  — 9 que. 
de  — 10.  Si  donc  on  fkity=— ^ — ç , on  trouvera  o =” — i 
-j-  ioç-f-j*,ou  0 = I — loj;  — f*,  cette  Quation  étant 
la  même  que  celle  que  nous  avons  traitée  d-deflus , donnera 
la  même  férié  récurrente  & la  même  valeur  de  f que  nous, 
avons  déjà  trouvée , & l’on  aura  y==  — 9 — — 9 0990^9, 

■ 109.  Exemple  II.  Soit  l’équation  • — jx  — 5 — 0, 

dans  laquelle  fi  on  fait  * = o , le  réfultat  fera  — j j mais 
en  fuppofant  a;  = — i l’équation  devient  i 7 — t = 3. 
Cela  marque  qu’une  des  racines  de  l’équation  tombe  entre 
o & •*—  I , & qu’elle  eft  plus  près  de  — i que  de  o.  Il  fera 
commode  de  fuppofér  dans  ce  cas-ci , x = j ^ , afin  d’avoir 
— 3yf — f=o,ou53;*  — 73;  — 1=0, 0=1 
*^5  7T  — tîî*  L’échelle  de  relation  eft  donc  -j-  5 — 7 , 
/ de  la  ferle  des  coefficients  1 — 7-}-54 — 413 -j- 3 161  — 141^1 
-+-  183141  &C. } d’où  l’on  tire =■ — 0-130661, 
& x=  53-  = — 0-633303.  Le  coefficient  du  fécond  terme 
de  la  propofée  pris  négativement  étant  7 , l’autre  radne 
(éra  *=“7  4-9-^J33°ï  =7-^S3SOÎ» 
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iTo.  Exemple  III.  On  demande  les  racines  de  lecjiia-  * 
lion  -f"  ~ O'  Si  on  fait  x ==  lo  j , on  trouvera 

après  les  opérations  ordinaires  o = io  -}-  6o^  -|-ioof^, 
ou  , en  divifant  par  lo  , afin  que  le  terme  confiant  devienne 
= 1,  0 = 1 -Ç-  6^  ^ lOfT-  Donc  l’échelle  de  relation 
fera  — lo^— é , qui  donne  la  férié  des  coefficients  i — 6-\-i6 

— p6-f-3i6  — 336  + 140  &c.  Il  ne  paroît  pas  que  cette 
féfie  tende  à devenir  géométrique.  Mais  parce  qu’il  eft  fa- 
cile de  voir  qu’une  des  racines  de  la  propofée  efl  afTez  proche 
de  — 3 « peut'faire  x *=  — 3 -|-  3^ , ce  qui  donne  0=1 
-f-  3 3.  Comme  le  fécond  terme  de  l'équation  manque  , on 
fuppofera  Ton  coefficient  =:  o , & l'on  aura  l’échelle  de  rela- 
tion — I -f-  O , d’od  l’on  tire  la  férié  des  coefficients  i 

— i-{-o-l-i-|-o  — i-l-o&c  ;mais  cette  férié  ne  ^eut  rien 
&ire  connoître  , & les  racines  de  l’équation  propofee  font  x 
■»=  — 3 dr  ^ ( — I ).  Néanmoins,  en  négligeant  les  ter- 
mes alternes  , la  férié  précédente  fc  réduit  d celle-ci  : i — 

I -f-  I — i&c. , dont  chaque  terme  divifé  par  le  fuivantdonne 

— I , qui  eft  le  quarré  de  la  racine  de  la  transformée  , puiC- 

que  l’on  a{;ç  = — i , y'(  — 1),& par  conféquent 

x=— 5±V'(— i)* 

, III.  Exemple  IV.  Soit  l’équation  cubique  x’  — 5x* 
•+■  5 X -f-  Il  = O , qui  a upe  racine  réelle  comprilê  entre 

— I & — i.  Car  fi  on  fait  x = — 1 , elle  fe  réduit  à i } 
niais  elle  devient  — 8 — lo  — io-{-ii  = — i6,  en  fup- 
pofant  X = — 13  ainfi  cette  racine  approche  plus  de  — l 
que  de — ^"i.  On  pourra  donc  fuppofer  commodément  x == — • 

1 — 3 , d’on  l’on  tirera  0 = 1 — 183-^83*  — f?,  qui, 
donne  l’échelle  de  relation  -f-  i , -f-  8,  -j-  18  , d’où  l’on  tire 
la  férié  des  coefficients  1 -f-  i8-|-  331  -i-6iii-}-  iii8)i 
-|-  1080636  -f-  &c.  qui  tend  rapidement  vers  une  progrclfion 
géométrique  ; ainfi  la  racine  cherchée  fera  d-peu-près  ç =* 
îT^rVr;=0-0Mi3S’  > & x = — i — ç=.—  1-054139. 

Remarque.  Il  fera  plus  sdr , pour  ne  pas  fe  tromper 
dans  la  détermination  de  l’échelle  de  relation  , d’ordonner  da 
transformée  de  maniéré  que  l’unité  pofitive  étant  dans  le  ie- 
cond  membre  de  l’équation  , les  autres  termes  fe  trouvent  dans 
le  premier , de  manière  que  les  expofants  aillent  en  décroif 
üânt  à l’CR'dinaire.  Ainfi  dans  cet  exemple , on  auroit  pu  dif- 
pofer  la  transformée  de  cette  manière  3;? -|- 183;==»! , 
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& alors  les  termes  de  l’échelle  feront  les  coefficients  i , + 8 , 
-|-  1 8 , dans  le  rang  qu’ils  occupent , & avec  les  lignes  des 
termes  dont  ils  font  les  coefficients. 

IIS.  Soit  réquation  — 4x’--f-éx  — ao  = o,  qui 
a une  feule  racine  réelle  comprife  entre  3 & 4,  mais  pdus 
proche  de  4 que  de  3.  Si  donc  on  fait  x = 4 — ç , l’on 
trouve  0 = 4 — ^ — Ç*  > équation  que  je  dif-' 


pofe  ainfi  ïî = i , ou  de  cette  maniéré 
-f-  -îpf  = I.  Si  je  fais  maintenant  =y  , 
j’aurai  la  nouvelle  transformée  lyJ  — ^ qui 

donne  pour  échelle  de  relation  i , — 8 , -f-  1 1 , d’oû  naît  la 
férié  1+114-113  + 1157  + 11845  + iiii<>5  H~  &c. 
qui  tend  à devgnir  géométrique.  On  aura  donc  y 

= îTnV»  = 0 097678  J donc  j ■=  o- 195356,  & x = 4 
— 3 8o4I'44. 

Il  3.  Afin  de  rendre  notre  Algèbre  plus  complctte  , nous 
croyons  devoir  dire  un  mot  de  la  maniéré  dont  le  célébré 
Euler  emploie  les  fériés  récurrentes  dans  la  recherche  des^ 
racines  des  équations.  Le  fondement  de  fa  méthode  confifie 
à déterminer  pour  chaque  équation  une  fuite  de  nombres, 
comme  a , b , c , &c.  tels  que  chaque  terme  de  la  fuite  divifé 
par  le  précédent , indique  la  valeur  de  la  racine  d’autant  plus 
exaéfement  qu’on  aura  continué  plus  loin  cette  fuite  de 
nombres.  • • 

Suppofons  , dit-il  dans  (bn  Algèbre  , que  nous  foyons 

parvenus  déjà  aux  termes  p,  q , r,  /,  r , &c.  il  faudra  que  - 

indique  la  racine  x déjà  allez  exaâement  j*c’eft-à-dire , qu’on 

ait.i  tfès-peu-prés  - = x.  On  aura  de  irfême  - = x,  & 
^ P î 

la  multiplication  des  deux  valeurs  donnera  - x x.  De 


plus  comme  ^ «=  x , oi^^anra  auffi  - «=  x*  j enfuite , puif-’ 
que  - X , on  aura  - = x+  , & ainfi  de  fuite. 

f 

Soit  l’équation  x x*=  x + i , & fuppofons  que  dans  la 
férié  ci-delTus  fe  préfentent  les  termes  p,q,r,f,  t,  &c. 

Or  comme  x,  & ^axx>  nous  obtiendrons  l’équa- 


■ XX  > nous  obtiendrons  l’équa- 
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tion  =3  ^ -f-  I -,  o\i  q-\- p=r.  Et  comme  nous  trouvons 
PP 

de  la  même  manière  que  / r-f-g,&r«==/+r;  nous 
conclurons  que  chaque  terme  de  notre  fuite  eft  la  tomme 
d<^  deux  termes  précédents  ; de  forte  qu’ayant  les  deux  pre- 
miers termes  on  elt  en  état  de  continuer  la  fuite  auiïi  loin 

Su’on  voudra.  Quant  à ces  deux  pren^rs  ttrmes  ( dit  ce 
avant  ) , on  peut  les  prendre  à vol^jjjB  fffious  fuppofons 
donc  qu’ils  foient  o , r , notre  fuite  lem  o,  i, 1,1,3, 5, 
13,11,34,^5,  89,  T44 , &c.  & telle  que  fi  on  divife 
un  terme  par  celui  que  le  précédé , on  aura  une  valeur  de  x 
d’autant  plus  approchante  de  la  véritable  qu’on  aura  choifi  un 
terme  plus  éloigné.  L’erreur  véritablement  très-grande  au 
' commencement  ^ mais  plus  on  avance , plus  elle  diminue. 
Si,  oar  exemple  , on  fait  x = fj- , on  a = TT  + i *= 
où  l’erreur  n’cft  que  de  7^  : les  termes  fuivants  la  Àonneroienc 
encore  plus  petite. 

Confierons  l’éqiuition  xx  ==  xx  t , Sc  puxfque  x 

~ Sc  XX  = - , nous  aurons  - = — - •+  i , ou  r = xa 
P P PP  * 

•4-  P ; d’où  l’on  peut  conclure  que  le  double  de  chaque  terme 
ajouté  au  terme  précédent  donne  le  terme  fuivant.  Si  nous 
commençons  donc  encore  par  0,1,  nou^auroiB  la  forie 
<f,  I , X , 5 , 1 1 , x9  , 70 , 1 6 9 , 408 , &c. , d’où  il  fuit  que 
la  valeur  cherchée  de  x fera  exprimée  de  plus  en  plus  exaéle- 
naent  par  les  fradlions  fuivantes  :i,4>  î> 


W > TT*  > approcheront  toujours  davantage  de  la 

véritable  valeur  de  xe=»  1 -J-  v'^x. 


Soit  l’équation  x^  = 


ts=>—  ^Sexi  *=•  — , Sc  l’on  tan  fsta  r X q P , par  où 

P . P 

^ l’on  voit  comment  par  les  trois  tei||pies  p , q,  p,  on  doit  dé- 
terminer le  fuivant /,  Sc  comme  le  commencement  de  la  fuite 
cherchée  eft  arbitraire  , on  peut  'former  la  férié  fuivantc  : 
o , o,  I , t J 3 ; 5,  rj  , z8,6o,  izp,  Scc.  ainfi  les  valeurs 

J_  _ o I 1 I 6 t I IJI  « o 11»  « 

OC  X lotit  t^3»Ti7»7»  «jTijx»»  «o»  • 

Si  nous  prenons  pour  x la  fntâion  , on  trouvera 


= 1 V"x. 

-L  XX  -1-  I.  On  fera  x •=^~iX* 

* ' P 

l’on  aura  /=«  r-\-  xq+p  , par  où 


* Nous  parlerons  dans  la  feconde  partie  de  cet  Ouvrage  de  la 
valeur  de  la  feaûion  | , qui  peut  être  finie  ou  infinie , ou  o : 
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K 


pour  le  premier  membre  de  l’é(jüation  propofôe  la  quantité 
, & pour  le  fécond  membre  ^ -j-  i = , oii 

l’erreur  n’eft  que  de  • 

Il  faut  remarquer  cependant  ( dit  M.  Euler  ) que  toutes 
les  équations  ne  font  pas  de  nature  à pouvoir  y appliquer 
cette  méthtfde  i & particuliérement  lorfque  le  fécond  terme 
manque , elle  ne  peut  être  employée.  Car  foit , par  exempU , 

= 1 } fi  on  vouloir  &ire  x — — ,Sc.xx=^  — , on  au- 

P P 

roit  — = s,  ou  r<^ipi  c’eft-idiie,  r »=  o X j-|-  ip , d’où 
P 

réfulteroit  la  fuite  i,  i,  a,  2,4,4, 8,*8, 16, 16,  ji,  ji.&c. 
de  laquelle  on  ne  peut  rien  conclure,  parce  que  chaque  terme 
divifé  par  le  précédent  donne  toujours  x — 1 , oa  x = x, 
Alais  fi  dans  l’équation  propofée,.  on  Tuppofe  •»  — y — i , 
on  trouxera  i *j&fi  l’on  lait  maintenant  y =3« 

» Scyy=‘  — on  aura  l’approximation  que  nous  avons  don- 
née ci-delTus.  ' 

Il  faut  obiêrver  de  plus  ( ajoute  ce  Savant  au  fiijet  de  cette 
méthode  ) que  lorlque  l’équation  a une  racine  rationellê, 
& qu’on  choifit  le  commencement  de  la  période  tel  que  cette 
racine  en  réfulte,  chaque  terme  de  la  fuite  divifé  parle  terme 
précédent , donnera  élément  la  racine  exaélement.  Soit 
l’équation  xx  ==*-{-  i , dont  une  des  racines  eft  x = 1 j 
comme  on  a ici,  ponr^la  férié , la  formule  r—  q z p , fi 
on  prend  i , 2 pour  les  deux  premiers  termes , on  a la 
fuite  i,2,4,8,ié,é4,  &c.  qui  efi  une  progreffion 
géométrique  croilTante  dont  l’expofam  efi;  2. 

Mais  lorlque  le  commencement  de  lafuite  s’écarte  de  laracine  } 


ainfi 


(*  — *)?  _ 


0x5 


». 


(^  — 0-? 


'(2— 2)- y ^ (i— i)  (i— 1)_ 

i =s  00  ,en  confidéranto  comme  une  quantité  infiniment  petite. 
Mais  (»-t)  (1— »)3  . (i  — iM  ^ oxx_o_ 

Ceft  tout  ce  que  je  dirai  maintenant  fur  cette  matière,  que  jp 
traiterai  plus  au  long  dans  le  calcul  diflérentieL 

* Dans  la  traduéfion  ffançoilê  de  l’ateébre  de  M.  Euler , on 
trouve  y ‘ -f-iy— - i , équation  mSe}ce  qui  làns  doute 

elV  une  faute  d’imprefiion. 


r 
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il  ne  faut  pas  croire  qu’on  ira  du  moins  en  s’approchant  de  cçtre 
racine  •,  la  fuite  ne  donne  par  approximation  que  la  pfus  grande 
racine  ( il  ne  s’agit  pas  ici  des  équatiqps  du  premier  degré)} 

& l’on  ne  trouve  pas  une  des  moindres,  à moins  d’avoir  choill 
les  premiers  termes  convenablement  pour  cet  effet.  Soit  l’é- 
quation x»==^x  — 3 , dont  les  deux  racines  font  *=  i & 

X = 3.  La  formule  pour  la  fuite  eûr  — — ^p'y  Sc  fi  l’on 

prend  i , i pour  le  commencement  de  la  férié  , qui  indique 
par  conféquent  la  plus  petite  racine , on  a pour  la  fuite  en- 
tière ; 1 , I , I , I , &c.  Mais  fi  on  adopte  pour  premiers 
termes  les  nombres  1,3,  qui  contiennent  la  plus  grande  ra- 
cine , on  a la  fuite  : J , 3 , 9 , X7  , 81 , 143 , 7151 , &c.  qui 
indique  avec  précifion  la  racine  3.  Enfin  fi  on  adopte  un  autre 
conunencement , pourvu  qu’il  foit  tel  que  la  plus  petite  racine 
n'y  (bit  pas  comprife  , la  férié  fera  telle  que  le  quotient  d’un 
terme  par  le  précédent  approchera  toujours  de  plus  en  plus 
de  la  racine  3 a proportion  qu’on  s’éloignera  du  premier  terme 
de  la  férié  ; mais  les  quotients  n’approcheront  pas  de  la  plu)  . 
petite  racine. 

Soit  réquation  -f-  x -j-  x -j-  &c. 

La  férié  doit  être  telle  pour  cette  équation , que  chaque  terme 
foit  égal  i la  fomme  de  tous  les*  précédents  , c’en- à-dire  , 

2u’on  aura  i, 1,1,4,  8,  \6  , 31, ^4,  ix8,  &c.  ce  qui 
it  voir  qu’une  des  racines  de  l’équation  propofée  efi  a 
exaâement.  Eu  divifânt  l’équation  par  , on  trouve  i = 

— 4--Ï — }- ^ — ; d’oû  l’on  tire  I = — ^ — , 

JC  XX  JC»  X — I X — 1 

X !==!,&  x=i. 

En  examinant  cette  méthode  avec  un  peu  d’attention,on  s’ap- 
perçoit  facilement  que  les  premiers  termes  de  la  férié  ne  doivent 
pas  tous  être  = o , & qu’ils  ne  font  pas  entièrement  arbitraires, 
comme  l’Auteur  femble  vouloir  le  faire  entendre } ce  qui  n’em- 
pêche pas  qu’elle  ne  foit  très -élégante. 

Des  Fraclions  continues. 

114.  Il  y a encore  une  autre  efpece  de  fériés  , dont  je 
crois  devoir  donner  une  notion  aux  Commençants  : je  veux 
parler  des  frayions  continues.  Lorfqu’une  fraôion  a pour 
dénominateur  l’alTemblage  d’un  entier  & d’une  fraéfion } que 
«eue  fécondé  firaâion  a auilî  pour  dénominateur  l’affemblage 
d’un  entier  & d’une  fraûion , & ainfi  de  fuite  l’exprelfion 
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qui  en  réfulce  s’appelle  fraition  continue  : ainlî  l’exprelllon 
— A'  • - , 

+ &c.  eft  une  fraûion  continue.  Tap- 
b*  <f  * 

pellerai  frayions  intégrantes  les  fradtions  — , — — Sec.  de 

<?  b ^ c 

l’aireRiblage  defquelles  réfulte  la  fraAion  continue.  Si  les 
numérateurs  a'  y 6'  ,</ , Sec.  font  chacun  =>  i , la  férié  ou 

fi:aéUon  continue  précédente  fera  — i 

" T + . 

c + &c. 

. • . .J 

lie.  Pour  réduire  la  fraétion  continue  — , i'  , ' 

tf-f-T-  , e' 
é — en 
c 

firaétion  ordinaire  , fopere  en  allant  de  droite  i gauche  & je 

réduis  le  dénominateur  é + — de  la  fécondé  fraéüon  en  la 

c • ^ 

fraétion  équivalante  — j ainfi  l’alfemblage  des  deux  frac- 

lions  ~r  c'  . ,,  - ^ , 

é -f-  •—  peut  être  regardé  comme  une  fracuon  dont 

le  numérateur  = b'  & dont  le  dénominateur  efr  — --- — ; 


donc  on  aura  la  valeur  de  -7-  , c ,,  éc-4-c' 

en  divifant  é'par-»-i — , 
- • c . ^ c ^ 

h'c 

c’eft-â-dire  que  cette  valeur  eft  =*=  y-- — ;;c'eft  pourquoi  la 

, . 4 c 4-  c ^ V 

fiaéHon  continue  propofée  eft  =» — , b' c - 

^ ‘ n •+•  7 ; — 7»  Mars  a 4- 

e>  c 4~  t 


y c abc  -f-ac'  -f-t'e 


b c -j-  y bc-f-c' 

eft (*^H-  (^) 


} donc  notré  fiaétion  continue 


, , , , U eft  clair  qu’en  remontant  ainlî  de 

droite  à gauche , on  pourra  réduire  toute  fraftion  continue , 
• dont  le  nombre  des  termes  fera  hni  en  une  fraétion  ordinaire. 

Totne  /.  Y 
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Appelions  S la  valeur  totale  de  la  fraâioa  continue 

d -f-  &c.  ; il  cft  aife  de  voir  que  fi  en  allant 
de  gauche  i droite  on  prend  la  première  fraftion  intégrante 
feule  , puis  les  deux  premières  îraétions  intégrantes  feules , 
puis  les  trois  premières  fraéiions  intégrantes  feules  , Bc 
ainfi  de  fuite , on  aura  des  quantités  alternativement  plus 
petites  & plus  grandes  que  Sj  c’eft-à-dire  , que 

s<~,s>^  y y 

^ ^ -é- - , &C.  ar  dans 

la  première  expreflion  ~ > Je  dénominateur  a eft  plus  petit 

que  le  véritable  dénominateur  , puisque  le  demiv  eft  formé 
de  l’addition  de  a avec  toutes  les  fraéiions  qui  fuivent  à 
droite.  Dans  da  féconde  expreflion  le  dénominateur  b étant 

aufli  uop  petit , lafraéüon  eft  trop  grande , & par  confé* 

y 

quent  le  dénominateiu-  <1  -f-  y eft  trop  grand  } ainfi  la  frac- 
tion dont  le  numérateur  eft  a'  & le  dénominateur  n -f-  ^ 

b 

eft  trop  petite.  Il  cft  maintenant  facile  de  voir  que  l*alTém- 
blage  des  trois  premières  fractions  éft  plus  grand  que  S ; que 
l’aliemÉlage  des  quatre  premières  fraéüons  intégrantes  cft  plus 
petit  que  S j &c.  - ’ 

Il 6.  Soient  A & B deux  nombres  entiers  & pofitifs^mais 

A^B.  Pour  réduire  la  firaéüon-g-  en  fraéfion  continue,  opérez 

comme  fi  vous  cherchiez  le  plus  grand  commun-divifeur  de 
A & de  B (31)  ; divifez  donc  A par  B pour  avoir  le  quo- 
tient A ; divifez  enfuite  le  dénominateur  B par  le  telle , & 
nommez  le  quotient  b ; divifez  après  cela  le  premier  relie  par 
le  fécond  , & faites  le  quotient  = e ; continuez  ainfi  en  di- 
vifâne  toujours  l’avant-dernier  relie  par  le  dernier  telle , jiif- , 
qu’à  ce  que  vous  parveniez  à une  divifion  qui  ne  lailTe  aucun  > • 
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lefte , ce  qui  doit  nécelTaireincnt  aniver  , puirquc  les  reAes 
fout  des  nombres  entiers  qui  vont  en  diminuant  \ Vous  aurez  . 

la  fraûion  continue  < + -r  . * 

. ^ • </  -4~  <]vi  Tera  ^gale 

à la  ftaâion  „ ; & cette  fraâion  continue  contient  un  entier  a. 
0 

Soit  Divifant  1103  par  887,  on  a le  quotient 

<z  I , & le  refte  ai^.  Divifant  887  par  iid , on  aura  le 
quotient  4 = ^ & le  reAe  13  3 on  divifera  ii6  par  13  , ce 
qui  donnera  le  quotient  ^ & le  reAe  9 > on  divifera  encore 
23  par  9 , on  aura  le  quotient  1 & le  reA^  ; on  divifera 
ÿ par  5 , on  aura  le  quotient  i & le  rçAe  on  divifera  5 
par  4 , on  aura  le  quotient  i & le  rcAe  i : enfin  divilànt 
4 par  I , on  aura  le  quotient  4 & le  rcAe  o , de  ibrte  que 
l’opération  fera  finie.  RaAêmblant  donc  par  ordre  les  quoaents 
trouvés , on  aura  cette  férié  1, 4,9,  a,i,i,43&la  frac- 
tion continue  cherchée  fera  = i H- 


f . • 

Si  nom  ^tranchons  887  de  1103  pour  avoir  le  reAe  srtf  ^ 
la  fraaion  fera 

' ' ; or  on  trouvera  faci- 

lement ce  réfultat  en  divifant  887  par  iid  3 divifant  enfuite 
^l6  par  le  reAe  que  donne  la  première  divifion  3 divilànt 
après  cela  le  premier  rcAe  par  le  fécond  3 & ainfi  de  fuite 
pour  avoir  les  quotients  4, 9, x, 1,1, 4,  dont  on  formera  1a 
iraéUon  continue  i . i 

**»+-r&c. 

Et  félon  Ce  que  nous  avons  dit  ci-deiTus , faifânt  |îy==S,nous 
aurons  S<i,S>i^i  ç^i 

r .A 

Soit  la  fraétion  numérique  & pofitivc  ^ , dans  laquelle 


A eA  ^ B , telle  que  l’on  ait  ^ 


: S ^ -î- , r 

é + J-+-&C. 

Cette  fnétion  étant  réduite  en  fiaétion  ordinaire  donne,  en 

Y 2 
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bc-\-l 


fe  bornant  à trois  fraftions  intégrantes , S ■. — ; ; — , 

° abc-^  a-{-c 

& l’on  ne  peut  avoir  une  valeur  plus  approchée  de  S au  moyen 
d’une  éaâion  qui  Toit  exprimée  en  des  plus  petits  nombres 

b c I ^ 

que  la  fraftion  j j ^ fuppofê 

S-=-,  I ' 

‘*■^74--  I 

' c ajoutant  une  fraftion  intégrante 

. • . - hep  *4"  h 4"  P 

de  plus , pour  avoir  S = — r ; ^ ; — , 

^ . ah  c P a b a P cp  1 * 

cette  fraftion  ^a  exprimée  par  des  plus  grands  nombres  que 
la  précédente.  ™ 

La  fraftion  étant  = ï+j. 

• ^ ^ i , fi  nous  (àifbns 

bc  \ 

a , P = I , nous  aurons 


4,‘î==S». 

9x4-1 


19 


, & 


abc-{-u-\-c 
bcp-\-b-^p 


4 ' P * 1 4 78  dhcp  -}»  a b a p c p *4"  l , 

x8 

’*>y‘ 


J^in  -du  Calcul. 
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D 

GÉOMÉTRIE. 

• 

1.  A géométrie  eft  la  fcience  de  Cefpace 
ou  de  r étendue  en  longueur  y laggeur  ^ profondeur.  ' 
La  ligne  n’eft  autre  choffe  que  1 etendue  confidérée 
fans  largeut  ni  profondeur.  La  furface  eft  l’écenduç' 
confidérée  en,  longueur  & largeur  feulement.  On  ap* 
pelle  folide  * les  trois  dimenftons  prifes  enfemble,. 
c‘eft-î-dire  i la  longueur  , la  largeur  & la  profon-- 
deur.  L’extrémité  aime  ligne  s’appelle  un  point  ^ 
& il  eft  évident  que  la  ligne  n’ayaiK  n-i  longueur 
ni  profondeur  ( ou  étant  confîdéréaHjkme  telle  ) ,. 
on  ne  peut  concevoir  dans  le  polBmi  largeur  , 
ni  profondeur  : on  peut  cependant , pour  aider 
rimagination  , confiaérer  le  point  comme  ime 
étend^  d’une  longueur  y largeur  & profondeur 
très-petites. 

La  ligne  droite  eft  celle  qui  va  d’un  point  à 


* On  n’entend  pas  ici  par  folide  un  amas  de  parties  maté- 
. rielles  j mais  feulement  un  eipace  long , laige  & profond  y 
que  cet  efpace  contienne  un  corps , ou  qu’il  foie  parfaitement 
Tuidft. 
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l’autre  fans  fe  détourner  à droite  ni  i gauchf , telle 
eft  a ^ ( figure  première  ).  On  peut  la  concevoir 
formée  par  le  mouvement  d'uu  ^int  qui  va  dé 
a en  b fans  fe  détourner  d’aucun  coté. 

1.  Corollaire.  Delà  il  fuit  que  k ligne 
droite  eft  la  plus  courte  qu’on  pullTe  tirer  entré 
deux  points. 

La  ligne  courbe  el^elle  qui  eft  engendrée  par  le 
mouvement  d’un  point  qui  à chaque  moment  s’é- 
carte très-peu  de  la  ligne  droite.  Telles  font  les 
lignes  acb  y ad  b.  On  appelle  ligne  mixte  y une 
ligne  pxb  y compofée  tfune  ligne  droite  px  Sc 
d’une  ligne  courbe  x b.  Enfin  j’appelle  ligne  an-- 
guleufe  une  ligne  apx  compofée  de  deux  lignes 
droites  apy  px  y qui  n’ont  pas  la  mêmedireéUon. 

5.  Corollaire.  On  ne  peut  tirer  qu’une 
ligne  droite  a b , entre  deux  points  aS/C  b y mais 
on  peut  faire  palTer  tant  de  courbes  que  l’on  voudra 
par  ces  mêmes  points  a 8c  b. 

La  ligne  circulaire  eft  une  ligne  courbe  ( fig-i) 
décrite  par  l’extrémité  a de  la  ligne  acy  qui  tourné 
autour  d’un  p^nt  fixe  c.  Ce  point  c eft  appellé  le 
centre  , & évident  que  tous  les  points  de  la 

ligne  circula^^qu’on  appelle  encore  circonférence 
du.cercle  ) font  également  éloignés  du  centre.  On 
appelle  cercle  l’efpace  renfermé  dans  la  circonfé- 
rence * ; c’eft-à-dire , que  le  cercle  eft  une  furface 
plane , terminée  par  une  ligne  courbe  qu’on  ap- 

Eelle  circonférence  , dont  tous  les  points  font  éga- 
lent éloignés  d’un  point  qu’on  nomme  centre. 

4.  Corollaire.  Delà  il  fuit  que  toutes 

f • " 

* Quelquefois  cependant  on  fe  fett  du  «oc  cercle  pour 
défigner  la  circonférence. 
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0 les  drcMCes  tirées  du  centre  à la  circonférence  ( on. 

• les  Appelle  des  rayons)  font  égales.  De  même  tous 
les  diameties  font  égaux  ; car  un  diamètre  é d eft 
une  ligne  droite  , qui  palTant  par  le  centre  eft  ter- 
minée de  part  & d’autre  à la  circonférervee  y de 
forte  qu’il  eft  compofé  de  deux  rayons  égaux.  Mais 
les  lignes  qui  font  terminées  de  part  & d’autre  à la 
circonférence  fans  palTer  par  le  centre , ne  font  pas 
égales.  Çes  fortes  de  lignes  font  appellées  cordes  j 
oril  eft  vifible  qu’une  corde  /d  eft  d’autant  plus 
petite  qu’elle  eft  plus  éloignée  du  centre.  > 

5.  Corollaire.  Tout  diamètre  id  par- 
tage la  circonférence  & le  cercle  en  deux  parties 
égales  ; car  fî  l’on  conçoit  la  partie  Bfd  pliée  fur 
le  diamètre  bd  y il  eft  clair  que  tous  les  points  de 
la  partie  df  b , s’appliqueront  exactement  fur  tous 
les  points  de  la  partie  bad  : car  fi  le  point/,  par 
exemple  , tomboir  en  dedans  ou  en  dehors  de  la 
partie  é ad,  tons  les  points  de  la  circonférence  ne 
feroient  pas  également  éloignés  du  centre  c.  ; ■■ 
Les  Géomètres  conçoivent  la  'circonférence  de 
tout  cercle  grand  ou  petit  divifée  en  }<îo  parties 
égales  , qu’ils  appellent  degrés.  Chaque  degré  fe 
divife  en  60  parties  égales  qu’on  nomme  minutes  , 
chaque  minute  en  60  parties  égales  qu’on  nomme 
fécondés  3 chaque 'fécondé  en  60  riercer,  & ainfi  de 
fuite.  Le  caractère  qui  défigne  le  degré  eft  celui  * 
de  la  minute  ' , celui  de  Ta  fécondé  " , celui  des 
tierces  &c.  ainfi  5 j ® 7'  i a"  j o'"  fignifient  j 5 de- 
grés , 7 minutes  ,12  fécondés  ,30  tierces. 

On  appelle  cercles  concentriques  ^ ceux  qui  ont 
nn  même  Centre  c ( fig.  3 ).  On  nomme  cercles 
excentriques  J ceux  qui  ont  différens  centres  (fig.  4). 
On  appelle  fécante?\QS  lignes  qui  coupent  un  cer- 

Y 4 
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de  , telles  quea^^  ( fig.  itf  ) ; & tangentes  , fcelles^ 
qui  le  touchent  fans  le  couper,  comme  ab 
On  appelle  arc  i[un  cercle^  une  partie  de  fa  civon-' 
férence  xd  ( fig.  5 ).  Un  fedeur  de  cercle  eft  l’ef* 

{»ace  renfermé  entre  deux  rayons  md  ^ mx  ^ Sc 
’arc  X d terminé  par  ces  deux  rayons.  On  appelle 
fegment  l’efpace  compris  entre  un  arc  dx  & fa  corde. 

6.  Les  lignes  perpendiculaires  _ font  celles  qui 
tombent  fur  une  autre  ligne  fans  pencher  d’un  côte 
ni  de  l’autre.  Ainfi  Ax  ( fig.  6 ) eft  perpendiculaire 
fur  a b.  Il  eft  évident  aulli  que  fi  /z  a:  ne  penche  ni 
du  côté  de  a , ni  du  côté  b , ab  ne  penchera  pas 
non  plus  ni  du  côté  de  A , ni  du  côté  de  x ; c’eft-à- 
dire , que  fi  une  ligne  eft  perpendiculaire  fur  une 
autre  ligne  , la  fécondé  fera  aufli  perpendiculaire 
fur  la  première.  On  appelle  lignes  obliques  celles 
qui  en  rencontrent  une  autre  en  penchant  plus  d’un 
côté  que  de  l’autre  ; ainfi  hf  ha  font, obliques 
fur  ab  \ car  la  première  penche  plus  du  côté  de  a , 
que  du  côté  de  A , & la  fécondé  penche  plus  du 
côté  de  b J que  du  côté  de  a.  Les  lignes  parallèles 
font  celles  qui  font  partout  également  éloignées 
l’une  de  l’autre.  Ainfi  elles  ne  peuvent  fe  rencon- 
trer quelques  prolongées  qu’elles  foient  : telles 
font  les  lignes  hp  y m n ^ dont  tous  les  points 
correfpondants  h ic‘m  y p &c  n font  toujours  égale- 
ment éloignés. 

Un  angle  n’eft  autre  chofe  que  l’ouverture  que 
laiftent  entr’elles  deux  lignes  acy  de  y qui  fe  ren- 
contrent en  un  point  c ( ng.  3 ) ; ainfi  dca  etl  un 
angle.  Il  eft  vifible  qu’à  proportion  que  le  point  d 
s’éloig  ne  du  point  a , l’angle  d c a Hevient  plus 
grancT,  aufli-bien  qu^l’arc  ad;  de  forte  que  l’arc  ad 
àroît  en  même  temps  que^I’angle.  11  eft  vifible  aulli 
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que  l’angle 'gcf^  dont  les  côtés  font  plus  petits 
que  ceu^de  l’angle  acd  , lui  eft  cependant  égal. 

. 7.  CoRôLLAiRE.  Donc  premièrement  la  gran- 

deur d’un  angle  ne  dépend  pas  de  la  grandeur  de 
fes  côtés.  .Secondement  l’angle  doit  s’eftimer  par  le 
nombre  des  degrés , minutes  , fécondés  , &c.  de 
l’arc  de  cercle  compris  entre  fes  côtés,  en  fuppofant 
que  la  pointe  de  l’angle  eft  au  centre  du  cercle. 

Lorlqu’un  angle  eft  formé  par  deux  lignes  cour- 
bef , on  l’appelle  curviligne  ; mais  on  le  nomme 
mixtilïgne  lorfqu’il  eft  formé  par  une  ligne  droite 
& une  ligne  courbe  : l’angle  p 0 n eft  curvili- 
gne , & l’angle  nab  |^,mixtiligne  ( fig.  4 ).  Pour 
défigner  un  angle  l’on  fe  fert  de  trois  lettres , dont 
celle  du  milieu  défigifb  la  pointe  , & les  autres  les 
extrémités  des  côtés  , oü  bien  on  fe  fert  d’une  feule 
lettre  fituée  au  fommet  de  l’angle.  Un  angle  eft  ap- 
pellé  droit  lorfqu’il  a pour  mefure  le  quart  du  cercle  ; 
il  eft  aigu  s’il  a pour  mefure  moins"  que  le  quart 
du  cercle.  Ainfi  l’angle  dcp  { fig.  7)  eft  droit , & 
l’angle  Dca:  eft  aigu.  On  appelle  angle  obtus  , celui 
qui  a pour  mefure  plus  que  le  quart  du  cercle  , tel 
eft  l’angle  dca.  On  appelle  complément  d’un  angle 
la  diffirence  de  cet  angle  avec  un  angle  droit  , & ^ 
fuppiement  d’un  angle  ce  rui  manque  à cet  angle 
pour  valoir  deux  angles  dro.ts  ou  180°. 

8.  Corollaire  VI.  Donc  les  angles  égaux  ont  ^ 
des  complémens  & des  fupplémens  égaux  , & réci- 
proquement fi  deux  angles  ont  des  complémens  ou 
des  fupplémens  égaux , ils  font  égaux  *. 


‘Quand  on  dit  que  les  angles  qui  ont  des  complémens  égaux 
iônt  égaux, on' fuppofe  qu’ils fontdelamêmeefpece;  c’eft  à-dirc, 
tous  les  deux  aigus  ou  tous  les  deux  obtus  : car  l’angle  de  100^ 
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Définitions.  Un  efpace  terminé  par  des  lignes 
eft  une  figure  j & une  figure  de  trois  côtés  s’ap- 
pelle un  triangle. 

9.  Théorème.  Une  ligne  a y tombant  fur  une 
autre  ligne  bd,  forme  fur  cette  ligne  deux  angles 
acd,  acbdu  même  côté  y qu'on  appelle  contigus  , 
qui  pris  enfemble  valent  deux  angles  droits.  En  effet 
fi  du  point  c , comme  centre  , on  décrit  le  cercle 
ah  d y il  efi  évident  que  bd  fera  un  diamètre  & 
b ad  une  demi-circonférence  j mais  l’angle  bca 
a pour  mefure  l’arc  ba  y & l’angle  acd  z.  pour 
mefure  l’arc  ad  \ ainfi  ces  deux  angles,  pris  enfem- 
ble , ont  pour  mefure  la  d^|û-circt>nférence  b ad  y 
& par  conféquent  ils  valeqBjeux  angles  droits. 

I O.  Corollaire  I.  Deux  angles  contigus  ou  de 
fuite  font  fupplémens  l’un  de  l’autre , & u l’un  de p 
eft  droit , l’autre  bc p doit  l’être  j & la  mefure  de 


l’angle  droit  doit  être = 90°  j or  dans  ce  cas 


p c ne  penchant  pas  plus  du  côté  de  b que  du  côté 
de  d eff  perpendiculaire  fur  b d. 

II.  Corollaire  II.  Les  angles  dey  yb  cy , 
formés  par  la  ligne  h d Scia,  ligne  ac  prolongée  , 
^^uront  aulli  pour  mefure  une  demi-circonférence 
de  cercle  byd  y 6c  par  conféquent  ils  vaudront  en- 
femble 180°.  Si  par  le  point  c on  tire  tant  de 
^ lignes  que  l’on  voudra  , tous  les  angles  bc  a' , aep  y 
pcx  y xcd  y formés  au-defliis  de  la  ligne  bd , au- 
ront pour  mefure  la  demi-circonférence  b ad.  De 
même  tous  les  angles  formés  au-deflbus  de  b c d y 


& l’angle  de  80°  bnc  le  nacme  compléinenc  10°  , cependant 
ils  ne  font  pas  ^gaux.  Il  y a des  Auteurs  <jui  dilent  que  le 
complément  d’un  angle  eft  ce  qui  manque  a cet  angle  pour 
valoir  up  adgle  dIoi^ 
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auront  pour  mefure  -la  demi  - circonférence  infé- 
rieure byd\  donc  ils  vaudront  deux  angles  droits  j 
donc  tous  les  angles  qu’on  peut  former  autour  d’un 
point  c valent  pfécifément 

II.  Théorème.  Les  angles  oppofés  au  fommec 
font  égaux.  Les  angles  oppofés  au  fommet  font 
ceux  qui  ont  leurs  pointes  oppofées  & qui  font  faits 
par  deux  lignes  qui  fe  coupent  : tels  forit^es  angles 
acb  , dcx  ( fig.  5 ) , qiû  font  égaux  i car  l’angle 
ûc  d eft  fiipplément  de  l’un  & de  l’autre  j donc  (8) 
ces  angles  font  égaux  3 donc , &c. 

1 5 Théorème.  Une  ligne  fx  qui  coupe  deux  pa- 
rallèles la  , bd  , forme  avec  elles  des  angles  a,  b 
fitués  de  la  même  maniéré  (fig.  8) , on  les  appelle  cor-  . 
refpondans  ^ égaux.  Car  il  eft  vifible  que  les  lignes 
bd,  la  ne  font  pas  plus  inclinées  l’une  que  l’autre  ' 
fur  la  ligne  f x du  côte  du  point  / autrement 
ces  lignes  s’approcheroient  l’une  de  l autre  d un 
côté  , & par  conféquent  ne  feroient  point  pa- 
rallèles \ mais  c’eft  de  l’inclinaifon  des  lignes  que 
dépend  la  grandeur  des  angles  \ donc  l angle^  a eft 

égal  à l’angle  b.  1 1 t 

On  appelle  angles  alternes-internes  les  ays  b 

& c fitués  entre  les  parallèles , mais  de  differens 
côtés  de  la  fécante  ; angles  alternes-externes 
angles  qui  font  ficué*  hors  des  parallèles  de  dif- 
férens  côtés  de  la  fécante  , comrtie  a,  a;.  Les  angles 
alternes  appartiennent  toujours  l’un  a lune  des 
parallèles  , & l’autre  à l’autre  parallèle.  ; ' 

CoRotLAiRE  I.  11  fuit  de  ce  théorenie  que 
les  angles  altetnes-internes  font  égaux  entr  eux  , 
aufll-bien  que  les  angles  alternes-externes  ; car 
( par  le  théorème)  b ■=  a ; or  a — c , parce  qu  ils 
font  oppofés  au  fommet  j donc  b=cj  donc  i ° &c. 
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2 O a =sb , parce  qu’ils  font  correfpondans  , b ■=x y 
parce  qu’ils  font  oppofés  au  fommet  j donc  a~x ; 
donc  2®  &c. 

CoRdLLAiRE  II.  Deux  angles  foit  internes  , 
foit  externes  du  meme  côté  de  Ta  fécant^  , valent 
toujours  deux  angles  droits  ; car  a & m «ant  con- 
tigus valent  deux  angles  droits  ( 9 ) ; mais  a-=.b  , 
donc  m 3^  b valent  deux  angles  droits.  De  plus  g 
& b étant  contigus  valent  1 80®  j mais  b = a i donc 
g 3c  a valent  deux  angles  droits  j donc  fi  l’un  de 
ces  angles  eft  droit,  l’autre  le  fera  auffi;  c’eft-à-dire, 
fi  la  fccante  eft  perpendiculaire  à l’une  des  pa- 
rallèles , elle  le  fera  de  meme  à l’autre. 

14.  Corollaire  III.  Donc  fi  deux  angles 
ont  leurs  côtés  parallèles  , ils  feront  égaux  ou  lup-»: 
plémens  l’un  de  l’autre.  Les  angles  rs p y fai  font 
égaux  ; car  s=n  q ^ parce  qu’ils  font  correfponr 
dans  ( â caufe  des  parallèles./^,  r s)  , ç = 
parce  qu’ils  font  de  même  correfpondans  ; donc 
a = s.  Les  angles  rsa  , fai  ont  leurs  côtés  pa- 
rallèles ; mais  rsq  &c  f q'H  font  correfpondans,  & 
celni-ti  eft  correfpondant  de  /a  / fupplément  de 
fai.  Si  l’on  conçoit  que  la  ligne  rs  M fe  meut  fur 
P q en  reftant  toujours  parallèle  à la  ligne  f q , ÔC 
qu’ét.int  arrivée  en  q , l’angle  rs  p { qui  eft  devenu 
f q p)  i ou  fon  oppofé  au  fcfmmet  M j ^ ( qui  eft 
devenu  A^N)  fe'meut  le  long  de  la  ligne /^  , 
de  maniéré  que  la  ligne  r s foit  toujours  fituée 
{\xt  f q y jufqu’à  ce  que  la  ligne  s p rombe  fur  a i 
l’angl%rj/>  fe  confondera  avec  fai  y Sc  l’angle 
M s q fera  oppofé  au  fommet  à l’angle  f a i ‘y 
mais  les  angles  rsq,  M.  s p ne  fe  confondront 
avec  l’angle  f ai  y ni  ne  lui  feront  oppofés  au 
fommet.  On  peut  donc , par  ce  qu’on  vient  de 
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dire  , connoître  dans  quels  cas  les  angles  donc  les 
côtés  font  parallèles  l'ont  égaux  ou  fupplémens 
l’un  de  l’autre.  En  général  fi  les  angles  rsp,fai^ 
dont  les  côtés  font  parelleles  , ont ^urs  pointes 
tournées  vers  la  même  région  ils  iMt  égaux  j & 
comme  l’angle  M J ^ eft  égal  rsp^  on  peut  dire 
aulîi  que  deux  angles  fai  y lAsq  feront  égaux 
toutes  les  fois  qu’ils  auront  leurs  côtés  parallèles , 

& que  l’un  des  deux  ( en  - prolongeant  fes  côtés  , 
s’il  le  faut  ) fera  oppofé  au  fommet  à un  angle 
qui  aura  fa  pointe  tournée  vers  la  même  région 
que  l’autre.  Quand  dans  la  fuite  de  cet  Ouvrage 
, on  conclura  que  les  angles  dont  les  côtés  font  pa- 
rallèles font  égaux , ils  ne  fe  trouveront  jamais  dans 
le  cas  de  ceux  qui  font  fupplémens  l’un  de  l’autie. 

1 5.  Théoremh.  Si  Us  angles  correfpondans  font 
égaux  J Us  lignes  feront  parallèles  ÿ il  en  fera  de 
même  Jî  Us  angles  cdternes-internes  j ou  alternesr- 
externes  % ou  fi  deux  angles  m , b,  o«  a , g , internes  • 
ou  externes  ^tués  du  meme  côté  de  la  fécante  j l’an 
appartenant  à la  ligne  fupérieure  o*  Vautre  à Vinfé-t 
rieure  font  égaux.  Car  dans  tous  ces  cas  les  lignes 
la  3 bd  doivent  être  également  inclinées  fur  la 
fécante  du  même  côté , ce  qui  ne  peut  être , à * 
moins  qu’elles  ne  foienc  parallèles. 

Problème.  Par  un  point  i mener  une  pa-~ 
ralUU  à la  ligne  b d.  Du  point  i , comme  centre  , 

& d’une  ouverture  de  compas  à diferétion  décrives 
un  arc  de  cercle  t h y âa  point  h où  cet  arc  ren- 
contre la  ligne  bd,  & de  la  même  ouverture  dé 
compas  décrivez  l’arc  di.  Ouvrez  le  compas  de  d. 
en  i , portez  cette  ouverture  tfe  3 en  r j par  le 
point  r & le  point  i tirez  la  ligne  i t & le  pro-' 
blême  fera  rélblu.  En  effet  les  angles  hit  y ihd 
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alrernes-internes  fonc  égaux  étant  mefutés  par  des 
arcs  'égaux  décrits  de  la  meme  ouverture  de  com- 
pas ; donc  les  lignes  bd , ti  font  parallèles. 

1 7.  Probj|me.  Mener  une  perpendiculaire  fur  utie 
ligne  ab  (fig.  9).  Des  points  aôc  b,  comme  centres 
& d’une  meme  ouverture  de  compas  * , décri ve2 
deux  arcs  xx,  g g qui  fe  rencontrent  en  h au-dellus 
de  ab  i faites  la  même  chofe  en-dellbus,  & par  les 
I points  A , A tirez  la  ligne  Ap  A j vous  aurez  la  per- 
pendiculaire que  vous  demandez.  Car  cous  les 
points  de  l’arc  x x font  également  diftans  du  cen- 
tre a de  cet  arc , de  même  tous  les  points  de 
l’arc  g g font  également  diftans  du  cçntre  b ; donc 
les  points  A , qui  font  les  interceflîons  de  ces  ârcs , 
font  également  diftans  de  û & de  A3  donc  aufli  tous 
les  autres  points  de  la  ligne  A A font  également  dif- 
tans  de  a & de  A j car  la  polition  d’une  ligne  droite 
ne  dépendant  que  de  deux  points  , le  point  p de 
* cette  ligne  ne  iauroit  être  plus  près  de  a <Jue  de  A , 
à moins  que  la  ligne  hph  ne  foie  pas  4tpite.  Donc 
la  ligne  A A , a tous  fes  points  également  diftans  de 
a 6c de  b t donc  elle  eft  perpendiculaire  fur  ûA,  c’eft- 
à-dire  qu’elle  ne  penche  pas  plus  du  côté  de  a que 
^ de  A , & de  plus  elle  coupe  a b en  deux  également. 

Corollaire  I.  De  ce  que  nous  venons  de  dire , 
il  fuit  que  toutes  les  fois  qu’une  ligne  droite  aura 
deux  de  fes  points  également  diftans  des  deux  autres 
points  d’une  ailtre  ligne, elle  lui  fera  perpendiculaire. 

Corollaire  II.  Donc  pour  mener  une  perpen- 
diculaire fur  la  ligne  üA  (hg.  10)  par  un  point  d de 


* n faut  que  l’ouverture  <lu  compas  foit  plus  grande  que 
la  moitié  de  la  ligne  uA , 'autrement  les  arcs  xx , gg  ne  fe 
couperoient  pas.  j 
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cette  ligne  , il  fuffit , après  avoir  décrit  du  point 
d comme  centre  une  demi-circonférence  acb  , de. 
décrire  deux  arcs  qui  fe  coupent  en  A , en  décri- 
vant ces  arcs  de  la  même  ouverture  de  compas , & 
prenanr  pour  centres  les  points  a Sc  b , où  la  demi- 
circonférence  coupe  la  ligne  donnée  a b.  Tirant 
enfiiite  la  ligne  hd  y dont  les  points  h &c  d font 
également  diftans  des  points  a S>c  b , l’on  aura  la 
perpendiculaire  demandée.  ^ 

Corollaire  111.  Si  du  point  h , hors  d’une 
ligne  a b { fig.  1 1 ) , on  veut  mener  une  perpendi- 
culaire à cette  ligne  ^ du  point  h on  décrira  un 
arc  de  cercle  c c , qui  coupe  la  ligne  a ^ en  deux 
points  , des  points  d’interleétion  comme  centre  6c 
de  la  même  ouverture  de  compas  décrivant  deux 
arcs  qui  fe  couperont  en  p , l’on  tirera  la  ligne  Ap  ,, 
qui  fera  la  perpendiculaire  demandée.  £n  effet  les 
points  c &c  ç font  également  éloignés  du  point  p. 
& du  point  h ( centre  de  l’arc  cc)  j donc  la  ligne  hp 
a deux  points  également  éloignés  des  deux  autres 
points  de  la  ligne  ab\  donc  ( Corollaire  1.  ) la  ligné 
Ap  eft  perpendiculaire  fur  ’ab.  - 

i8.  Théorème.  I>'un  point  p dans  une  ligne  j. 
• ou  d'un  point  h pris  hors  d’une  ligne  a b j on  ne  peut 
mener  qu'une  perpendiculaire  à cette  ligne  (fig.  6).  Car 
toute  autre  ligne  cp,  ou  Ad  penche  néceflairement) 
4 d’u^ôté  ou  de  l’autre  de  la  ligne  a b ; donc  , &e.I 
. ' Corollaire.  Donc  deux  lignes  hp  y mn  per-, 
..pendiculaires  fur  une  même  ligne  a A , font  pa- 
rallèles ! car  li  eUes-fe  rencontroient , on  pourroit 
du  point  de  rencontre  tirer  deux  perpendiculaires 
fur  la  même  ligne  a A , ce  qui  ( par  le  Théorème  ) 
eft  impolîible.  < 

Théorème.  La  perpendiculaire  eji  plus  courte 
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que  l'oblique  tirée  d’un  même  point  h fur  la  même 
ligne  a b.  Ayant  prolongé  hp  jufqii’en  a:  , en  forte 

3\xq  P h=px  ’y  il  eft  vilîble  qu’en  pliant  la  figure 
e maniéré  que  a /ferve  de  plis,  & que  hp  tombe 
fur  px  , hd  tombera  Air  dx  ^ ôc  ha  fur  ax  ; donc 
hd=dxyicha  = ax\  mais  la  ligne  an'guleufe 
hdx~^hx  \ donc  hd  moitié  de  la  première  ligne  eft 

{dus  gran'3e  que  hp  , moitié  de  la  fécondé  j donc 
a perpei^iculaire  A j?  eft  plus  coutte  que  d h j 
donc , &c. 

Corollaire  I.  La  ligne  anguleufe  hax  s’é- 
cartant plus  de  la  droite  hp  x y que  la  ligne  angu- 
leufe hdx  y la  première  doit  être  plus  grande  que 
hdx)  donc  ha  moitié  de  la  première  ligne  angu- 
leufe eft  plus  longue  que  h d,  moitié  de  l’autre  ; donc 
de  toutes  les  obliques , celles  qui  s’écartent  le  plus 
de  la  perpendiculaire  , font  les  plus  longues.  Mais 
ftdeux  obliques  hfy  A s’écartent  également  de  la 
perpendiculaire  , l’une  à droite  & l’autre  à gauche 
il  eft  vifible  qu’elles  feront  égales  j & parce  qu’il 
ne  peut  y avoir  que  deux  droites  également  éloi- 
gnées de  la  perpendiculaire, l’une  adroite  &:  l’autre 
a gauche  , on  ne  peut  d’un  même  point  h , mener 
plus  de  deux  lignes  égales  fur  une  meme  ligne  ab. 

Corollaire  II.  11  fuit-  du  Corollaire  précédent 
que  fi  la  perpendiculaire  A p eft  la  même  ( ce  feroit 
la  même  chofe  fi  l’on  avoir  deux  perpendicuÉlres 
égales  ) & fi  les  obliques  Ad,  A/ font  égales  de  part 
& d’autre  , leur  écartement  de  la  perpendiculaire , 
favoir  dp  y pf  {on  appelle  cet  écartement , éloi- 
gnement de perpendicule)  fera  égal  de  part  & d’au- 
tre ; fi  les  obliques  & les  éloignemens  de  perpen- 
dicule font  égaux  , la  perpendiéulaire  A p ( qu’on 
peut  prendre  pour  un  éloignement  de  perpendicule , 

en 
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«n  prenant  dp  y f p pour  les  perpendiculaires  ) 
fera  égale  de  part  & d’autre  ; & enhn  fi  la  perpen- 
diculaire ôc  l’éloignement  de  perpendicule  font 
égaux  de  part  & d’autre  , les  oSliques  feront  évi- 
demment égales  ; car  alors  pliant  la  figure  de 
maniéré  que  le  plis  tombe  fur  Ap, /tombera  fur  d; 
donc  hd  = kf.  De  meme  fi  hd  = hf  y h p reftant 
la  même , les  deux  obliques  égales  feront  égale- 
ment éloignées  de  la  perpendiculaire  ( Corollair^ 
précédent}  j donc  les  éloignemens  de  perpendicule 
feront  égaux.  Donc  de  ces  trois  chofes , la  perjjen- 
diculaire  , l’oblique  , l’éloignement  de  perpendi- 
cule , fi  deux  font  égales  de  part  & d’autre  , la 
troifiéme  le  fera  aufli. 

Corollaire  111.  Donc  une  lignée  a (fig.ii)  tirée 
du  centre  c fur  la  tangente  g a y zu.  point  de  con^ 
ringence  a , eft  perpendiculaire  fur  cette  tangente  j 
car  la  ligne  ca  elt  la  plus  courte  qu’on  puifle  mener 
du  point  c à la  ligne  g a , puifque  toute  autre  ligne 
menée  du  point  e à la  ligne  g a fortiroit  du  cercle 
& feroit  par  conféquent  plus  longue  que  le  rayon 
ca.  De  plus  la  tangente  ne  touche  le  cercle  qu’en 
un  feul  point,  autrement  du  même  point  on  pourroit 
tirer  deux  perpendiculaires  fur  la  même  ligne  j ce 
qui  (i8)  eft  impollîble.  Il  n’eft  pas  moins  évident 
qu’une  ligne  g a perpendiculaire  i l’extrémité  a 
d’un  rayon  c ü eft  une  tangente. 

lo.  Théorème.  Vne  ligne  c p menée  du  centre  d’an 
cercle  perpendiculairement  à la  tangente  g*h  coupe  les 
cordes  parallèles  à cette  tangente  en  deux  parties  égales 
(fig-  1 3). Car  cpeft  perpendiculaire  à ces  cordes  (13), 
& parce  que  a de  plus  un  point  c également  éloi- 
gné de  de  d (points  de  la  circonférence  du  cer- 
cle) , le  point  d’iilterfeélion  s doit  être  aufli  égale- 
Tome  I,  Z 
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ment  éloigné  de  û & de  , autrement  la  ligne  c p 
pencheroit  d’un  côté  ou  de  l’autre  de  la  ligne  ad,  Sc 
ne  lui  feroit  pas  par  conféquent  perpendiculaire. 
Donc  c P coupe  ad  Qn  deux  également  ; donc  , &c. 

Remarque.  Si  une  ligne  c p a.  deux  points 
c i s également  éloignés  chacun  des  extrémités  tz,  d 
de  la  corde  ad,  elle  lui  eft  perpendiculaire,  parce 
qu’elle  ne  penche  pas  plus  d’un  côté  que  de  l’autre 
^ar  rapport  à cette  corde. 

Corollaire  1.  Si  le  point  d’interfeétion  s eft 
également  éloigné  des  extrémités  û & </  de  la  corde 
ad , &c  que  la  ligne  c s fuit  perpendiculaire  à cette 
corde , elle  aura  par  la  dcmonftration  du  théorème, 
tous  fes  autres  points  également  éloignés  de  a & 
de  d;  donc  c s paflera  par  le  centre  c , point  égale- 
ment éloigné  de  a & de  d. 

Corollaire  11.  Donc  une  ligne  es  qui  pafte  par 
le  fommet  d’un  angle  acd,  dont  les  côtés  l'ont  égaux , 
ôc  par  le  milieu  du  côté  oppofé  à cet  angle  , pafTe 
auiïi  par  le  milieu  de  l’arc  & le  divife  en  deux  par- 
ties égales , aufli-bien  que  l’angle  mefuré  par  cet  arc. 

Corollaire  111.  Il  fuit  du  Théorème,  de  la  Re- 
marque & du  Corollaire  précédent  que  fi  des  trois 
propriété»  palfer  par  le  centre,  ètr  eperpendiculaire 
a la  corde  , couper  la  corde  en  deux  parties  égales , 
une  ligne  es  en  n deux , elle  doit  avoir  la  troifiéme. 

II.  Problème.  Faire pajfer  une  circonférence 
de  cercle  par  trois  points  donnés  a , b , d ( fig.  14). 
Ayant  joint  ces  points  par  les  lignes  ab , db  , cou- 
pez ces  lignes  (17)  en  deux  également  par  les  per- 
pendiculaires hh , XX , le  point  d’interfeétion  c de 
ces  perpendiculaires  fera  le  centre  du  cercle  cher- 
ché 5 & fi  du  point  c & de  l’intervale  cb  , ea  ou  c d 
on  décrit  une  circonférence , elle  pafiêra  par  les 
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trois  points  donnés  j Car  tous  les  points  de  la  ligne 
h h étant  également  éloignés  (17)  de  a & de  ^ , ÔC 
tous  ceux  de  ar  a:  étaJit  aufli  également  éloignés  de 
b àt  d , le  point  c cOdimun  aux  deux  lignes  hhy 
XX  f fera  également  éloigné  de  <2,  i , d;  donc,  6cc.  * 
Corollaire.  11  luit  de-là  que  fi  l’on  avoir 
un  arc  abd  dont  on  voulût  trouver  le  centre  , après 
avoir  tiré  deux  cordes 'a  ^ , bd  dans  cet  arc,  on 
chercheroit  le  centre  c , comme  nous  venons  de  le 
dire. 

ai.  Problème.  Couper  un  arc  ab  e/2  deux  parties 
égales.  Tirez  la  perpendiculaire  hh  Aq  manière 
qu’elle  coupe  la  corde  21  b en  deux  également  ( 1 7),- 
cette  ligne  pafiera  par  le  centrée (10)  ;donc  elle  aura 
un  jxxmt’c  egalement  éloigné  de<i& de  b,  & puifque 
d’ailleurs  elle  palTe  par  le  milieu  Aq  a b,  elle  aura 
deux  points  c , s également  éloignés  As  a Sc  As  b; 
donc  tous  les  points  de  cette  ligne  feront  également 
éloignés  de  ôc  As  b ; donc  le  point  0 eft  égale- 
ment éloigné  de  Æ & de  è / ainfi  l’arc  u o eft  égal 
à l’arc  O b ^ donc  , &c.  c - 

13.  Théorème.  Les  arcs  compris  entre  une  tan-‘ 
genre  & une  corde  j ou  entre  deux  cordes  parallèles 
font  égaux  ( fig.  13  ).  Car  la  ligne  cp  paflant  par 
le  centre  & aboirtif^nt  au  point  de  contingence 
eft  perpendiculaire  fur  la  tangente  -^  A (15))',’ &-par 
conféquent  fur  fes  parallèles  æ d , mn{i^)\  mais 
le  point  c de  la  ligne  f/>  eft  également  éloigné 
de  22  & de  d , As  m Si  As  n ; donc  tous  les  autres 
■points  de  la  ligne  cp  font  également  éloigiiés-de  22 

* Pour  que  le  Problème  foit  poflible  , il  faut  q'ue^les'trois 
points  ne  foient  pas  en  ligne  droite  j car  il  eft  vifîbre  qu'une 
droite  ne  peut  rencontrer  un  cercles  plus  rie  deuxpointt. 

Z » 
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& de  dj  donc  a.p=pd;  de  même  mp=pn;  donc 
ap  — mp  = dp  — n p,oM  a m=nd;  donc,  &c. 

24.  Théorème.  De  toutes  les  fécantes  extérieures 
tirées  d' un ^ point  3.  à la  partie  convexe  hdide  la  cir- 
conférence J la  plus  courte  eji  celle  qui  prolongée 
pajferoit  par  le  centre  (fig.  15))  mais  fi  les  fécantes 
font  tirées  à la  partie  concave  d b (fig.  \ S)  3 celle  qui 
paffe  par  le  centre  efi  la  plus  longue.  Si  les  fécantes 
font  intérieures  , la  plus  courte  fera  celle  qui  pro- 
longée pafferoit  par  le  centre  lorfque  V origine  fe 
trouve  au-deffous  du  centre  (fig.  1 7)  j mciis  fi  le  point 
a efi  au-dejfus  du  centre  ( fig.  18),  la  plus  longue  efi 
celle  qui  paffe  par  le  centre.  Ayant  tiré  le  rayon  dc^ 
la  ligne  ahguleufe  ûdc  ( fig.  1 5)  eft  plus  longue  que  '■ 
abc\  donc  retranchant  de  ces  deux  lignes  les  rayons 
égaux  cb  y cdy  il  reftera  ué  j donc.i®.  &c. 

2°.  ( fig.  \G  ) acd'f;>  ad  y mais  acd  = a c b y 
puifque  ces  deux  lignes  ayant  la  partie  commune 
a c y ont  encore  les  parties  égales  dcy  b c \ donc 
acb'f^  ad  ; donc  2 °.  ôcc.  3°.  (fig.  17)  c a d~^ 
cd-=-cb-=ca-\-ah  j donc  (^ad-\-  a c — ûc)>- 
[ca-\-  ab  — O-c)  y ou  ad'f^ab\  donc  3°.&c.  4°. 
(fig.  1%')  ac-^  cd—ac-{-cb  \ ot  ac  cd'^ ady  ' 
puifque  eft  une  ligne  droite  Sc  acd  une  ligne 
anguîeufe  ; donc  a b ad\  donc  4°.  &c.  ' 

• Corollaire.  Donc  fi  le  point  a eft  â la  cir- 
conférence (fig.  19) , le  diamètre  acb  = ac  d fera 
plus  grand  que  la  corde  ad  ; donc  de  toutes  les 
cordes  lé  diamètre  eft  la  plus  grande. 

Remarque.  D’un  point  a pris  en  dedans  ou  en 
dehors  pu.  à la  circonférence  d’un  cercle  (fig. 
15,  \6  y 17,  18  & 19)  l’on  ne  peut  évidem- 
ment tirer  que  deux  lignes  ad  3 a p 3 qui  s’éloi- 
gnent également  de  la  ligne  ab  y l’une  d’un  côté 
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& l’autre  de  l’autre  j & par  confé^uent  il  ne  peut  y 
avoir  ( fig.  19)  que  deux  cordes  égalés  ad  , ap  n- 
rées  d’un  même  point  a de  la  circonférence  d’un 
cercle  J c’eft-à-dire  , que  les  cordes  également 
éloignées  du  centre  font  égales.  Il  eft  d’ailleurs 
évident  cjue  les  plus  petites  cordes  répondent  aux 
plus  petits  arcs  & réciproquement. 

25.  ThÉoreme.  On  ne  peut  faire  pajfer  aucune 
ligne  droite  entre  la  circonfél^ce  *5  la  tangente  ; 
mais  on  peut  y faire  paffer  une  infinité  de  courbes. 
Car  Çi.  ab  { fig.  20  ) eft  tangente  , ca  lui  fera  per- 

fiendiculaire  (19)  j donc  ca  feroit  oblique  fur  la 
igné  ad  qu’on  voudroit  faire  paffer  entre  la  tan- 
gente a é & la  circonférence  j donc  du  point  c me- 
nant CO  perpendiculaire  fur  ad  ^ co  feroit  plus 
courte  que  t a (19)  j donc  le  point  0 eft  dans  le 
cercle  ; donc  ad  coupe  le  cercle,  & par  conféqueut 
ne  paffe  pas  entre  la  circonférence  & la  tangente  j 
donc  , &c.  Mais  fi  dans  h.  figure  2 1 on  prolonge  a c 
jufqu’en  p,  & que  du  rayon  /?a  & du  point  ^ 
comme  centre  on  décrive  le  cercle  ad  h y il  eft  évi- 
dent que  a b fera  encore  tangente  a ce  cercle  , 
comme  elle  l’eft  au  cercle  a o , & de  plus  que 
ces  oeux  cercles  n’auront  d’autre  point  commun 
que  le  point  a j car  le  point  d , par  exemple  , 
ne  fauroit  être  commun  aux  deux  cercles.  En  effet 
tirant  de  y on  aura  , par  rapport  au  grand  cercle, 
une  fécante  intérieure  , qui  prolongée  ne  pafferoit 
point  par  le  centre  c.  Donc  (24)  dc>-aci=co  j 
donc  le  point  o du  petit  cercle  ne  peut  pas  fe  con- 
fondre avec  le  point, d du  grand  j donc  ces  deuX' 
cercles  n’ont  d’autre  point  commun  que  le  point 
a-,  & le  grand  embraffe  le  petit  fans  le  couper 
donc,  &c.  En  prolongeant,  le  rayon  a/»  on  pourroit 
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décrire  un  rroifiéme  cercle  qui  embrafTeroit  le  cer- 
cle , & n’auroit  avec  lui  d’autre  point  commun 
que  le  point  a,  & ainfi  de  fuite.  Donc  on  peut  faire 
palTer  autant  de  circonférences  que  l’on  voudra 
entre  la  tangente  ab  S>c\z  petite  circonférence , fans 
couper  ni  l’une  ni  l’autre  ligne. 

Remarque.  Cela  vient  de  ce  que  la  circonfé- 
rence'du  cercle  ad  h fe  détourne  pour  embralTer  la 
petite  circonférence  & la  circonférence  d’un  troi- 
fiéme  cercle  fe  détourneroit  de  même  pour  em- 
braffer  le  cercle  a A ; mais  la  ligne  droite  ad  allant 
toujours  dans  la  même  direction , doit  couper  la 
petite  circonférence. 

Corollaire.  De-là  il  fuit  que  l’efpace  b 0 , 
n petit  qu’il  foit , peur  fe  divifer  en  une  infinité  de 
parties , puifqu’en  faifant  paiTer  tant  de  cercles 
qu’on  voudra  ( 011  prend  ici  la  circonférence  pour 
le  cercle  ) entre  la  tangente  & la  circonférence  , ces 
cercles  couperont  la  ligne  oA  en  tant  de  parties  que 
* ^ fon  voudra, 

De  la  mefure  des  Angles. 

\ ■ w.  ' . 

z<j.  Nous  avons  déjà  dit  (7)^ que  la  mefure 
d’un  angle  qui  a fon  fommet  au  centre  d’un  cercle, 
doit  s’eftimer  par  le  nombre  des  degrés , minutes , 
fécondés , &c.  de  l’arc  compris  encre  fes  côtés  ; 
de  forte  qu’un  angle  qui  a fon  fommet  au  centre 
du  cercle , a pour  mefure  l’arc  compris  entre  fes 
côtés,  D’où  il  fuit  qu’étant  donné  un  angle  bac 
( fig.  21) , pour  faire  un  - antre  angle  kf  g fur'  la 
ligne  / g égal  au  premier  , du  point  a & d’un 
intervale  à difcrétion  a c décrivez  l’arc  Ac,’  du 
point  /-coimme  centre  &:  de  la  même  ouverture 
de  çompas' -décrivez  un  wu^ïnàé&iù  ’gh  , prenant 
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avec  le  compas  la  grandeur  de  l’arc  bc^  portez-la 
de  ^ en  A , par  les  poinrs  /,  h , tirez  la  ligne /A  , 
& l’angle  hfg  fera  égal  à l’angle  bac  \ car  ces^ 
deux-  angles  font  mefurés  par  des  arcs  égaux  décrits 
de  la  même  ouverture  de  compas. 

27.  Théorème.  L angle  à la  circonférence  for- 
mé par  deux  cordes  a b , ad,  ou  par  une  tangente 
g a è*  par  une  corde  b a j a pour  mefure  la  moitié  de 
l’arc  compris  entre  fes  côtés  ( fig.  1 2 ).  Car  fi  l’on 
fuppofe  qu’un  de  fes  côtés  foit  un  diamètre  , en 
tirant  par  le  centre  c la  ligne  hf  parallèle  au  côté 
Aû,  les  angles  b ad,  fcd  (étant  correfpondans  ) 
font  égaux  (15)5  mais  l’angle /c  d ayant  fon  fom- 
met  au  centre,  a pour  mefure  \’z.xcfd=ah  (parce 
que  ces  deux  arcs  mefurent  des  angles  oppolés  au 
lommet)  = bf  à caufe  des  parallèles  ba  , f h (23); 
donc/t/  = A/j  àoncbad=fcd  a pour  mefure 
f d ou  b f , ou  la  moitié  de  l’arc  compris  entre  fes 
côtés.  Mais  par  la  propriété  de  la  tangente,  la  ligne 
ca  lui  eft  perpendiculaire,  & par  conféquent  l’angle , 
gad  droit  j donc  gad  z.  pour  mefure  la  moitié 

de  la  demi-circonférence  abd,  ou  — -h  — : 

1 Z 

or  b a d a pour  mefure  — ; donc  gab  z pour 
mefure  — , donc  , 5cc. 

Remarque.  Nous  avons  fiippofé  qu’un  des 
'côtés  a d de  l’angle  pafibit  par  le  centre  , mais  la 


* L’angle  formé  par  ime  corde  & une  tangente  , s’appelle 
angle  du  fegment , tel  eft  l’angle  g a b.  L’angle  ba  d formé 
par  deux  cordes  , ou  par  un  diamètre  & une  corde , eft  appellé 
angle  inferit, 

Z 4 
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meme  çhofe  a lieu  dans  le  cas  contraire  ( fig.  i j ) ; 
car  l’angle  iaf,  entre  les  côtés  duquel  fc  trouve  le 
centre  c,  peut  être  divifé  en  deux  parties  par  le 
diamètre  ad , & par  le  Théorème  préfent , l’une 

^ ^ d f 

de  fes  parties  a pour  mefure  — , & l’autre  — ; 

!>  f 

or  ces  deux  moitiés  valent  — ; donc , Sec.  A l’é- 

gard  de  l’angle  gaf,  hors  duquel  fe  trouve  le 
centre  c,  ayant  tiré  le  diamètre  ad  ^ il  eft  vifible , 
par  le  Théorème  , que  l’angle  d-a^  a pour  mefure 

g d d f f g r 

— = ~ -h  — J mais  1 angle  fada,  pour  melure 

— J donc  l’angle  gaf  z pour  mefure''-^; donc, &c. 


Corollaire  I.  Donc  l’angle  pab  formé  par 
une  corde  ab  , & le  prolongement  pa  d’une  autre 
corde  , a pour  mefure  la  moitié  de  la  fomme  des 
arcs  ab  ^ a g foutendus  par  ces  cordes  j car  les 
angles  pab  y b ag  font  deux  angles  contigus  , qui 
par  conféquent  ( 9 ) valent  deux  angles  droits  , 
c’eft-à-dire , la  moitié  du  cercle  entier.  Or  le  feul 
angle  b a g vaut  la  moitié  de  l’arc  b d g \ donc 
l’angle  pab  a pour  mefure  la  moitié  du  reftç  du 

cercle  , c’eft-à-dire  ^ -f-  ^ i donc  , Sec. 

Corollaire  II.  Donc  i ®.  les  angles  inferits 
a Se  b appuyés  fur  le  même  arç  df  font  égaux 
(fig.  L4) , & chacun  d’eux  vaut  la  moitié  de  l’angle' 
central  de  f.  z®.  Un  angle  b ad  appuyé  fur  le  dia- 
mètre bd , Se  qui  a fon  fommet  à'ia  circonférence, 
eft  droit  (fig.  z 5 ) , parce  qu’il  a pour  mefure  la 
moitié  de  la  demi  - circonférence  bf  dy  ou  90°, 
L’angle  f ad  appuyé  fur  un  arc  plus  pçrit  que  la 
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demi-circonférence  eftaigu,  & l’angle  bag,  appuyé 
fur  un  arc  bfg  plus  grand  que  la  demi-circonference 
eft  obtus.  En  général  le  plus  grand  angle  eft  mefuré 
par  la  moitié  d’un  plus  grand  arc  , & un  plus  petit 
angle  par  la  moitié  d’un  plus  petit  arc  , lorlqu’il 
eft  queftion  des  angles  inlcrits  , ou  des  angles  qui 
ont  leur  fommet  à la  circonférence  du  cercle. 

Remarque.  Si  deux  angles  dcf,  daf  font 
appuyés  fur  la  même  bafe  df  (fig.  14  ) & que  leur 
fommet  foit  fitué  fur  la  même  ligne  ac  perpendicu- 
laire à df,  celui  qui  aura  fon  fommet  u plus  éloigné 
de  df,  fera  le  plus  petit , puifqu’il  eft  évident  qu’à 
proportion  que  les  côtés  d a , af  s’alongent  pour 
que  le  point  a parvienne  jufqu’à  la  circonférence 
du  cercle  df  h , l’angle  daf  doit  diminuer;  à 
plus  forte  raifon  il  diminuera  davantage  fi  les  côtés 
le  rencontrent  au-delà  de  cette  circonférence. 

z8.  Problème.  Sur  V extrémité  de  la  ligne  a b 
( quon  fuppofe  ne  pouvoir  être  prolongée  ) mener 
une  perpendiculaire  db  (fig.^6).  D’un  point  quel- 
conque c hors  de  cette  ligne  & d’un  intervale  cb 
décrivez  un  cercle  d b a : par  le  point  a , où  ce 
cercle  coupe  la  ligne  ab , tirez  le  diamètre  ûcd, 
& du  point  d la  ligne  d b , qui  fera  perpendiculaire 
fur  a b.  En  effet  l’angle  d b a appuyé  fur  uu 
diamètre;  donc  (27)  il  eft  droit;  donc,  &c. 

29.  Problème.  D’un  point  a hors  d'un  cercle  dp, 
mener  une  tangente  à ce  cercle  ( fig.  27).  Divifez  en 
deux  également  la  diftance  a c entre  le  point  a & le 
centre  du  cercle  donné  ; du  point  o milieu  de  la 
ligne  û c & de  l’intervale  a 0 , décrivez  un  cer- 
cle apd  qui  coupera  le  premier  en  enp.  Par 
le  point  a & les  points  d Sc  p tirez  les  lignes  ad , 
çip , elles  feront  tangentes  d^  cercle  adp  : car  les 
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angles  adc , apc  , étant  appuyés  fur  le  diamètre 
a c , font  droits  ; donc  les  lignes  ap  ^ ad  font  per- 

f»endiculaires  fur  les  rayons  c d , c p ; donc  les 
ignés  ap y ad  font  des  tangentes  ( 1 9). 

30.  Théorème.  L’angle  excentrique  * bad  a pour 
mefure  la  moitié  de  deux  arcs  b d , f g compris  entre 
fes  côtés  prolongés  ( fig.  18  ).  Car  ayant  tiré  g h 
parallèle  à/d,  les  angles  correfpondans  ^ <2 d , bgh 
feront  égaux  (13);  01(17) niefure  de  l’angle  bgh 

eft  = — 1 ; mais  d h =f g {ly)  a 

2.  2 

caufe  des  parallèles  f d,  g h j donc  la  mefure  de 
h d F 

l’angle  bad  efk  = 1 ; donc,  &c. 

“ Z X 

R E M A R Q U E.  Si  la  ligne  g h devenoit  tangente , 
l’arc  g h s’cvanouiroit , & alors  gf  feroit  égala 
g d y & le  Théorème  auroit  également  lieu. 

3 I.  Théorème.  V angle  circonfcrit  ( c’ejl-à- 

dire  dont  le  fommet  ejl  hors  du  cercle  ) a pour  mefure 
la  moitié  de  l’arc  concave  bd  , compris  entre  fes  côtés 
moins  la  moitié  de  l’arc  convexe  g f ( fig.  19).  Car 
ayant  tiré  gx  parallèle  à du  , les  angles  corref- 
pondans  dab  y xgb  feront  égaux- j mais  l’angle 

X 6 

infcrit  xgb  tl  pour  mefure  — j & a:  3 eft  égal 

àd^  — dx y dx  eft  = gf  à caufe  des  parallèles 

! r ^ ^ ^ d b f g , 

dj  y g Xy  donc  — = ; donc  , &c. 

Corollaire.  Si  la  ligne  a d devient  tangente  , 
de  maniéré  que  <zd  fe  confonde  avec  apy  l’arc  fpd 


* Un  angle  qui  a fon  fommet  entre  la  circonférence  & le 
centre , eft  appelle  rx-centrique  ; mais  on  appelle  an^le  cir- 
çonfcrit  celui  qui  a ion  fommet  hors  du  cercle. 
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s’évanouira  , les  deux  points  f Sc  d k confondront 

en  P , 8c  l’angle  pab  aura  pour  me  fur  e — — • 

On  voit  aufli  que  l’angle  pam  , formé  par  deux 
tangentes  ap , am , a pour  mefure  la  moitié’  de 
l’arc  concave  , moins  la  moitié  de  l’arc  convexe , 

P b nt  P g 


c’eft-à-dire 


Des  Polygones, 


J Z.  Une  figure  rectiligne  ou  un  polygone  rectili- 
gne^ eft  un  elpace  renfermé  par  des  lignes  droites, 
qu’on  appelle  côtés  du  polygone , ou  de  la  figure. 
11  eft  évident  qu’il  faut  au  moins  trois  lignes  pour 
renfermer  un  e^ace.  Les  polygones  prennent  dif- 
férens  noms  , lelon  le  nombre  de  leurs  côtés.  Le 
triangle  eft  un  polygone  de  trois  côtés  , le  quadri- 
latère ^ a quatre  , le  pentagone  cinq , Vexagone 
fix  , Veptagone  fept , V octogone  huit , Yénéagone 
neuf  , le  décagone  dix  , Vondécagone  onze  , le 
dodécagone  douze  , &c.  On  appelle  polygone  régu- 
lier celui  dont  les  côtés  font  égaux  entr’eux  aufli- 
bien  que  les  angles  j dans  le  cas  contraire  les 
polygones  font  dits  irréguliers.  Les  polygones  fym- 
métriques  font  ceux  qui  font  compofés  des  côtés 
parallèles  & égaux  deux  à deux  ; d’où  il  fuit  qu’ils 
doivent  avoir  un  nombre  pair  de  côtés. 

Un  triangle  , dont  les  trois  côtés  font  égaux 
e itr’eux , s’appelle  triangle  équilatéral  : tel  eft  le 
triangle  bac  { fig.  jo  ) j n deux  de  fes  côtés  feule- 
ment font  égaux  , on  le  nomme  ifocelle  , tel  eft  le 
triangle  bac  (fig.  31);  mais  fi  les  trois  côtés  du 
rriangle  bqç  (fig.  3 1 ) fqnt  inégaux , le  triangle  eft 
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appelle  fcakne.  Un  triangle  dont  tous  les  angles 
font  aigus  s’appelle  acutangle  , celui  qui  a un  angle 
droit  s’appelle  triangle  rectangle , & l’on  nomme 
triangle  obtufangk  celui  qui  a un  angle  obtus.  La 
figure  3 o repréfente  un  triangle  acutangle  , la 
figure  3 1 un  triangle  reélangle , & la  figure  3 2 un 
triangle  obtufangle.  Dans  un  triangle  le  côté  op- 
pofé  à un  angle  s’appelle  la  bafe  de  cet  angle  ; ainfi 
b,c  eft  la  baie  de  l’angle  a (fig.  31).  Mais  fi  l’angle 
a eft  droit  ( fig.  3 1 ) Ta  bafe  ^ c eft  appellée  hypo^ 
thénufe. 


33.  Théoremb.  Les  trois  angles  £ un  triangle 
quelconque  abc  valent  deux  angles  droits  (fig.  33). 
Ayant  fait  pafler  une  circonférence  de  cercle  par 
les  trois  points  b ,a,c  [i\)y  chaque  angle  aura  pour 
mefure  la  moitié  de  l’arc  compris  entre  fes  côtés  ; 
donc  les  trois  angles  a , b ^ c auront  pour  mefure 
b c a c ai  abc  a „ , 

1 1 = — 1 80°  3 donc  , &c. 


Corollaire  I.  Donc  un  triangle  ne  peut  avoir 
qu’un  feul  angle  droit  ou  un  feul  angle  obtus , 
autrement  1a  fomme  de  fes.  trois  angles  vaudroic 
plus  de  deux  angles  droits. 

Corolla'ïre  il  Si  le  triangle  eft  fup- 
pofé  reftangle  en  û , les  angles  b Sc  c,  fîtués  fur 
■ , i’hypothcnufe  b c , vaudront  un  angle  droit , 6c 
feront  complémens  l’un  de  l’autre  (7). 

Corollaire  III.  Si  dans  un  triangle  on 
connoît  deux  angles , on  connoîtra  le  troifiéme  , 
en  ôtant  la  valeur  de  ces  deux  angles  de  180°. 

Corollaire  IV.  Dans  un  triangle  ab  c y 
le  plus  grand  angle  a eft  oppofé  au  plus  grand 
côté  , Sc  le  pl,us  petit  angle  b au  plus  petit  côté  ac y 
6c  réciproquement  le  plus  grajvl  côté  eft  oppofé. 
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au  plus  grand  angle  , & le  plus  petit  côté  au  plus 
petit  angle  ; car  fi  <z  eft  plus  grand  que  b , donc  la 
moitié  de  l’arc  bc  , mefiire  du  premier  angle , fera 
plus  grande  que  la  moitié  de  l’arc  a c , mefiire  du 
fécond  y donc  l’arc  bc  fera  plus  grand  que  l’arc  ac; 
donc  la  corde  b c fera  plus  grande  que  la  corde  a c ; 
donc  I *.  &c.  2°.  fi  la  corde  eft  plus  grande  que 
la  corde  a c , l’arc  bc  fera  plus  grand  que  l’arc  ac  ^ 
ôc  la  moitié  du  premier  arc  plus  grande  que  la 
moitié  du  fécond  , c’eft-à-dire  que  la  mefiire 
de  l’angle  a fera  plus  grande  que  la  mefiire  de , 
l’angle  b j ainfi  l’angle  a fera  plus  grand  que 
l’angle  b. 

Corollaire  V.  U fuit  du  dernier  Corol- 
laire que  fi  les  trois  angles  a,  ^ , c font  égaux , les 
trois  côtés  op^fés  le  feront  aulîi,  c’eft-à-dire  qu’un 
triangle  équiangle  eft  équilatéral  & réciproque- 
ment. De  plus  11  deux  angles  d & A feulement  font 
fuppofés  égaux  , les  côtés  oppofés  à ces  angles 
feront  égaux , & réciproquement  fi  un  triangle  a 
deux  côtés  égaux , les  angles  oppofés  à ces  côtés 
feront  égaux  ; donc  dans  im  triangle  ifocelle  les 
angles  oppofés  aux  côtés  égaux  font  égaux. 

34.  Théorème.  L'angle  extétieur  a c d formé 
par  un  tôté  zc  & le  prolongement  cd  d’un  autre 
côté  vaut  les  deux  angles  intérieurs  oppofés  a 6*  b 
( fig.  3 1).  Car  l’angle  acd  avec  l’angle  acb  valent 
deux  angles  droits  j mais  le  même  angle  acb  avec 
les  deux  autres  angles  a & ^ valent  de  même  180“ 
(Théorème  précédent  ) j donc  l’angle  acd  vaut  les 
deux  angles  b Sc  a oppofés  j donc  , &c. 

35.  Théorème.  Deux  triangles  abc,  dfg  (fig.  34) 
qui  ont  un  anglè  a ^ d égal  j & les  côtés  qui  eom- 
prennent  cet  angle  égaux  de  part  & d’autre  , font 
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égaux  en  tout.  Car  fi  l’on  conçoit  le  côté  d f exaébe- 
ment  appliqué  fiir  a A , le  point  d fur  le  point  a , 
le  point  / lut  le  point  b , ces  deux  côtés  égaux  fe 
confondront  j &c  parce  que  l’angle  a eft  égal  à 
l’angle  d , le  côté  d g tombera  lur  ac  & le  point 
g fur  le  point  c j donc  / g tombera  fur  b c \ donc 
les  deux  triangles  fe  confondront  j donc  ils  font 
égaux. 

Corollaire.  Deux  triangles  abc , df g qui 
ont  leurs  trois  côtés  égaux , chacun  à chacun , font 
égaux  en  tout.  Car  pofant  d f fur  a b , ces  deux 
côtés  égaux  fe  confondront  j or  je  dis  que  dg  tom- 
bera fur  ac  , \e  point  g fur  le  point  c , & que 
l’angle  d fera  égal  à l’angle  a ; car  autrement  f g 
ne'feroit  pas  = b c y puifque  le  côté  d g s’écar- 
teroit  plus  ou  moins  du  côté  d f,  que  a c de  ba- 
donc  l’angle  a eft  égal  à l’angle  d.  Mais  les  deux 
côtés  qui  comprennent  l’angle  a &c  ceux  qui  com- 
prennent l’angle  d font  égaux  ; donc  par  fe  Théo- 
rème , les  deux  triangles  font  égaux. 

3 5.  ThÉoreme.  Deux  triangles  zh  c y fdg  qui 
ont  un  côté  b c , f g égal  de  part  & d’autre  j & les 
angles  b ^ c,  f 6*  %fur  ce  côté  y égaux  chacun  à 
chacun  j font  égaux  en  tout.  Car  pofant  / g fur  bc , 
le  point  / fur  le  point  b , le  point  g fur  le’point  c , 
il  eft  vifible.  ( à caufe  de  /=  ^ &c  de  g — c)  que 
f d tombera  (m  b a Sc  g d (ut  c a ; donc  d tom- 
bera fur  a , & les  deux  triangles  fe  confondant  ne 
feront  qu’un  feul  & même  triangle.  Ils  font  donc 
égaux. 

3 7.  Problème.  Faire  un  triangle  abc  égal  au 
triangle  dfg.  Ayant  tiré  bc=j  gy  faites  {x6) 
l’angle  abc  égal  à l’angle  df  g y ic  Vzn^e  acb 
égal  a l’angle  dgfy  tirant  les  lignes  u3,ucjuf- 
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qu’à  ce  qu’elles  fe  rencontrent  en  a , vous  aurez 
les  deux  triangles  b ac  ^ d j g qui  auront  un  côte 
égal  de  part  & d’autre  , & les  deux  angles  fur  ce 
côté  égaux  chacun  à chacun  ; donc  par  le  Théorème 
précédent  ces  triangles  feront  égaux. 

38.  Théorème.  La  Jomme  de  tous  les  angles 
d'un  Polygone  abcdf  (hg.  3 5 ) vaut  autant  de  fois 
deux  angles  droits  y que  le  Polygone  a de  côtés 
moins  deux.  Car  Éî  du  fommet  d’un  des  angles  a 
du  Polygone  on  rire  à tous  les  autres  angles  ( ex- 
cepté aux  deux  angles  voifins  ) des  lignes  ad , a c , 
il  eft  vilîble  qu’on  formera  autant  de  triangles 
moins  deux  qu’il  y a de  côtés , & les  angles  de  ces 
triangles  feront  formés  des  angles  memes  du  Poly- 
gone. Mais  les  angles  de  chacun  de  ces  triangles  va- 
lent deux  angles  droits  ; ainfi  'les  angles  du  Polygone 
valent  autant  de  fois  deux  aAgles  droits,  qu’il  a de 
côtés  moins  deux. 

Remarque.  Lorfque  dans  les  Polygones  il  y a 
un  angle  rentrant  d*  (fig.  36)  , le  Théorème  ne 
peut  être  vrai  , à moins  qu’on  ne  prenne  pour  cet 
angle  fon  fupplément  à 3^0° , parce  que  les  angles 
adfy  ade  y joints  à l’angle  fdc,  valent  3^0® 
(il);  or  la  fomme  des  angles  a df,  a d c jointe 
aux  autres  angles  du  Polygone  , vaut  autant  de  fois 
deux  angles  droite  qu’il  y a de  côtés  moins  deux  ; 
donc,  &c. 

' Corollaire.  Donc  pour  avoir  la  fomme  des 
angles  d’un  Polygone  de  8 côtés  , il  faut  multiplier 
180°  par  8 — 1 — 6 ^ le  produit  1080°  fera  la 
valeur  des  angles  du  Polygone.  En  général  appel- 


* On  appelle  angle  rentrant  celui  qui  rentre  dans  la  figure, 
ï angle  faiUant  ch  celui  qui  fort  pour  ainii  dire  de  la  ligure. 
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lant  n le  nombre  des  côtés  , j la  fomme  des  angles 
du  Polygone  , r l’angle  droit , on  aura  s=  ir 
X(n—  z)  = znr  — ^r. 

Corollaire  II.  Si  le  Polygone  eft  régulier , la 
Valeur  de  chaque  angle  fe  trouvera  en  divifant  la 
fomme  des  angles  par  le  nombre  des  angles  ou  des 
côtés  ( parce  que  dans  ce  cas  tous  les  angles  du 
Polygone  font  égaux  (51)  ) j ainfî  la  valeur  de  cha- 
que angle  fera  = — Dans  le  cas  du  trian- 

gle équilatéral , cette  quantité  , que  j’appelle  x , 
eft=  60°  ; pour  le  quarré  on  a x = 90°  , 108“ 
pour  le  pentagone,  120°  pour  l’exagone  , 135® 
pour  l’oétogone  , &c. 

39.  Théorème.  Jm  fomme  des  angles  extérieurs 
d’un  Polygone  vaut  4 angles  droits ^ ou  \Go°  (fig.  37). 
Car  chaque  angle  inti^rieur  abc  y joint  à fon  exté- 
rieur cbp  i vaut  deux  angles  droits  , puifque  ce 
font  deux  angles  contigus  j donc  la  fomme  des 
angles  intérieurs  & extérieurs  vaut  autant  de  fois 
deux  angles  droits  qu’il  y a d’angles  ou  de  côtés. 
Mais  ( Théorème  précédent  ) les  feuls  angles  inté- 
rieurs valent  autant  de  fois  deux  angles  droits  qu’il 
y a de  côtés  moins  deux  ; donc  les  angles  extérieurs 
valent  feulement  deux  fois  deux  angles  droits  , ou 
quatre  angles  droits. 

Corollaire.  Si  le  Polygone  eft  régulier , les 
angles  extérieurs  feront  égaux  entr’eux  aufli-bien 
que  les  intérieurs  ; donc  l’angle  extérieur  d’un  Po- 
lygone régulier  fe  trouvera  en  divifant  ^60^  par 
le  nombre  des  angles  ou  des  côtés  , ou  par  n ; ainfî 
la  formule  générale  de  la  valeur  y de  l’angle  exté- 
rieur d’un  Polygone  régulier  quelconque  fera  y 
Si  n = 8 l’on  aura  ^ = 45  j c’eft-à-dire  que 

l’angle 
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l’angle  extérieur  de  l’oétogone  régulier  vaut  45°. 

g|.o.  Théorème.  Si  par  tous  les  angles  â,  b,  d &c. 
d'un  Polygone  régulier  (fig.  3 8^  on  tire  des  lignes  a c, 
b c , d c 6’c.  qui  partagent  ces  angles  en  deux  égale- 
ment J ces  lignes  partageront  le  Polygone  en  autant 
de^  triangles  égaux  qu  H .a  de  côtés.  Car  l’angle  a 
étant  égaj  à l’angle  b ( puifque  le  Polygone  eft  fup- 
pofc  régulier  ),  b ac  moitié  de  a fera  =:  abc  moi' 
tié  de  b ; donc  le  triangle  %qc  2.  deux  angles  égaux 
bac^  abc  donc  (33)  les  côtés  u t: , b c oppoiés  à , 
ces  angles  font  égaux.  On  démontrërade  même  que 
le  côté  Â c = d f , &c.  J donc  les  deux  triangles  bac  y 
b de  qui  ont  tous  leurs  côtés  égaux  feront  égaux 
(3  5)  : on*peut  prouver  la  meme  chofe  pour  les  autres 
triangles  3 donc , &c. 

CoRoiLAiRE.  Donc  fi  du  point  c comme  cen- 
tre , & de  l’intervalle  a c on  décrit  un  cercle  , il 
pafTera  par  tous  les  angles  du  Polygon^qui  fe  trou- 
vera inferit  dans  le  cercle  de  forte  qu’on  peut  tou- 

jours inferire  un  Polygone  régulier  dans  un  cercle. 

Remarque.  On  appelle  rayon  oblique  une  ligne 
ac  menée  du  centre  c à un  angl#u  quelconque  du 
Polygone  régulier  3 mais  on  appelle  rayon  droit  une 
perpendiculaire  c p tirée  du  centre  c fur  un  côté 
quelconque  g h àa  Polygone  régulier. 

Corollaire  I.  Le  point  c eft  le  centre  du  Po- 
lygone , & les  angles  au  centre  aeb^bed,  &c.  op- 
pofés  à des  côtés  égaux,  font  évidemment  égaux  : en. 
effet  les  cordes  aé,  db  ne  peuvent  être  égales  fans 
que  les  arcs  correfpondans  le  foient  3 donc  les 
angles  dont  ces  arcs  font  les  mefures,  font  égaux. 

* Un  Polygone  infÿ^k  dans  un  cercle  , eft  un  Polygcuie^ 
dont  les  côtés  font  des  cordes  ; un  Polygone  circonferu  à un 
corde  , eft  celui  dont  les  côtés  font  des  tangentes  du  cercle. 

/,  Aa  • 
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Corollaire  II.  Les  angles  au  centre  d’un  Poly- 
gone régulier,  ayant  pour  mefure  le  cercle  entier, 
valent  3<îo°  , & chacun  d’eux  eft  égal  à ^ (n  étant 
le  nombre  des  angles  du  Polygone)  j mais  (39)  leS 
angles  extérieurs  d’un  Polygone . régulier  valent 
aulîi  3^0°  , & chacun  d’eux  eft  = donc^la 
fomme  des  angles  au  centre  d’un  Polyggne  régu- 
lier eft  égalé  àla  fomme^des  angles  extérieurs  , & 
chacun  des  premiers  eft  égal  à chacun  des  féconds. 

Corollaire  III.  Si  le  Polygone  régulier 
a b d f g h eft  uh  exagone  , l’angle  au  centre  fera  ^ 
de  60°  y car  l’angle,  au  centre  aura  pour  mefure  la 
hxiéme  partie  de  la  circonférence  du  cercle  , & â 
caufe  du  triangle  ifocelle  bac  , chacun  des  angles 
fur  la  bafe  b c fera  auIïl  de  <30°  ; donc  le  triangle 
bac  fera  é’quiangle  & équilatéral  j donc  le  coté 
a b de  l’exagone  régulier  eft  égal  au  rayon  du  cercle. 

Corollaire  IV.  Il  fuit  du  Corollaire  pré- 
cédent , que  pour  infcrîre  un  Exagone  régulier 
dans  un  cercle  , il  fuffit  de  porter  le  rayon  a c du 
cercle  6 fois  fur  la  circonférence,  j & pour  infcrire 
un  dodécagone  replier  dans  le  cercle , il  fuihra  de 
divifer  eh  deux  egalement  les  arcs  ba,  bd^  &c. 

( ii  ) , & par  les  points  de  divifion  tirant  les  lignes 
m a y mb  y nb  y nd  y &c.  l’on  aura  un  dodécagone 
régulier  infcrir. 

- Remarque.  Etant  donné  un  angle  bca  pour  le 
divifer  en  deux  également , du  fommet  de  l’angle 
c on  décrira  l’arc  b a qu’on  coupera  en  deux  parties 
égales  au  point  nz , fi  par  le  point  c &c  par  le  point 
m on  tire  la  ligne  cm  y l’on  aura  les  angles  acm  y 
bcm  mefurés  par  des  arcs  égaux  m a y b m ; donc 
ces  angles  font  chacun  la  moitié  de  l’angle  acb  i 
donc,  &c. 


Digitizcd  by  Goog[c 


9 


Géométrie.  571 

ê 

41.  Théorème.  Tous  les  rayons  droits  c p , cq  , • 

&c.  d'un  Polygone  régulier  font  égaux.  Car  le  rayon 
oblique  c h divifant  en  deux  également  l’angle  h 

( voyez  le  Théorème  précédent  ) , les  triangles 
reétangles  chp  , ch  q ont  le  côte  commun  hc  y Sc 
les  angles  fur  ce  côté  égaux.  En  effet  chp=.chq  j 
mais  P Sc  q étant  droits  , les  angles  qch,  p ch  font 
complémens  des  angles  égaux  chp^  chq;  donc 
ils  font  égaux  ; donc  les  triangles  c h p , chq  ont 
deux  angles  égaux  fur  un  meme  côtiJ  j donc  ils  font 
égaux  ; donc  cp'=  c q ; donc  , &c. 

42.  Théorème.  Le  rayon  droit  d'un  Polygone 
régulier  eft  d'autant  plus  petit  que  le  Polygone  a 
moins  de  côtés  : par  exemple,  le  rayon  droit  du^pen- 
tagone  régulier  ( fig.  lo)  çft plus  petit  que  le  rayon 
droit  de  l'exagone  régulier.  Car  moins  le  Poly- 
gone a de  côtés , plus  chacun’  de  fes  côtés  eft  grand  ; 
donc  en  fuppofant  les  Polygones  infcrits  dans  le 
même  cercle , le  rayon  tiroir  du  pentagone  fera 
une  perpendiculaire  ^bailIee  du  centre  fur  une 
plus  grande  cortle  ; donc  cette  perpendiculaire  fera 
plus  petite  que  fi  la  corde  étoit  plus  petite  , c’eft- 
ajdire  , fi  le  Polygone  avoir  plus  de  cotés  ; puifque 
les  cordes  font  d’autant  phis  éloignées  du'^entre  , 
qu’elles  font  pliis  petites  ^ donc  , &c.  . 

45.  Problème.  Infcrire  un  cercle  élans  un  Poly- 
gone régulier  abdfg  (fig.  39).  Tirez  les  rayons 
obliques  bc,dc  qui  partagent  les  angles  ^ &c. 
en  deux  également.  Menez  pat  le  centre  c fur  le 
côté  f g la  perpendiculaire  cp  y qui.coupera  f g en  ’ 
deux  également  (20).  Du  point  c comme  centre  & 
de  l’intervàlle  c p décrivez  un  cercle  pp  , il  eft  vifi- 
ble  que  tous  les  rayons  droits  c p , cp  , &c.  étant 
égaux  & perpendiculaires  fur  leS  côtés  a'^y  gf, 

Aa  a 


0 


Digilized  by  Google 


37i  Cours  de  Mathématiques. 

# 

&c. , ces  côtés  feront  des  tangentes  du  cercle;  donc 
tous  les  côtés  de  ce  Polygone  feront  des  tangentes 
du  cercle  , ou  ( ce  qui  revient  au  même  ) le  Poly- 
gone fera  circonfcrit  au  cercle  p p. 

Remarque.  Si  du  point  c & de  l’intervalle  cd 
on  décrit  un  fécond  cercle  db  a gfy  le  Polygone 
fera  infcrit  dans  ce  fécond  cercle  & circonfcrit  au 
premier. 

44-  P R O 6 L E M E.  Infcrire  un  Polygone  régulier 
dans  un  cercle.»  Cherchez , par  le  moyen  du  rapr 
porteur  ( qui  n’eft  autre  chofe  qu’un  demi-cercle 
a.pd{  fig.  40  ) divifé  en  degrés  * } , l’«rc  correfpon- 
dant  au  côté  du  Polygone  ; par  exemple^  l’arc  de  71® 
s’il  eft  queftion  d’un  pentagone.  Du  centre  c du 
rapporteur  Sc  du  cercle  donné  tirez  le  rayon  cm, 
qui  n'eft  autre  fhofe  que  le  rayon  du  rapporteur, 

{>rolongé.  Par  le  point  p que  je  fuppofe  répondre  à , 
a divilion  7 1 tirez  le  rayon  c n , l’arc  m n fera  de  71  ®. 
Portant  la  corde  m n cinq  fois  fur  la  circonférence , 
vous  aurez  le  pentagone  infcrit  nms  q x.\\q&  viiîble 
que  cette  méthode  ne  peut  s’étendre  qu’aux  Poly- 
gones , dont  le  nombre  aes  côtés  peut  divifer  exaéle- 
ment  3^0. 

Remarque.  Pour  trouver  géométriquement' ** 
l’arc  de  3 0°  , ou  pour  divifer  le  quart  de  cercle  af 

* Cet  infiniment  (c  trouve  dans  les  étuis  de  Mathématiques. 

On  peut  s’en  fervir  pour  partager  un  angle  en  deux  également. 
Suppofons , par  exemple , qu’on  ait  un  angle  de  30*  , ayant 
appliqué  le  centre  du  rapporteur  fur  le  tommet  de  l’angle , 
enforte  <^ue  le  diamètre  de  rinftrument  réponde  à un  des  côtés, 
l’autre  répondant  à la  divilion, 30  ,-on  tirera  par  le  centre 
du  rapporteur  & la  divilion  i ; une  ligne  qui  coupera  l’angle 
donné  en  deux  également;  cela  fuppofe  que  le  nombre  des 
degrés  eft  pair. 

Une  opération  eft  géométrique  lorfqu’on  peut  feiécu- 

-Ci. 
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( fig.  41  ) en  trois  partiés  égales  , par  le  moyen  de 
la  réglé  & du  compas  j il  fuffit  de  porter  le  rayon 
du  cercle  d’abord  de  a en  /» , & enluite  d^/en  n , 
pour  avoir  les  arcs  a « , nm,  m/ chacun  de  30°. 
En  effet , le  rayon  ou  le  côté  de  l’exagone  eft  la 
corde  de  60°  (40)  3 donc  l’arc  am-=i^o9 , de  mêmfe 
rarc/n=<30°3  donc  l’are  an  — af — fn=^o°— 

^ 30°.  De  même  mf  eft  de  30  digrés  \ donc 

aulîi  nm  eft  de  30®. 

Corollaire.  Donc  on  peut  facilement  infcrire 
- '"dans  un  cercle  un  dodécagone  régulier , en  portant 
12  fois  fur  la; circonférence  la  corde  de  30  degrés.  • 

Des  Lignes  Proportionelles. 

45.  On  appelle  figures  femblables  celles  qui 
ayant  un  même  nombre  d’angles  & de  côtés  ^ ont 
tous  leurs  angles  égaux  chacun  à chacun , & les 
eôtés  qui  codl^rennent  ces  angles  proportion  els.  ’ 
Les  lignes  parallèles  ab  ^ cg  ^g.  42} 

* comprifes  entre  deux  lignes  parallèles  a c , b g 
font  égales.  Des  points  a S/C  e ayant  abailTé  les 

f»erpendicidaires  a p^  cp  fur  la  ligne  b g pro- 
ongée  s’il  le  faut  » les  angles  b 8c  g correfpon- 
. dans  feront  évidemment  égaux.  De  plus  les  angles 
en  P font  égaux  & droits  , & lés  perpendiculaires 
ap , cp  égales  ( puifqu’elles  mefurent  la  diftance 
d«  parallèles , qui  eft  par-tout  la  meme  ) j donc  le 
troifiéme  angle  bap  ^ gep  dans  les  deux  triangles 
bap,  g c b fera  égal  de  part  & d’autre  ^ donc  ces 
deux  triangles  ont  un  côté  égal  de  part  & d’autre , 
& les  deux  angles  fur  ce  côté  égaux  ; ainû  ces  deux 
triangles  font  égaux  en  tout  (3.5)  ; donc  a b = c g. 

ter  par  le  moyen  de  la  réglé  & du  compas  & (ans  tâtonemenc^ 
en  lùivam  les  principes  de  la  Geooiéuie. 

Aa  3 
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Corollaire.  Si  deux  lignes  parallèles  acybg 
font  autant  éloignées  l’une  de  l’autre  que  deux 
autres  lignes  parallèles  , & que  les  pa- 

rallèles a.b  ,cg  foient  autant  inclinées  fur  les  lignes 
ac  , ^^que  les  parallèles  xp  ^yp\Q  font  entre  les 
lignes  xy  y pp  ■>  l’on  aura  les  lignes  ba^  cg  égales 
, entr’elles  & aux  lignes  xp  ^ yp, 

^ ‘2  4^'  TnÉAtEME.  S't  deux  lignes  ab  , ac  (fig.  43  ) ‘ , 

ijui  fe  rencontrent  en  un  point  3 fora  div  fées  par  des 
parallèles  m d , m g , &c.  également  éloignées  les 
unes  des  autres  3 un  nombre  quelconque  des  parties  de 
• la  ligne  a b,  fera  au  même  nombre  des,  parties  de  la 
ligne  a c , comme  une  partie  de  a b , à une  partie  de 
ac.  Car  les  parties  dg^  gf  font  des  obliques  égale- 
ment inclinées  entre  parallèles  également  éloignées  ; 
de  meme  les  lignes  cotrefpondantes  m/n , m m 
• font  également  incKnées  entre  parallèles  égales. 
Donc  (45  ) les  lignes  dg ,,  gf  lon^ égalas  entre 
elles  aplÏÏ  - bien  que  les  lignes  corre^ondantes  ^ 

, m m ^ mm.  D’ailleurs  en  tirant  les  perpendi- 
culaires dp  ^ ap  , mp,  &c.  3 il  eft  vifible  que 
les  triangles  reétangles  ap  d , dp  g ont  les  côtés 
égaux  ap,,  dp,  les  angles  en  d & en  ^ corref- 
pondans  égaux  , & à caufe  des  angles  droits  /> , les  • 
angles  pa  d,  p dg  égaux  , de  forte  que  ces  deux 
triangles  ont  les  cotés  ap^,  pd  égaux  & les  angles 
' fur  ces  côtés  égaux  j donc  ces  triangles  font  éga%x 

en  tout  & û d eft  = d^.  Il  h’eft  pas  difficile  de  voir 
que  les  triantes  amp,  mpm  font  dans  le  même 
cas , & que  par  conféqueiit  am  = mm.  Cela  pofé 
il  eft  évident  que  am’.i-am’.'.ad'.i'ad, on  ami 
ad  1 1 ^ ‘ am  I ^ ‘ ad  ; èc  en  général  une  partie  quel- 
conque am  âe  lâ  première  ligne  , eft  a une  partie 
a d correfpondante  de  la  fécondé , comme  un  nom- 
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bre  quelconque  des  parties  de  la  première  , au 
même  nombre  des  parties  de  la  fécondé.  • 

. Corollaire.  L’on  a de  même  comme  deux 
parties  Àq  a b i deux  parties  de  u c , ainfi  trois 
parties  de  a ^ font  à trpis  parties  correfpondantes 
de  a c.  Et  en  général  une  partie  quelconque  de  a c 
comprife  entre  deux  parallèles , ou  entre  lei'ommet 
& une  par.allele  eft  à la  partie  correfpondanxe  de  aé 
• comme  une  autre  partie  de  la  première, 'comprife 
entre  deux  parallèles  , ou  entre  le  fommet  a & .une 
parallèle,  à la  partie  correfpondante  de  la  fécondé. 

47  .Théorème.  Deux  triangles  qui  ont  leurs  côtés 
perpendiculaires  r un  à l' autre  font  équiangles 
* Soit  le  triangle  gf  in  dont  les  côtés  foient  fuppofés 
perpendiculaires  aux  côtés  du  triangle  ab  c y il  eft 
vifible  qa’en  faifant  tourner  le  triangle  f g m fur 
le  point  g , le. côté  f g perpendiculaire  fur  ac  de- 
<>viendra  parallèle  au  côté  ac  lorfque  la  ligne  aura 
décrit  un  quart  de  cercle  , de  même  gm  lera  pa- 
rallèle i b a &c  fm  i b c \ c’eft-à-dire  que  les  côtés 
qui  forment  les  angles  correfpondans  de  ces  deux 
triangles  feront  parallèles  ; donc  les  angles  corref- 
pon dans  font  égaux  f 1 4)  & les  triangles  cquiangles. 

Corollaire.  Il  fuit,  de  ce  qu’on  vient  de  dire  , 
que  les  triangles  dont  les  côtés  font  parallèles,  font 
équiangles.  ' 

48.  Théorème.  Les  triangles  équiangles  font 
femblables  j c’eft-a-dire  qu  ils  ont  leurs  côtés  homo- 
logues proportionels  [les  côtés  homologues  foru  ceux 
qui  fontoppofés  à des  àngles  égaux).  Soient  les  deux 
triangles  abc  , rf/^(fig.  45)  qu’on  fuppofe 
équiangles.  Pofant  le  point  d fut  le  point  a , ehforte 
que  le  côté  d f tombe  fur  <z  é , il  eft  vifible  , à 
caufe  de  l’angle  d égal  à l’angle  a , que  d g ton> 
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bera iur  a c \ & prenant  as  — df,  a p — d g y 
f g tombera  fur  jp  , & le  triangle  asp  fera  égal  au 
triangle  df g ; donc  l’angle  s=j^Scp=g. 
Mais  par  fuppofition  f=3xb&cg=Bc;  donc  s = b , 
Sc  p = ci  donc  les  angles  correfpondans  s Sc  b font 
égaux  j donc  (15)  sp  eft  parallèle  i bc ÿ donc  (4(1) 
a-b  I ac  y.  as  ou  df  \ a p =■  d g.  Si  l’on  avoit 
pofé  l’angle  / fur  l’angle  b , on  auroit  démontré 
de  même  que  b a \ b c \ \ df  l f g-  Il  eft  évident 
(4^^  que  as  \ a P \\  s b \ P c \\  b a \ ac. 

■ 49,  Remarque.  Si  l’on  tire  la  ligne  x a parallèle 
kb  c y on  voit  que  les  lignes  as  y a p qui  font 
autant  inclinées  entre  les  piralleles  x a , s p que 
les  lignes  sb^&c p c le  font  entre  les  parallèles  spy 
bc  y font  proportionelles  à ces  dernieres.  • 

CoROLL.  I.  Les  triangles  qui  ont  leurstôtés  per- 
pendiculaires ou  parallèles  l‘un  à l’autre  font  fembla- 
oles , car  (47)  ces  triangles  font  équiangles  j donc,&ci^ 
Corollaire  IL  Deux  triangles  a j/» , qui 

ont  un  angle  a égal  de  part  & d’autre , &C  des  bafes 
s py  b c parallèles , font  équiangles  & femblables. 

50.  Théorème.  Deux  triangles  qui  ont  un  angle 
égal  J & les  côtés  qui  comprennent  cet  angle  propor-^ 
tionels.3  font  femblables.  Suppofons  l’angle  q dans 
le  triangle  bac,  égal  à l’angle  d du  triangle  fgd y 
& qu’on  ait  en  même  tems  la  proportion  ab\  ac 
\\df  \ dg.  Prenant  fur  la  ligne  as  — dfy  8c 
tirant  s p parallèle  à bc  , il  eft  vifible  que  les  deux 
triangles  s p y abc  feront  équiangles  & fembla- 
bles. Or  df'g  =z  a s p : càr^^*^r  fuppofition  ) 
b a'.acW  df  : mais  f d=aasÿ  donc  b a \ ac 

\\  s a ! dg.  Mais  à'caufe  des  parallèles  bc  l’on 
a (49)  b a \ ac\\  as  =z  df  ap  ; donc  a p=-dg  ; 
donc  Içs  deux  triangles  df  g ^ asp  ont  uq  angle 
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d &c  a égal  de  part  & d’autre  , & les  «ôtés  qui 
* comprennent  cet  angle  égaux  ; donc  ils  font  égaux 
en  tout.  Mais  asp  çft  femblable  k bac  ; Sc  par 
conféquent  éa  c eft  auOi Semblable  à dfg;  donc.  Sic. 

51.  Théorème.  Deux  triangles ’zhc  , d(gqui' 
ont  leurs  trois  côtés  proportionels  font  femblakles. 
Car  fi  fur  f g on  fait  l’angle  gf  h égal  à l’angle  b , 
Sc  f g h — c , il  eft  évident  que  l’angle  a fera  égal 
à l’angle  h ; donc  les  triangles  abc  y hf  g feront 
équiangles  & femblables.  Or  hfg—djgi  car 
( par  fuppofition  ) bc  ab\‘.f  g ’.fdj  mais  à caufe 
des  triangles  femblables  abc,  on  a de  même 
bel  a bi’.f  g ,f  k ; donc  (puifque  les  deux  premiers 
termes  de  cette -proportion  font  les  mêmes  ) l’on 
^fg'fdy-fg'ff^y  ou  {alteraando)  f g I fg  I \fd  ifh  ; 
mais  fg=f g ; donc  fd=f h.  De  plus  bclacllf gl 
dgy&c  bel  acllfglgh  ; donc  fg  l dgllf g l g h ^ 
ou  {altemando)  f g l f glld  g l dh;  mais/ g=f g ‘ 
donc  dg=gh';  donc  les  trois  côtés  du  triangle  dfg 
font  égalx  aux  trois  côtés  du,  triangle  hf  g ; donc 
(55)  ces  deux  triangles  font  égaux  en  tout.  Mais  hf  g 
eft  femblable  k b ac  ; donc  df  g eü.  auflî  femblable 
au  triangle  bao ; donc  , &c. 

51.  Théorème.  Une  ligne  droite  ap  qui  divife 
en  deux  également  V angle  bac  d'un  triangle  quel- 
conque b a c ( fig.  4<>  ) , coupe  le  côté  oppofé  en 
deux  parties  b p , p c proportioneU.es  aux  côtés  cor- 
refpondans  a b , ac.  Par  le  point  b tirez  b d parallèle 
k p a , Sc  prolongez  ca  julqu’à  la  rencontre  de  b d. 
A caufe  des  parallèles  a p , d b ,\qs  triangles  apc, 
d b c font  femblables  * , & ( par  les  numéros  4^ 

' * Car  i caufe  des  parallèles  ap,  db  les  angles  cdb , cap 
correfpondans  font  égaux  auflî-bien  que  les  angles  cbd  ^ 
cpa  ; donc  , ica. 
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Sç  49),  l^n  aura pb  ' p c'.'.da'.ac.  Mais  à caufe  des. 
parallèles  bd,  a p ^ l’angle  d=p  a c=-b ap  ( autre  ‘ 
moitié  de  l’angle  b(^c)  = ab  d,  puifque  ces  angles 
font  alternes -internes  entre  lés  parallèles  db  ^ ap; 
donc  les  angles ^ du  triangle  dba  font  égaux, 
&par  confcquent  les  côtés  qui  font  oppofés  à ces 
angles  font  égaux  (j  j)i  donc  ba  = d a.  Mais  nous 
venons  de  voir  que  bp  ; p c\  \ d a \ a c ; donc  en 
fubllituant , b p : p c\  \ a b : ac. 

55.  ThÉoreme.  Si  deux  cordes  a b , ^ f yè  c<vt- 
• petit  dans  un  cercle  ( fig.  47  } , les  parties  de  l’une 
feront  réciproques  aux  parties  de  l’autre  j de  forte  que 
l’on  aura  la  proportion  acl  gc\‘.f  c ; c b.  Car  ayant 
tiré  les  cordes  ag  Sc  f b ^ les  deux  triangles  g ac  , 
f c b ont  les  angles,  oppofés  au  fommet,  a c g , f cb 
égaux  : de  plus  l’angle  a du  premier  & l’angle  / 
du  fécond  {ont  égaux  ( étant  appuyés  fur  le  même 
arc  g b)  ÿ donc  Te  troifiéme  angle  eft  égal  de 
■ part  & d’autre  ; donc  les  deux  triangles  font  équian- 
gles  & femblables  -,  ^onc  leurs  côtés  *horilologues 
font  proportionels  ; & l’on  3.  a c g c \\  f c c b. 

Corollaire  I.  Si  l’une  des  cordes  a b (fig. 48) 
eft  un  diamètre  & que, l’autre  cordey^  lui  foit  per- 
. pendiculaire,  à caufe  que  cette  perpendiculaire  eft 
divifée  en  deux  également  au  point  c {io),fc  fera 
= c g;  donc  la  proportion  du  Théorème  de\  iendra 
a c : f c II  c g oa.  J c cb.  G’eft-à-dire  qu’une  per- 
pendiculaire quelconque  fc  fur  un  diamètre  eft 
moyenne  prpportionelle,  entre  les  deux  parties  de 
ce  diamètre. 

- Corollaire  II.  Suppofant  le  diamètre  ab=xay 
la  perpendiculaire /c=^  , laj>artie  ac  du  dia- 
mètre çomprife  entre  l’extrén^ite  a & la  rencontre 
de  la  perpendiculaire  ( on  l’appelle  qhfcijfe  ) = x , 
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l’autre  partie  cb  à\x  diamètre  fera  q.  — j:  , & la 
proportion  du  Corollaire  précédent  deviendra 
y.  yt  \ a — X , ou  ( faifant  le  produit  des  éxtrêmes 
égal  à celui  des  moyens)^*  = ax  — x*  *.  ^ 

Corollaire  111.  Le  triangle  afb  étam  reûangle 
èn  / ( parce  que  l’angle ./  eft  appuyé  fur  un  dia- 
mètre ) , il  s’enfuit  que  dans  un  triangle  reélangle 
là  perpendiculaii'e  abai^ee  fur  l’hypothénufe  eft 
moyenne  proportionelle  entre  les  deux  parties 
de  l’hypothénufe  déterminées  par  cette  perpen- 
diculaire. • . 

54.  Problème.  Trouver  une  moyenne  géométrie  . 
que  entre  deux  lignes  données  x «S*  n.  Joignez  ces 
deux  lignes , enfor|^  qu’elles  ne  faflent  qu’une  feule 
& meme  ligne.  Divifez  leur  fomme  a b en  deux 
également  au  point  p.  De  ce  point  comme  centre 
& du  rayon  p a moitié  àt  a b décrivez  un  cercle 
bf  a g , par  le  point  d’union  élevez  fur  <7^  la  per- 
pendiculaire cj  jufqu’à  la  rencontre  de  la  circon-^ 
férence  en  /,  elle  fera  moyenne  proportionelle. 
entre  x Sc  n j par  le  premier  Corollaire  du  Théo- 
rème précédent. 

55.  Théorème.  Si  du  fommet  f de  V angle  droit- 
d'un  triangle  rectangle  quelconque  on  abaijfe  une  per- 
pendiculaire f c fur  Thypothénufe  a b , ce  triangle 
fera  divifé  en  deux  autres  triangles  a'fc  , b f c , fém- 
blables  au  grand  triangle  & par  conféquent  femblables 


* C’eft  ce  qu’on  appelle  l'équation  du  cercle , & cette  pro- 
priété convient  â toutes  les  perpendiculaires  fc  ; de  forte 
qu’en  donnant  plufieurs  valeurs  fucceflîves  à x & prenant  les 
racines  des  quantités  d x — x'^  correfpondantcs  , on  détermi- 
nera les  fc  correfpondantes  aux  x , & faifant  pafTer  une  courbe 
par  tous  les  points/,  on  atya  un  cercle  d’autant  plus  exaéf  que 
les  y feront  plus  exaéfs  & plus  près  les  uns  des  autres. 
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entr'eux.  Car  i •.  le  triangle  û/c a un  angle  droit  enr, 

. & un  ançle  a commun  avec  le  grand  triangle  <qui  a 

auiîi  un  angle  droit  en  f ; donc  le  troiliétne  angle 
égal  de  part  & d’autre  j donc  ces  deux  triangles 
fontéquian^les & femblables.  Le  triangle  bjcz  ‘ 
un  angle  b commun  ^vec  le  grand  triarfgle , un  angle 
droit  en  c comme  le  grand  triangle  en  a un  en  y * 
donc  ces  deux  triangles  font  cquiangles  j dope  les 
deux  petits  triangles  font  lêmblables  au  grand 
triangle  , & par  cOnféquent  femblables  entr’eux. 

Corollaire  I.  Il  fuit  de-là  que  ic  a f y,  afl 
ab  y parce  que  ac,  a f côtés  du  petit  tritngle  afc 
font  homologues  aux  côtés  afy  <zé  du  grand  trian- 
gle afb.  De  même  b c y f b côi;(5  du  triangle /c  3 
étant  -homologues  aux  côtés  b f y b a du  gtand 
triangle  , l’on  a.  b c‘.  b f y,  b f : ba  ; c’eft-à-dire  , 
chaque  côté  du  trianglp  reétangle  a f b eft  moyen 
proportionel  entre  l’hypothénuie  & le  fegment 
correfpondant  *.  Il  eh:  vihble  auhi  que  les  deux 
triangles  aef  ^ cf  b donnent  acl  cf  y,  cf:  c b y on 
que  la  perpendiculaire  /c  eh  moyenne  propor- 
\ tionelle  entre  les  deux  parties  de  l’hypothénufe  *, 

’ ' ainfi  que  nous  l’avons  dit  ci-delTus. 

Corollaire  II.  Les  cptés  af  y f b étant  des 
cordes  tirées  du  meme  point  f aux  extrémités  du 
diamètre  û A , fl  fuit  do  Corollaire  précédent  que 
fl  de  l’extrémité/ d’une  corde  af  on  fb  l’on  abaihe 
une  perpendiculaire  fur  le  diamètre  a b qui  palTe 
par  1 autre  extrémité  de  la  même  corde  , cette  corde 
fera  moyenne  proportionelle  encre  le  diamètre  ^ 

• le  fegment  correfpondant. 


Les  parties  d’une  ligne  s’appellent  suffi  les  je^num  de 
cette  ligne. 
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5<>.  Théorème.  Deux  fècantes  extérieures y 
a c tirées  d'un  même  point  à la  partie  concave  hc  de 
la  circonférence  j font  réciproquement  proportionelles 

leurs  parties  extérieures  au  cârcle  (fi^.  49  ).  Ayant 
tiré  les  lignes  Bdy  cf.  Ton  a les  triangles  adB  , 
a f c femblables  , puifqii’ils  ont  un  angle  a com- 
mun , & les  angles  b éc  c appuyés  fur  le  même 
^cfd  ; 8c  partant  a b \ ne  \ \ a d af. 

Corollaire.  Si  l’arc  de  s’évanouit,  le  point  t 
tombera  fur  le  point  d \ la  fécante  ac  deviendra 
ungente  (fie .,50),  8c  l’on  aura  loMpvitsab’.ftc'.'.ac  : 
a f.  Ainfi  ia  tangente  fer^  moyenne  proportionel- 
le  entre  la  fécante  entière  & fa  partie  hors  du 
cercle. . 

On  dit 'qu’une  ligne  eft  divifée  en  moyenne 
& extrême  raifon  (fig.  51),  lorfqu’elle  eft  divifée 
en  deux  p^ies  ad  y db  telles  que  la  ligne  entière 
eft  â J’une  de  ces  parties , comme  celle-ci  eft  à 
l’autre  partie.  ^ 

j7.  Problème.  Divifer  une  ligne  ab  en  moyenne  & extrême 
raifon.  Sur  l’cxtrëmité  b de  cette  ligne  , élevez  la  perpen- 
diculaire 0 b =s>  ^ , du  point  o comme  centre  , avec  le 

rayon  ob , décrivez  le  cercle  cbf,  par  le  point  a 8c  le  centre 
O du  cercle  , tirez  la  fécante  ac  , 8c  prenant  md—af,  je  dis 
que  ab  •.  ad::  ad  •.  d b.  Car  ob  étant  perpendiculaire  (va  ab  y 
a b £èra  tangente  ; donc  ( Corollaire  précédent)  ac\ab::ab\ 
af^ad,8c{  aividendo  ) ax  — ab , ou  a c" — c/  ( à caulê 
du  diamètre  «/=»=  ab),o\i  fa  ^ ad  : a b::ab  — af=  ab 
— ad  ==  db  : a f = ad  ; donc  a d : a b ::  b d : a d , o\i 
mettanLles  antécédensâ  la  place  des  conféquens  &réciproque> 
. ment  (ce  qui  ne  peut  détruire  la  proportion , pbifque  le  produit 
des  extrêmes  relie  égal  àcelui  des  moyens)  ab:ad::ad:bd. 

]8.  'P Divifer  une  ligne  donnée  ab  ( fig.  %%)  en 
parties  proportionWÊbs  aux  parties  dune  autre  ligne  a c.- Faites 
avec  ces  lignes  un  angle  quelconque  c a b,  Àyant  joint  les 
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extrémités  b St  c par  la  ligne  cé.,  par  les  points  de  div^on 
de  la  ligne  a c , menez  des  parallèles  d la  ligne  c 6 iufqu’à 
la  rencontre  de  la  ligne  a b.  A caufe  des  parallèles  Sx 
la  ligne  a b aura  toutes  (es  partie^proportionelles  aux  parties^ 
correfpondantes  de  a c {^6). 

59.  Problème.  DiVifer  une  ligne  ad  en  parties 
égales  (fig.  5 3 ).  Prenez  une  ligne  indéfinie  bc  plus 
grande  que  a d , portez  autant  d’ouvertures  égales 
de  compas  fur  cette  ligné  que  vous  voulez  avoir  de 
parties  égale»  dans  ad,  difpofez  eiîfuite  tzt/ pa- 
rallèlement à ^ c , par  le  point  b & l’extrémité  c de 
la  derniere  divifiôn  , tirez  les  lignes  ba  d qui  fe 
rencontreront  en  un  point  quelconque  x au-de(Ius 
de  û d ( nous  fuppofons  bc'^ad)  ‘y  du  point  x aux 
points  W2  , n y P , &c.  des  divifions  de  la  ligne  b c , 
menez  les  lignes  xp , Sec.  ces  lignes  diviferont  ad 
en  parties  égales  aux  points  0,  i,  s , Sec.  En  effet  à 
caufe  des  parallèles  a.o  Sc  p b yoi  & jétk , les  trian- 
gles xa  0 J x.b P font  femblables  entr’eux  ^ auffi- 
bien  que  les  triaagles  x io  , x pm  \ donc  b p\ 
aoWxp'.xo.  De  même  les  deux  Herniers  trian- 
gles dont  nous  venons  de  parler  donnent  pm'.oi 

• \ \ P x \ X O ; donc  bp  : p mV.  a6\oi  \ donc  ao 
= 0 i.  On  démontrera  de  même  que  u-i  = i j en 
fe  fervant  d^  triangles  Vp /tz  , ai  0 Sc  des  triangles 
X mn  y xis  \ Sc  quel  que  foit  le  nombre  des  par- 
ties égales  de  en  procédant  de  cette  maniéré 
l’on  démontrera  que  les  parties  correfpondantes  de 
a d font  toutes  égales  entr’elles. 

60.  Problème.-  Trouver  une  quatrième  propor- 
tionelle  d 4,  'réis  lignes  données  a , b , c ( fig.  5 4 )•  . 
Avec  les  lignes  indéfinies  pr y ps  ]e  fais  un  angle 
quelconque  p.  Je  porte  la  ligne  a fotf>r  de  p en  Xy 
Sc  b fur  ps  àt  p &n  g y je  tire  ar^PPortant  enfuite 

c de  ar en  O & tirant  oq  parallèle  ix g \ il  eft  évi- 
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dent  ( à caufe  des  parallèles  x g , o q)  que  px  I 
xo'.'.pg  ’.gq^  ou  que  a :c\\b  °q\  donc  gq  éft 
la  ligne  cherchée.  Si  b =c,  g q fera  troiftéme  pro- 
pomonelle  'aux  lignes  a 

<îi.  Définition.  Deux  Polygones  font  appelles 
femblables  lorfqu’ils  ont  un  même  nombre  d’an- 
gles^ & les  côtés  qui  comprennent  ces  angles  pro- 
portionels.  * . 

6i.  Théorème.  Deux  Polygones  femblables 
peuvent  être  divifés  par  dis  diagonales  qui  partent 
des  angles  homologues  en  un  même  nombre  de  trian- 
gles femblables  ( fig.  5 5 ).  Du  point  a du  pentjigone 
abcdf  tirez  les  diagonales  u c , a d , & du  point  g 
correfpondant  du  pentagone  femblable  gh  ilm  tirez' 
les  diagonales  gi  ^ je  dis  que  les  triangles 
afiy  ad,Ci  acb  fqnt  femblables  aux  triangles 
g ml  y gli  y g ih.  Puifque  les  Polygones  font  fem- 
blables, les  angles  correfpondans /&  m font  égaux, 
& les  côtés  qui  comprennent  ces  angles  propor- 
tionels  (^i)  j donc  ( 50)  les  triangles  af  d y gjp  I 
font  femblables  j donc  f d \ ml  \ \ ad  : gl  • or 
f d \ m l \ \ d c \ li  par  la  propriété  des  Polygones 
femblables)  ; donc  ad  \ gl\\dc  \ li  y ou  ( alter- 
nando)  a d \ d c \\  gl  \ l i -y.  mais  l’angle  d — l8c 
l’angle  a.df—glm  j donc  gli=adc\  donc 
les  triangles  ad  c y g l i ont  un  angle  égal , Sc  les 
côtés  autour»  de  cet  an^e  proportionèls  ; donc 
ils  font  femblables.  On  démontrera  la  même,  chofe 
pour  les  triangles  acb  y ghi'y  donc.  Sec. 

Corollaire  1.  Donc  les  périmètres  ou  contours 
des  figures  femblables  p Sc  x y font  entr’eux  commé 
deux  côtés  homologues  (c’eft-à-dire  femblablethent 
fitués  dans  les  figures  ) quelconques  af  y g m y où 
comme  deux  diagonale;  homolc^ues  ad  y gl  fem- 
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blablement  tirées  dans  les  figures.  Car  i caufe  de  la 
lîmilitude  des  figures-/?  ôc  x , af’.gm  d'.ml 
\’.dc\li\\bc  \ ih\\b  a’.hg  ÿ donc  la  fomme  des 
aniécédens  eft  à la  femme  des,  conféquens  , c’eft- 
* à-dire , le  périmètre  de  p eft  au  périmètre  de  x 
comme  a/ gm  , ou  comme  ad  g l caufe  des 
triangles  femblables  afd,  g ml. 

.Corollaire  H.  Donc  les  périmètres  de  ^leux 
Polygones  réguliers  tfun  même  nombre  de  côtés 
font  entr’eux  (tomme  iu*des  côtés  du  premier  Po- 
lygone à un  des  côtés  du  fécond.  Car  les  Polygones 
réguliers  d’un  même  nombre  de  côtés  font  des 
Polygones  femblables. 

• 6 3 . T HÉOREME.  Deux  Polygones  réguliers  fembla- 

bles J cejl-à-dire  j d’un  même  nombre  de  côtés  j ont 
leurs  périmètres  proportionels  à.  leurs  rayions  dt\}ks 
& obliques  ( fig.  56).  Car  les  rayons  obliques  oa^rs 
partagent  les  angles  égaux  â & r en  parties  égales  ; 
mais  à caufe  des  angles  droits  a:  & /?  les  triangles 
rx  s , ao  P ont  deux  angles  égaux  p 6c  x ^ pao  Sc 
srx  J donc  le  troifiéme  angle  eft  égal  de  part  & 
d’autre, & les  deux  triangles  font  femblables  ; ainfi 
rs  : O ai\  SX  I op’.lrx  \*pa;  mais  xr  eft  la  moitié 
de  r /Z  & /?  a la  moitié  ÛQ  a g ( parce  que  la  per- 
pendiculaire abaiftée  du  centre  fur  une  corde  d’un 
cercle ‘divife  cette  corde  en  parties  égales  ) , & les 
moitiés  font  comme  les  (pus;  donc  les»rayons  droits 
& obliques  font  comme  les  côtés  qui  {6x)  font  entre 
eux  comme  les  périmètres;  donc  les  périmètres  font 
entr’eux  comme  les  rayons  droits  & comme  4es 
rayons  pbliques;&  en  général  comme  les  lignes  fem- 
blablement  tirées,  qui  néceflairementfont  entr’elles 
comme  les  côtés  Sc  les  rayons  droits  on  obliques. 

•Corollaire.  Donc, les  circonférences  des 

cercles 
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cercles  font  entr’elles  comme  leurs  rayons  , & pat 
conféquent  comme  leurs  diamètres , comme  les 
arcs  femblables  j c’eft-à-dire  , d’un  même  nombre  da 
degrés  , comme  les  cordes  de  ces  arcs , &c.  : car 
les  dercles  peuvent  être  confidércs  comme  des  po- 
lygones réguliers  d’un  même  nombre  de  côtés  infi- 
niment petits  J donc^  &c. 

64.  Théorème.  De  tous  les  Polygones  réguliers 
infcrits  au  cercle  j celui-là  ejl  le  plus  grand  qui  a plus 
de  côtés  J au  contraire  de  tous  les  Polygones  circon- 
fcrits  J celui  qui  a le  moins  de  côtés  ejl  le  plus  grand. 
Car  dans  la  fig.  J9  le  pentagone  infcrit  différé  plus 
de  fon  cercle  que  l’exagone  infcrit  (fig.  38  ) ne  dif- 
■ fere  du  fien  j mais  il^ft  vifible  aufli  qu’en  circonfcri- 
vant  un  quarré  & un  oâogone  à un  cercle  ( fig.  57), 
le  quarré  différera  plus  du  cercle  que  l’oâogone  & 
fera  plus  grand  que  l’oétogone  j donc , &c. 

Corollaire.  Donc  fi  un  Polygone  régulier 
infcrit  ou  circonfcrit  avoit  un  très-grand  nombre 
de  côtés  , il  ne  différeroit  pas  fenfiblement  du 
cercle , & l’on  pourroit  prendre  l’un  pour  l’autre 
fans  erreur  fenfible. 

De  la  mefurs  & du  rapport  des  Surfaces. 

^ 5 . La  furfaee  plane  eft  celle  qui  n’a  ni  enfonce- 
ment  ni  élévation  , & fur  laquelle  par  conféquent 
. une  ligne  droite  peut  s’appliquer  exaétement.  La 
furfaee  courbe  au  contraire  eft  telle  qu’on  ne  peut 
lui  appliquer  exaétement  une  ligne  droite  : telle  eft 
la  furfaee  d'une  boule. 

Définition.  Un  quadrilatère  abcd  qui  a feule- 
ment deux  côtés  ^ » c d parallèles  ( fig.  5 8 ) eft 
appellé  trapeif9Ê^n\  aucun  côté  parallèle  (fig. 5 9) 
on  l’appelle  trapéqpïde.  S’il  a fes  côtés  jpa^raUeles 
Tome  I»  J3  O 
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deux  à deux,  on  le  nomme  parallélogramme  (fig.^o). 
Si  les  côtés  du  parallélogramme  font  égaux  & que 
les  angles  ne  foient  pas  droits , il  prend  le  nom  de 
rhombc , & celui  de  rhomboïde  lorfque  les  côtés 
■oppofés  feulement  font  égaux.  Si  les  angles  du 
parallélogramme  font  droits  (fig.  6i) , on  l’appelle 
rectangle  ; mais  (1  les  angles  «étant  droits  les  côtés 
font  égaux , il  fe  nomme  quarré  ( fig.  ).  Une 
ligne  bc  ( fig.  58  , <îO  , 61  ) menée  d’un  angle  d’un 
quadrilatère  à l’angle  oppofé  ^'appelle  diagonale. 
Une  ligne  cd  (fig.  58  ) fur  laquelle  on  conçoit 
qu’eft  pofée  la  figure  cab  d y ou  le  triangle  c b dy 
' eft  appellée  bafe  de  cette  figure , ou  du  triangle 
cbd.  Une  ligne  a p tirée  du  fommet  d’un  angle  a 

f>erpendiculairemeac  fur  la  bafe  c d.(fig.  63) , pio- 
ongée,  s’il  le  faut,  eft  appellée  hauteur  du  triangle 
a cd.  Si  on  mene  la  perpendiculaire  p m entre 
les  côtés  parallèles  d’un  trapeze  (fig.  58),  ou.  d’un 
parallélogramme  ( fig.  60  ) , cette  perpendiculaire 
fera  la  hauteur  du  trapeze  ou  du  parallélogramme. 

66.  Problème.  Décrire  un  parallélogramme  dont 
un  des  côtés  fou  égal  à la  ligne  donnée  a (fig.  64) , 
Vautre  côté  égal k la  ligne  b,  ô*  l'angle  compris  entre 
ces  côtés  — g.  Tirez  cd  — ay  faites  enfuite  l’angle 
a cd  = g {i6).  Prenez  ac  — b , tirez  a b parallèle 
6c  égal  Z c d y tirant  enfuite  b d , vous  aurez  le 

f>arallélogramme  cherché.  Si  l’angle  g étoit  diroit , 
e parallélogramme  feroit  un  reéfangle  , 6c  un 
quarté  fi  les  côtés  étoient  de  plus  fuppofés  égaux. 

6j.  Remarque.  Nous  avons  démontre  (45) 
que  les  parallel*es  entre  parallèles  étoient  égales  3 
donc  les  côtés  oppofés  d’un  parallélogramme  font 
, toujours  égaux  entr’eux. 

ds.  Théorème.  Une  diagonale  b c partage  un 
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parallélogrammt  quelconque  a b d c en  deux  triangles 
égaux,  to  effet  ab=.cd&cbd=iac  ( remarque 
précédente)  ; & la  ligne  b c étant  commune  aux  deux 
trianglés  abc  y c db  y ces  triangles  ont  leurs  côtés 
égaux  chacun  â chacun  ÿ donc  (35)  ils  font  égaux 
en  tout. 

Corollaire.  Donc  un  triangle  efl  la  moitié 
d’un  parallélogramme  de  même  baie  Ô£  de  même 
hauteur  *. 

6^.  TnÉoREMEi  Un  parallélogramme  & un  reclan-‘ 
gle  de  même  bafe  & de  même  hauteur  font  égauii  en 
Jurface.  Des  extrémités  a,  ^ du  côté  oppofé  à la  bafe 
ayant  abaiffé  les  perpendiculaires  a pyb p fur  cette 
bafe  prolongée  s’il  le  faut  3 les  triangles  acp  y b dp 
auront  les  angles  correfpondans  d égaux  , &c 
les  angles  droits  en  p»;  donc  ils  font  femblables  Sc 
ont  de  plus  les  angles  égaux  fur  les  côtés  égaux  aCy 
bld  ; donc  ils  font  égaux  en  tout , &c  dp  =.c  pi 
donc  P P = ab  =s  cd  $ donc  le  parallélogramme 
aeUb  &*  le  rectangle  appb' ont.  même  bafe  & 
même  hauteur  ( puilqu’ils  font  compris  entre  les 
même's  parallèles  ).  De  plus  pour  avoir  le  reélangle 
il  fuffit  d’ajouter  au  parallélogramme  le  triangle' 
b d P Sc  d’en  retrancher  en  même  tems  le  triangle 
acp=tbdpi  donc  ces  deux  figures  font  égales  j 
donc , 5cc, 

70.  Théorème.  La  furfau  dlun  réüangle  ejl 
'égale  au  produit  de  la  bafe  par  ^5  )• 

Suppofant  la  bafe  c d 6 pieds  y la  hauleur  ac 
de  4 ; divifez  c d Qn  6 parties  égales  & ca  en  4. 
Par  les  points  de  divifion  de  c d menez  des  pa- 


^7^ 


* Le  triangle  eSd  a pom  hauteur  la  perpeàdlculalire 
anlE-bien  que  le  parailélogranjane  abed. 

Bb  i 
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ralleles  au  côté  a c , & par  les  points  de  divifion 
de  a c des  parallèles  ica,  vous  aurez  quatre  tran- 
ches , donc  chacune  contiendra  6 quan*és  égaux  , 
chacun  au  quitté  poco  {poco  eft  évidemment 
un  pied  quarré  ) j donc  le  reéiangle  vaut  4 fois 
6 pieds  quarrés  ou  24  pieds  quartés  , produit  * de 
la  bafe  6 par  la  hauteur  4 j donc , &c. 

Remarque.  Si  Ton  conçoit  que  la  baie  c d 
( fig.  66)  monte  parallèlement  à elle-même  le  long 
de  a c 8c  qu’elle  laifTe  par-tout  des  traces  d’une 
largeur  très-petite,  il  eft  évident  qu’il  y aura  autant 
de  traces  égales  que  la.  hauteur  peut  contenir  de 
fois  la  largeur  d’une  de  ces  traces,  & que  la  fomme 
de  ces  traces  e'ft  égale  à fa  furface  du  reétangle  j 
donc  il  faudra  multiplier  une  de  ces  traces  par  le 
nombre  qui  exprime  combien  de  fois  fa  largeur 
eft  contenue  dans  la  hauteur  , & en  luppofant  l’é- 
paifleur  de  la  trace  infiniment  petite  , il  faudra 
de  même  multiplier  la  trace  ou  ligne  c d par  la 
hauteur  ac;  donc  « &c.  . « 

Corollaire  I,  Donc  un  parallélogramme  eft 
égal  au  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur  ÿ car  (dp) 
un  parallélogramme  8c  un  redangle  de  même  baie 
& de  même  hauteur  font  égaux. 

Corollaire  II.  Donc  un  triangle  eft  égal  au 
produit  de  fa  bafe  "par  la  moitié  de.  la  hauteur  , ou 
au  produit  de  fa  hauteur  par  la  moitié  de  fa  bafe , 
ou  a la  moitié  du  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur. 


**On  ne  peut  pas  multiplier  une  ligne  c d par  une  ligne  ta\ 
mais  on  prend  le  nombre  des  quarrés  qu’on  peut  former  Cwccd 
(en  prenant  p c pour  hauteur) , autant  de  fois  que  la  ligne  pcefi 
contenue  dans  ac.  C’ell  ce  qu'on  doit  entendre  quand  on  dit 
qu’on  multiplie  la  bafe  par  la  lumteur. 
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Car  un  triangle  eft  la  moitié  d’un  parallélogramme 
de  même  baie  & de  même  hauteur  (<î8). 

Corollaire  III.  Donc  un  triangle  eft  égal  i 
un  parallélogramme  de  même  bafe , mais  d’une 
hauteur  deux  fois  moindre. 

71. ‘Théorème.  La  furface  d’un  trapei(e  abcd  . 
(fig.  58)  ejl  égale  au  produit  de  fa  hauteur  m p par 
la  moitié  de*  la  fomme  des  deux  hafes  oppojées  & 
parallèles  a b , c d.  Car  la  diagonale  b c partage  le 
trapeze  en  deux  triangles  de  même  hauteur  que  le 
trapeze  ( puifqu’ils  font  compris  entre  mêmes  pa- 
rallèles) & dont  la  bafe  de  l’un  eft  a A & celle  de  l’au- 
tre cd I donc  la  furface  de  l’un  eft  m/» X celle, 


ci 


de  l’autre  étant  = mpyt  — J.  donc  la  furface  du  sra- 

rt  {a  b-^cd)  J • 

peze  eft  = X 1 j donc  y &.c. 


Corollaire  T.  Donc  la  furface  d’un  trapeze 
eft  égale  au  produit  de  fa  hauteur  m p multipliée 
par  une  ligne  x g , menée  par  le  milieu  x du  côté 
ac  parallèlement  à la  bafe  cd.  En  effet  les  triangles 
ab  e y xnc  { femblables  à caufe  des  parallèles  ab, 
xn)  donnent  a b t xnllac  ï cjf  îî  2 r i.  De  même 
les  triangles  femblables  b c d , b n g donnent 
bdibgiledlng  II  1 :i  ( pitifque  les  lignes  a c , 
b d comprifes  entre  les  parallèles  ab  y cd  Sc  cou- 
pées par  une  parallèle  x g doivent  être  coupées 
proportionnellement , & la  première  étant  coupée 
en  deux  également , la  fécondé  doit  l’être  de 

même  ) ; donc  xn  = — = — j donc  xg 

X X 


^ "f*  c d , , A B *4“  c d) 

y donc  m p X = f^p  'm  xg  j 


donc  J 


Bb  ^ 
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Corollaire  II.  Donc  (Calcul  6\  ) xge& 
moyenne  proportionnelle  arithmçticjue  entre  les 
bafes  parallèles  du  trapèze. 

Corollaire  III.  Donc  pour  avoir  la  .furface 
d’une  figure  curviligne  apxî  (fig.  67),  ayant  tiré 
la  ligne  x A qu’on  divifera  en  parties  égales  St  aflez 
petites  pour  que  les  arcs  compris  entre  les  lignes  pp 
perpendiculaires  à Â foient  cenles  de<  lignes  droi-. 
çes,  ou  du  moins  puiflTent  être  confidérés  comme  des 
droites  fans  une  erreur  confidérable  ^ il  eft  vifible 
qu’il  y aura  autant  de  trapèzes  qft’il  y a de  points  de 
divifion , en  y comprenant  le  triangle pxp  que  nous 
(tonfidérons  comme  un  trapeze  , dont  la  baie  fituée 
enareft  infiniment  petite,  ou  =;  o.  Cela  pofé,  parce 
que  tous  ces  trapèzes  ont  une  même  hauteur  = xn, 
il  feudra  multiplier  la  demi-fomme  de  leurs  bafes 
par  la  hauteur  nx  , le  produit  donnera  la  furface 
cherchée.  Or . il  eft  vifible  que  chaque  bafe  p p 
doit  être  prife  deux  fois  , parce  qu’elle  appartient 
à deux  trapèzes  , tandis  que  la  première  bafe  a é , 
ou  la  derniere  (fi  elle  exiftoit)  ne  doivent  être 
prifes  qu’une  fois  ; donc  la  moitié  de  toutes  ces 
bafes  fe  trouvera  en  ajoutant  enfemble  la  moitié 
des  deux  extrêmes  avec  routes  celles  du  milieu.  La 
Ibmme  multipliée  par  nx  donnera  la  furface  cher-r 
filée.  On  peut  voir  par- là  comment  on  pxiurroiç 
mefurer  la  furface  de  flotaifon  d’un  vaifTeau. 

71.  Théorème.  La  furface  d’un  polygone  régu-r 
lier  a b df  g h (fig.  3 8)  eft  égale  au  produit  de  Ion 
périmètre  par  la  moitié  de  fon  rayon  droit  c q.  Car 
un  tel  polygone  eft  compofé  d’autant  de  triangles 
égaux  que  ce  polygone  a de  côtés,  Sc  chacun  de  ces 
triangles  æ é c eft  égal  au  produit  du  côté  ah  par 
-la  moitié  de  fa  hauteur  çq\  donc  la  furface  eqtiçrç 
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du  polygone  eft  égale  au  produit  de  tous  les  côtés 
(ou  , ce  qui  revient  au  même  , au  produit  de  fon 
périmètre  ) par  la  moitié  du  rayon  droit , ou  au  pro- 
duit du  rayon  droit  par  la  moitié  du  périmètre  j 
donc , 6cc. 

Corollaire  I.  Ponc  la  furface  d’un  cercle  eft 
égale  au  produit  de  là  circonférence  par  la  moitié 
du  rayon  , ou  au  produit  du  rayon  par  la  moitié 
de  la  circonférence  ; car  un  cercle  peut  être  regardé 
coAme  un  polygone  régulier  d’une  infinité  de 
côtés  , dans  lequel  le  rayon  oblique  ne  différé 
pas  du  rayon  droit  ; donc  , &c. 

Corollaire  II.  Il  fuit  du  dernier  Corollaire 

3ue  la  furface  d’un  feâeur  acd  eü  égale  au  pro- 
uit  de  l’arc  ad  qui  termine  ce  fefteur  par  la 
moitié  du  rayon  (fig.  ^8)  ; car  ce  fefteur  peut  être 
regardé  comme  une  partie  déterminée  du  cercle , 
par  exemple  , la  fixiéme  *,  il  faudra  donc  multiplier 
l’arc  U d ou  la  fixiéme  partie  de  la  circonférence  par 
la  moitié  du  rayon  , & l’on  aura  la  furface  cher- 
chée. Ou  bien  d’une  autre  maniéré , confidérant  le 
fedeur  comme  compofé  d’une  infinité  de  triangles  , 
tels  que  axe  , xcb  , qui  ont  tous  leur  fommer  au 
centre  & dont  les  bafes  font  des  portions  infiniment 
petites  de  la  circonférence  , l’on  aura  la  fqrface-  de 
chacun  de  ces  triangles  en  multipliant  fa  bafe  par- 
la moitié  du  rayon  ou  de  fa  hauteur  y donc  la  fur- 
face  totale  eft  égale  au  produit  de  toutes  les  bafes, 
ou  de  l’arc  ad  par  la  moitié  du  rayon  a c. 

7 3 . T HÉOREME.  De  tous  Us polygoues  réguliers  ifo'- 
périmètres , c'ejl-à-dire  y qui.  ont  des  périmètres  égaux  y 
celui  qui  a le  plus  de  côtés  efi  le  plus  grand.  Soit  un 
pentagone  régulier  cir|Confcrit  au  cercle  m (fig.  69) , 
ÔC  un.exagone  régulier  du  meme  périmètre  circon-^ 

Bb4 
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£crit  au  cercle  a.  Il  eft  vifible  (^4)  que  le  cercle  a eft 
plus  grand  que  le  cercle  /nj  ainfi  le  rayon  ap^mpi 
or  en  inrcrivant  ces  figures  dans  des  cercles,  ap  ^ 
iji P feroient  les  rayons  droits  de  ces  polygones.  Mais 
( Théorème  précédent  ) pour  avoir  les  furfaces  de 
ces  polygones , il  faut  multiplier  les  périmètres  qui 
font  ici  égaux , par  ap  &c  par  mp  ; donc  le  pre- 
mier produit,  c’eft‘-à-direla  furface  de  l’exagone  , 
fera  plus  grande  que  le  fécond  produit , ou  la  fur- 
Êice  du  pentagone  ; donc , &c.  ^ 

Corollaire.  Donc  de  tous  les  polygones 
réguliers  ifopérimetres  le  cercle  eft  le  plus  grand, 
car  on  peut  regarder  le  cercle  comme  un  polygone 
régulier  d’une  infinité  de  côtés. 

74.  Theoreme.  Un  cercle  adm  (fig.  6%)  ejl 
égal  à un  triangle  reSangle  c m n , dont  la  bafe 
xnn  ejl  égale  à la  circonférence  du  cercle  la  hau-^ 
teur  cm  égale  au  rayon  du  cercle.  Car  (yz)  la 
furface  du  ærcle  eft  égale  au  produit  de  fa  cir- 
conférence ma  par  la  moitié  de  fon  rayon  cm  y 
or  la  furface  du  triangle  reéfcangle  cmn  eft  égale 
^u  meme  produit  (70)  ÿ donc , &c. 

Corollaire.  Donc  la  couronne  cirailaire 
mdapuy  comprife  entre  deux  circçnférences  con- 
centriques , eft  égale  au  produit  de  la  demi-fomme 
•de  ces  circonférences  par  la  diftance  a /n  de  ces 
circonférences.  Car  cirant  u q parallèle  à /n  « , les 
triangles  femblables  cuq  , cmn  donneront  eu  î cm 
i\  uq  mn  ; or  les  circonférences  de  ces  cercles 
font  entr 'elles  comme  leurs  rayons  eu  &c  cm 
^ par  conféquent  comme  u q & mn  ; donc  la 
grande  eft  à la  petite  comme  mnluq  y or  la.  grande 
çft  égale  à.  mn  ( par  fuppofition  ) , donc  la  petite 
eft  égale  à uq  ^ donc  le  petit  cercle  eft  çgal  a 


Digilized  by  Google 


•b 


G £ O K É I E.  391 


uqX , & le  grand  eft  égal  à m /z  X , c’eft-à- 

dlre  que  le  petit  cercle  eft  égal  au  petit  triangle* 
cuq  t Sc  le  grand  eft  égal  au  triangle  cmriy  donc 
la  couronne  circulaire  eft  égale  au  trapeze  «ç/nns=s 
(u  q-^-m  n)  U m , - 

— X (7  0 i ûonc  , &C. 

1 i 

7 5 . Theorime.  Deux  parallélogrammes  dont  V un 
fait  appelle  p <S*  l'autre  c^s  font  entr'eux  comme  les pro* 
doits  de  leur  bafe  par  leur  hauteur:  Car  foit  h la  hau-‘ 
teur  la  bafe  du  premier  ^ i la  hauteur^  g la  bafe  dw 

fécond.  .La  furface  du  pemier  fera  (70)  p = hb,' 
celle  du  fécond  fera  q=fg\  donc  p\q\\hb\f g ; or 
la  raifon  de  A eft  le  produit  des  «aifdns  A:/ & 
blg\  donc  la  raifon  de ^ eft  compofée  des  raifnns 
de  la  hauteur  à la  hauteur  & de  la  bafe  à la  bafe  ; & 
partant  les  parallélogrammes  font  entt’eux  en  rai- 
fon compofée  des  bafes  &:  des  hauteurs , ou  comme 
les  produits  des  bafes  par  les  hauteurs. 

Corollaire  1.  Donc  les  triangles  font  en  raifon 
compofée  des  bafes  & des  hauteurs  ; car  les  trian- 
gles font  les  moitiés  des  parallélogrammes  de  même 
bafe  Sc  de  même  hauteur  3 mais  les  moitiés  font 
comme  les  tous  ; donc  , &c. 

Corollaire  II.  Donc  les  parallélogrammes  qui 
ont  même  bafe  font  comme  leurs  hauteurs  , & 
s’ils  ont  même  hauteur  ils  font  comme  leurs  bafes  3 
il  en  eft  de  même  des  triangles.  ' ’ 

Corollaire  III.  Donc  deux  parallélogrammes 
feront  égaux  fi  leurs  hauteurs  font  en  raifon  inverfe 
de  leurs  bafes.  Car  fi  A:/;:^:A,  on  aura  A b s=tfg^ 
on  p = q : ce  qui  a lieu  aufti  pour  les  triangles. 

Corollaire  IV.  Si  les  parallélogrammes  font 
femblables , ils.  font  entr’çux  comme  les  qoatiés 
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de  leurs  bafes  , ou  de  leurs  hauteurs , ou  même 
comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues.  Car 
dans  les  parallélogrammes  femblabljgs  ah  de ,f  hig 
( fig.  70  ) les  deux  triangles  , fji  p font  fem- 
blabl  es  (icaufe  des  angles  homologues  égapx  c^k, 
6c  des  angles  droits  p 6c p)  \ donc  âc  ’f  h\\ap’,fp'y 
or  ac  ifh  ;;  cd'.hi  (puifque  les  parallélogrammes 
font  fuppofés  femblables  j donc  ad  \ hi  i;  ap  l/p. 
G’cft-à-dire  que  la  raifon  des*  bafes  eflr  égale  A EseUe 
des  hauteurs  j donc  la  raifon  qui  en  çft  compofée 
eft  doublée  , & par  conféquent  égale  à la  raifon  des 
quarrés  des  termes  d’une  duraifons  compofantes , 
ou  égale  à la  raifon  des  quarrés  des  bafes  , ou  édt 
quarrés  des  hauteurs  , ou  des  quarrés  des  côtés  ac 
6c  f h qui  font  entr’eux  comme  les  hauteurs  ap  6c 
fp;  donc  p \q\b^\g^  :f^\l(acy  : {fh)\ 

Corollaire  V.  Les  fiitfaces  des  triangles  fem- 
blables c ad  y h fi  ( parce  que  ces  triangles  ont  un 
angle  c 6c  h égal  die  part  & d’autre , & les  côtés 
qui  comprennent  cet  angle  proportionnels  ) font 

. eiitr’elles  comme  les  quarrés  de  leurs  bafes  c d 6c 
Ai , de  leurs  hauteurs  ap  6c  //  ,.  de  leurs  côtés 
homologues  ac  ,6c  /A  , ôc.par  conféquent  auHl  de 
leurs  côtés  ad , /i  qui  font  dans  le  même  rapport 
que  ac  6c, f A.  Cela  eft  évident  , car  ces  triangles 
font  moitié  des  parallélogrammes  femblables  ; 
donc  , 6dc. . 

Corollaire  VI.  La  furface  d’un  parailélo-- 
gramme  dont  la  hauteur  eft  A ôc  la  bafe  b eft 
égalé  à la  furface  d’un  quatre , dont  le  côté  a eft 
moyen  proportionnel  entre  A 5c  b.  Car  Çihla'.üa'.b-, 
l’on  a A A =3  or  AA  eft  la  furface  du  parallé- 
logramme 6c  aa—a^  celle  du  quarré  ; donc,  6cc. 
i ..  1^.  Théojieme.  i Le  quart ç de  l^hypothénufe  d’un 
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triangle  rectangle  hue  e/l  égal  à la  fomme  des  quartés 
O é"  m faits  fur  les  côtés  qui  comprennent  l'angle  droit 
a ( fig.  7 1 );  Car  la  perpendiculaire  a p abaiflee  d» 
IJangle  droit  fur  Thypothénufe  divife  le  triangle 
'abc  en  deux  triangles  femblables  entt’eux  , & au 
grand  triangle  (5  5)  ; donc  ces  triangles  font  entre 
eux  comme  les  quarrés  de  leurs  cotés  homologues  ; 
& le  grand  triangle  eft  à la  fomme  des  deux  au-* 
très  comme  le  quarré  de  l’hypothcnufe  du  grand 
triangle  à la  fomme  des  quarrés  des  hypoth^ufes 
des  deux  autres.  Mais  la  uirface  du  grand  triangle 
ell  égale  à la  fomme  de  fur^ces  des^ux  petits 
trianoles  ; ainfî  le  quarré  d^  l’hypothenufe  é c eft 
é^al  a la  fomme  des  quarrés  0 8c  m faits  fur  les  deux 
cotés  qui  comprennent  l’angle  droit. 

Remarque.  On  peut  démontrer  la  même  chofe  de  cette 
autre  maniéré.  Selon  ce  que  nous  avons  déjà  dit  (f  f) , chaque 
côté  du  triangle  aùc  e&  moyen  proportionnel  entre  l’hypotnc- 
^ nufe  & le  fegment  correlpondant  fait  par  la  perpendiculaire 
apj^oac  o=^(ia)^  —6c  X b p = 6 pnx , Sum— 
bc  Xpe-^p  X qc\  donc  O m = {b cY  — b c q n. 

Corollaire  I.  Donc  le  quarré  de  la  diagonale' 
bc  d’un  quarré  bacd  (fig.  6z)  eft  double  du  quarré 
du  côté  ac=^ba;  car  le  triangle  reétangle  bac 
ifocelle  ; donc  le  quarré  de  la  diagonale  eft  double 
du  quarré  de  l’un  des  côtés  égaux  ne , oxx'ba  ; c’eft- 
à-dire , que  l’on  a (é — 2 • (rt  c)*  = 2 • (a by.  Donc 
appellant  a le  côté  , le  quarré  de  la  diagonale  fera 
la*  & celui  dif  côté  fera  a‘  ; donc  le  quarré  de  la  dia- 
gonale fera  à celui  du  côté  cotnme  ^a^\a^\\^'.l 
& la  diagonale  fera  au  côté  comme  y/iii  ÿ mais 
\^2  efi  incommenfurable  avec  l’unité  ou  tout  ^re 
nombre  quelconque  ; donc  le  rapport  de  la  dia-i* 
gonale  au  côté  n’eft  pas  de  nombre*à  nombre. 

ÇpjvOLL^iitç  Soir  q l’hypothénufe , b l’uif' 
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des  côtés  , c l’autre  côté  d’un  triangle  reétangle  , 
l’on  aura  c*  ; donc  = a^  — , & 

b = — ^*)*  même  c*  = a»  — b’’  Sc  c = 

y'((jî  — J l’on  a aulfi  a = + c^)  ; dona  ^ 

étant  donnés  les  deux  côtés  pour  avoir  l’hypothé- 
nufe  , on  prendra  la  racine  de  la  fomme  de  leurs 
quarrés  j mais  étant  donné  un  côté  & Ittiypothénufe 
l’on  aura  l’autre  côté  en  retranchant  le  quarré  du 
côté  donné  du  quarré  de  l’hypothénufe , & prenant 
la  racine  du  refte.  * 

77.  Théorème.  Les  furf aces  des  polygones  fem~ 
blables  foii^entr' elles  comme  les  quarrés  de  leurs 
côtés  homologues  ou  ynême  de  leurs' lignes  homch- 
logues.  Car  ( fig.  55)  les  polygones  femblables 
abcdf,  ghilm  peuvent  être  divifés  en  triangles' 
femblables  par  les  lignes  homologues  a c , ad&c 
g i y g l [6 1).  De  même  les  polygones  réguliers 
femblables  ( fig.  ^6)  peuvent  être  divifés  en  un 
même  nombre  de  triangles  femblables  par  leurs 
rayons  obliques  j or  les  aires  ou  furfaces  de  ces 
triangles  font  entr’elles  comme  les  quarrés  de  leurs 
côtés  homologues  ; donc  ( fig.  55)  l’aire  du  poly- 
gone P eft  à l’aire  du  polygone  x comme  la  fomme 
des  aires  qui  compofent  la  furface  du  premier  à la 
fomme  dds  aires  qui  compofent  la  furface  du  fé- 
cond : mais  ( à caufe  que  les  polygones  femblables 
ont  leurs  Côtés  & par  conféquent  les  quarrés  de  ces 
côtés , aufiî-bien  que  les  triangles  faits  fur  ces  cô- 
tés , proportionnels  ) on  peut  confidérer  les  aires 
qui  compofent  la  furface  p comme  la  fomme  des 
ant^dens  , Sc  les  aires  qui  compofent  la  furface  x 
c-omme  la  fomme  des  conféquens  d’une  fuite  de 
raifons  égale»;  donc  p : x comme  l’aire  du  trian- 
gle a/d  eft  à l’aire  du  triangle  femblable  ?/»/;;  (a/)*' 
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Corollaire  I.  Donc  ( fig.  5 (J)  les  polygones 
réguliers  femblables  font  entr’eux  comme  les  quar- 
rés  de  leurs  côtés  homologues  A r,  ou  comme 
les  quarrés  de  leurs  périmètres  , qui  font  entr’eux 
comme  les  côtés  de  ces  polygones  , lefquels- côtés 
font  entr’eux  (^3)  comme  les  rayons  droits  ou  obli- 
ques ; donc  les  futfaces  des  polygones  réguliers 
femblables  font  entr’elles  comme  les  quarrés  des 
' côtés  , des  périmètres  , des  rayons  droits , & des 
rayons  obliques. 

Corollaire  II.  Donc  lés  cercles  font  entr’eux 
comme  les  quarrés  de  leurs  lignes  homologues , 
des  circonférences  , des  cordes  des  arcs  femblables, 
des  arcs  femblables  , des  rayohs  & des  diamètres  j 
de  forte  que  le  rayon  d’un  cercle  étant  fuppofé 
double  de  celui  d’un  jutre  cercle , le  premier  fera 
au  iecond  comme  4: 1.  . * ’ 

Corollaire  III.  Donc  les  demi-cercles  faits 
fur  riiypothénufe  & les  côtés  d’un  triangle  rectan- 
gle abc  (fig.  71)  font  entr’eux  comme  les  quarrés 
de  leurs  diamètres  ; mais  le  quarré  du  diamètre  du 
demi-cercle  bac  y c’eft- à-dire , le  quarré  de  l’hypo- 
thénufe  e(t  égal  à la  fomme  des  quarrés  des  deux 
autres  diamètres  , ou  des  deux  côtés  abyac\  donc 
le  grand  demi-cercle  e(t  égal  à la  fomme  des  deux 
autres.  Et  fi  le  triangle  bac  (fig.  75)  eft  ifocelle  , le 
detçi-cercle bac  fera  le  double  du  demi-cercle' ^ 0 a , 
ou  a oc.  C’eft  pourquoi  fi  du  quart  de  cercle  pbxa^ 
& du  demi-cercle  bao  y on  retranche  le  fegment 
commun  axba,  l’on  aura  le  triangle  bap  égal  à 
la  lunule  boaxb  * ; or  nous  dirons  bientôt  com- 


* On  appelle  les  lunules  aobx a,  aoc x a lunules  d'ftyp 
crate  , parce  que  ce  Géomecre  en  a uouvé  le  premier 
quadrature. 
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menton  peut  quarcer  un  triangle  j' donc  on  peut 
quarter  cette  lunule. 

Corollaire  IV.  Pour  faire  un  demi -cercle 
b ma  (fig.  71  ) qui  foit  à un  autre  demi-cercle  a ne 
dans  un  rapport  donné  de  a : 1 ; par  exemple , prenez 
b P èiQX  pieds,  ou  1 pouces,  &c.  y Sc  pc  d’un  pied , 
ou  d’un  pouce,  &c.  S^r  bc y comme  diamètre,  décri- 
vez un  demi-cercle.  Par  le  point  p tirez  la  per-^ 
pendiculaire  pa  jufqu’à  la  rencontre  de  la  demi- 
circonférence  , tirant  enfuite  les  cordes  b a^  acy 
le  triangle  bac  fera  reétangle  en  a (parce  que 
l’angle  a èft  appuyé  fur  un  diametre  ) , & chacun 
des  côtés  b a [b)  y eu  (c)  fera  moyen  proportionnel 
entre  l’hypothénufe  (a)  Sc  le  fegment  correfpon- 
dant  j de  forte  qu’en  faifant  bp  =zx  y pc=p  , 
l’on  aura  b^  = ax  y c*  ^=,aj} ; donc  b^  : c*  ’.\ax  ; 
apV.x’.p.  ^ais  les  demi-cercles  faits  fur  les  côtés 
b Sc  c font  comme  les  quartés  b*  Sc  c*  de  leurs’ 
diamètres  ; donc  ces  demi-cercles  font  entr’eux 
comme  les  fegmens  x &c  p y donc  , &c. 

78.  Problème.  Etant  donnée  une  figure  p , en 
confiruire  une  femblable  x \ de  forte  que  p foit  à x 
dans  un  rapport  donné  de  1 à z , par  exemple  (fig.74). 
Ayant  pris  une  ligne  (fig.  71)  à diferétion,  cou- 
pez cette  ligne  en  deux  parties  bp  y pc  y de  ma- 
niéré que  p b foit  i pc  dans  le  rapport  donné  de  x 
ii  p y ayant  enfuite  mené  les  lignes  b a.  y ac.  Prenez 
fur  a c (‘prolongée  s’il  le  faut  ) ad=  af  y tirez  dx 
parallèlement  kbc  y ax  fera  le  côté  homologue  gm. 
Pour  trouver  les  autres  côtés  de  x , faites  a b : af  : : 
ax  = gm  fera  = côté  homologue  à b.a. 

Ou  bien  cherchez  une  quatrième  proportionnelle 
aux  lignes  afy  ah  y gmy  cette  quatrième  propor- 
tionnelle-fera  a=.  g h.  Pour  avoir  ml  y faites  af*. 
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f d\  \ gm\  ml  y ic  ainfî  des  autres.  Faites  enfiûte 
les  angles  ^ , 7»  » ^ > &c.  égaux  aux  angles  correr*- 
.pondans  û,/,  d,  &c.  Difpofez  les  côtés  trouves 
autour  de  ces  angles  , & le  Problème  fera  réfolu. 
Car  vous  aurez  X : p\\  Mais^/n(dela 

fie.  74)  eft  = <ix(fig.  7z),  &c  û/(fig.74)  eft=ûd 
(fag.  72)  J donc  xlpll  (ax)*  : (a  d)a  ::  {abY'.{ac)* 

(à  caufe  des  parallèles  bcy  xdqui  rendent  les  trian- 
gles bac  y aux  fettiblables)  ’.'.bpl  pc  (77) , ou  ici 
comme  2 : i . Si  le  polygone  p étoit  régulier , tous  fes 
. côtés  ôc  ceux  du  polygone  x feroienf  égaux  entr’eux. 

79.  Problème.  Etant  donnée  la  hauteur  h & la 
bafe  b d’un  parallélogramme  a'b  d c (fig.  70) , trou- 
ver un  quarré  qui  lui  fait  égal  en  furface.  Soit  le  côté 
de  ce  quarré  = x.  En  raifant  h',  x x \ h l’on 
aura  x^  —hb,  de  x=s  ^ {h  b)  ^ c’eft-à-dire  , que 
le  côté  du  quarré  cherché  efi  moyen  proportionnel 
entre  la  bafe  Sc  la  hauteur  du  parallélogs^mme. 
Or  l’on  fait  trouver  (54)  une  moyenne  proportion-  • 
nelle  entre  deux  lignes  ÿ donc  , Scc, 

Corollaire  I.  Si  le  parallélogramme  eft  rec- 
tangle , fa  hauteur  ne  différé  pas  de  fon  côté  per- 

Eendiculaire  à la  bafe  ; ôc  il  n’y  a rien  à changer  i 
L méthode. 

Corollaire  II.  Pour  quai^er  un  triangle  cad, 
il  fuâSt  de  prendre  une  moyenne  proportionnelle 
entre  la  bafe  Sc  la  moitié  de  la  hauteur,  ou  entre  la 
hauteur  <zp  & la  moitié  de  la  bafe  cd.  Car  le  quarré 
de  cette  ligne  fera  égal  à la  furface  du  triangle. 

. Corollaire  III.  Pour  quarrer  un  polygone 
régulier  il  fuflfit  de  prendre  une  moyenne  géomé- 
trique entre  fon  perimetre  & la  moitié  de  fon 
rayon  droit , oa  entre  fon  rayon  droit  Sc  la  moitié 
de  fon  périmètre.  Car  un  polygone  régi^ilier  efi  égal 
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au  produit  de  fon  périmètre  par  la  moitié  de  fon 
rayon  droit  (71)  ; il  eft  donc  égal  à un  reélangle', 
dont  la  bafe  feroit  égale  au  périmètre  & la  hau- 
teur égale  à la  moitié  du  rayon  droit  ; donc  , ôcc. 

Corollaire  IV.  Donc  la  furface  d’un  cercle  ûd/ra 
( fig.  68  ) eft  égale  à un  quarté  , dont  le  côté  feroit 
moyen  proportionnel-géométrique  entre  la  circon- 
férence & la  moitié  du  rayon.  En  effet  ce  cercle  eft 
égal  au  triangle  reétangle  cmn\  dont  la  bafe  mn 
" égale  à la  circonférence , & la  hauteur  c m égale 
au  rayon  du  cercle  \ donc  ( Corollaire  II  ) la  fur- 
face  de  ce  cercle  eft  égale  au  quarré  dont  le  côté  eft 

moyen  géométrique  entre  /n  n & — j donc , ôcc. 

« X 

Remarque.  On  pourroit  donc  quarrer  le  cercle 
géqmétricjuement  fi  étant  donnée  la  circonférence 
on  pouvoir  trouver  géométriquement  le  diamètre, 

• & par  conféquent  le  demi-diametre  ou  le  rayon  ; 
mais  on  n’a  pu  jufqu’ici  trouver  en  nombres  le 
■rapport  du  diamètre  à la  circonférence.  Le  rapport 
approché  du  diamètre  à la  circonférence , donné 
par  Archimède^  eft  celui  de  7 lit.  Celui  de  Métias 
eft  de  113  t 3 5 5..  Un  autre  Géometrê  le  donne 
de  1 00  : 3 1 4.  Si  l’on  fait  le  diamètre  = 1 , la  cir- 
conférence fera  =*3  • 141 59  à-peu-près  , de  forte 
que  ce  rapjxirt  eft  1:3-14159:  mais  ces  rapports 
ne  font  qu’approchés.  Si  l’on  veut  favoir  quel  doit 
être  à-peu-près  le  côté  d’un  quarré  égal  à un  cercle 
de  14  pieds  de  diamètre , on  peut  faire  7:11*: 

‘ 1 4:  44 , circonférence  du  cercle  donné. 

Multipliant  la  circonférence  44  par  7 , moitié  du 
rayon  , le  produit  154  pieds  quarrés  fera  la  fur- 
face  du  cercle  , & prenant  une  ftioyenne  géomé- 
trique entre  la  circonférence  ôc  la  moitié  du  rayon , 

on 
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on  aura  le  côté  du  quatre  cherché,  ou  bien  en  nom- 
bres prenant  la  racine  de  i 5 4 , en  s’en  tenant  aux 
dixiémes  vous  aurez  le  côté  du  quarré  égal  à 11*4, 
c’eft-à-dire  que  le  côté  cherché  eft  de  i z pieds  & 
quatre  dixiémes  de  pied  à-peu-près.  En  fe  fervant 
d’un  rapport  plus  exaét , de  celui  de  Mctius  j par 
exemple  j on  trouvera  dans  les  difFérens  cas  des 
circonférences  fort  approchées.  Si  étant  donnée  la 
circonfétence  on  demandoit  le  diamètre , on  le 
rrouveroit  avec  la  même  facilité  par  une  lujiple 
regîe  de  trois.  Si , par  exemple , on  demande  le 
diamètre  d’un  cercle  dont  la  circonférence  feroit 
de  66  pieds,  l’on  fera  ii'.j\’,66‘.x  = 11  à-peu- 
près  j c’eft-à-dire  , que  le  diamètre  cherche  eft 
a-peu-près  de^zi  pieds. 

80.  Problème.  Réduire  un  polygone  quelconque 
F a b c d ( 6g.  75)  en  un  polygone  de  même  furfdce  j 
& qui  ait  un  côté  de  moins.  Tire^  la  diagonale /c, 

& par  le  point  d menez-lui  la  parallèle  d p jufqu’à 
la  rencontre  de  af  prolongée  s’il  le  faut , par  le 
point  c & le  point  p tirez  la  ligne  pc,  la  Hgurè 
ab  c P aura  évidemment  un  côté  de  moins  que  la 
6gure  propofée  , & de  plus  lui  fera  égale  en  fur- 
face  : car  par  cette  opération  vous  retranchez  le 
triangle  fdc,  mais  aulîi  vous  ajoutez  le  triangle 
f cp  : or  ces  deux  triangles  font  égaux  en  furface , , 
ayant  meme  bafe  f e ôc  même  hauteur , puifqu’ils 
ont  leur  fommet  fur  une  même  ligne  d p «pa- 
rallèle à leür  bafe.  En  opérant  de  même  on  réduira 
abcp  a en  une  6gure  de  trois  côtés  , c’#ft-à-dire  , 
en  triangle.  ' 

Corollaire  I.  Donc  on  peut  réduire  Un  polyr 
gone  reâ:ilighe  en  un  triangle  de  même  furface.  - 
. Corollaire  • II.  Donc  on  peut  quartei  tour, 
fome  f.  Ce 
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polygone  reftiligne  , puifque  ( 79  ) nous  favons 
quarrer  un  triangle. 

Remarque.  On  peut  avoir  la  furface  d’un  poly- 
gone quelconque , en  réduifant  ce  polygone  en 
triangles  par  le  moyen  des  diagonales  que  l’on 
tirera  dans  ce  polygone  ÿ chercnant  enfuite  les 
furfaces  de  chacun  de  ces  triangles , la  fomme 
de  ces  furfaces  donnera  la  furface  du  polygone. 
Pour  avoir  la  furface  d’un  triangle  , don*  on  con- 
noît  la  bafe , il  fuffit  de  chercher  fa  hauteur  pour 
la  multiplier  par  la  moitié  de  la  bafe  ^ or  la  nau- 
teur  fe  trouve  en  abaillànt  une  perpendioiiaire  du 
fommet  d’un  angle  fur  la  bafe  oppofée  , laquelle 
bafe  doit  être  prife  pour  la  bafe  du  triangle. 

Des  P l a n i. 

%i.  Le  Plan  eft  une'  furface  unie , qui  n’a  ni 
enfoncement  ni  élévation.  Nous  conhdérerons  les 
Plans  comme  ayant  une  étendue  infinie. 

Un  Plan  eft  dit  perpendiculaire  fur  un  autre 
Plan  , lorfqu’il  le  rencontre  fans  pencher  d’un 
côté  ni  de  l’autre.  De  même  une  ligne  eft  dite 
perpendiatlaire  fur  Un  Plan  , lorsqu’elle  rencontre 
ce  Plan  fans  pencher  d’aucun  côte. 

8i.  Théorème.  1®.  Si  une  ligne  zch  * rencon^ 
, tre  un  Plan  dmg  ( lig.  76)  , /c  rencontre  fera  un 
point  c.  1°.  Une  ligne  acné  peut  avoir  deux  points 
communs  avec  un  Plan  , fans  être  toute  entière  fur  ce 
Plan  y autrement  elle  ne  ferait  pas  droite.  3 ®.  La 
pofition  diun  Plan  d c m e/2  déterminée  par  trois 
points  A y c , m qui  ne  font  pas  en  ligne  droite  ; 

■ car  il  éft  vifible  qu’alors  le  Plan  auquel  ces  trois 

* U &ut  concevoir  le  point  a aa-deiliis  du  Plan  de  la  figtire. 
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points  appartiennent  fera  fixe.  4°.  Si  un  plan  pcd  • 
rencontre  un  plan  ‘ g m c , la  feçlion  c d fera  une 
ligne  droite  : puifque  cette  feftion  eft  commune  â 
l’un  & l’autre  plan.  5°.  Si  deux  plans  parallèles  ^ 
c ejl-cL-dire  qui  ne  s' approchent  ni  ne  s’éloignent  ^ 
tels  que  a b 6*  fg  (fig-77.)  font  coupés  par  un 
troifiéme  Plan  ab  fg  , les  fecîions  ab  , f g feront 
évidemment  dans  le  Plan  coupant  & parallèles  entre 
elles  j car  autrement  les  Plans  ab  jf g fe  rencon- 
treroient , ce  qui  ne  peut  être , puifqu’ils  font  pa- 
rallèles. 6°.  Si  une  ligné  ac  fv)  ejt perpen- 

diculaire fur  un  Plan  d c m , elle  doit  être  perpen- 
diculaire fur  toutes  les  lignes  c g , C d , &c.  tirées 
fur  ce  plan  par  le  point  de-  rencontre  ; car  autre- 
ment elle  penchèroit  d’un  côté  ou  de  l’autre.  Donc 
les  angles  aeg,  acd  doivent  être  droits.  7°.  On 
ne  peut -d'un  poiht'a.  hors  d’utfPlan  j ou  d’un  points, 
dans  un  Plan  mener  deux  perpendiculaires  à ce  Plan  : 
car  il  eft  vifible  que  les  lignes  ag  & cp  penchent 
-plus  d’ûn  côté  que ^ de  l’autre.  Sl°.  La  commune 
fecüon  a b ( fig-.;  7^  ) deS  deux  Plans  g m , p n per- 
pendiculaires fur  un  troifiéme  plan  c d , ç/?  perpen- 
diculaire fur  ce  troifiéme  Plan.  Si  par  le  point  b 
commun  aux  deux  plans  gm  , p n on  mene  une 
perpendiculaire  ab  tca  plan  eu,  cetre  perpen- 
"diculaire  doit  fe  trouver  dans  les  deux  Plans , 
autrement  elle  pencheroit  d’un  côté  ou  de  l’autre. 
Cette  perpendiculaire  éft  donc  la  feéHon  commune 
des  deux  plans. 

I 8j.  Théo  RE  ME.- de  deux  Plans 
i)  n , b q (fig.  7^))  * doit  s’eflimer  par  l’angle  dxp, 

* n fam  conée^dîr  la  lîgtae  xd  qui  ^panient  aalècoiÉl 
Plan  ) comme  ayant  fbn  extrénmé  i eh  l’air.  • 

Ce  a 
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formé  par  deux  lignes  d x , p x , perpendiculau-es 
fur  la  feclion  ab  ces  deux  Plans  ^ & menées  l*une 
dans  le  plan  b n 6*  Vautre  dans  le  Plan  b q.  Car 
fl  l’on  conçoit  d’abord  Içs  deux  Plans  exaftement 
appliqués  l’un  fur  l’autre  , & qu’enfuite  ces  Plâns 
viennent  à s’écarter  ^ le  point  d en  s’éloignant  du 
point  P décrira  l’arc  pd  mefure  de  l’angle  pxd^ 
ou  de  l’angle  que  forment  les  deux  Plans  bn  , b q. 

Remarque.  L’inclinaifon  d’une  ligne  p $ fur 
un  plan  mcd  (fig.  76)  eft  égale  à l’angle  pcd  formé 
par  la  lign^pc  & la  ligne  cd  menée  du  point  c où 
P c rencontre  le  Plan , au  point  d où  la  perpendicu- 
laire abaiffée  *de  l’extrémité  p de  dette  ligne  ren- 
contre le  même  plan.  Car  fl  l’on  conçoit  t p cou- 
chée fur  cd  t en  écartant  enfuite  la  ligne  c de 
c d , le  point  x qui  fe  trouvoit  en  d au  commen-  ' 
cernent  du  mouvement  décrira  l’arc  mefure 
de  l’angle  p cd  y qui  eft  évidemment  l’inclinaifjn 
c p par  rapport  au  plan.  ^ 

84.  ThÊor&me.  La  difiance  d’un  point  p à un 
Plan  fe  mefure  par  la  perpendiculaire  pd  abaijjee 
de  ce  point  fur  le  Plan.  Car  />  d eft  plus  courte 
que  c p , puifque  p d perpendiculaire  fur  la 
ligne  c d , tandis  que  c p lui  eft  oblique. 

85.  Théorème,  i®.  Si  plufeurs  Plans  fe  cou- 
pent dans  la  même  ligne  ^ les  angles  qu’ils  ferme- 
ront autoiir  de  cette  ligne  vaudront précifément  j<>o®. 
i°.  Si  plufeurs  Plans  parallèles  font  coupés  par  un 
Plan  quelconque  , les  angles  correfpondans  j les 
angles  alternes -internes  j altemes-extemes  feront  . 
égaux  J & deux  angles  foit  intérieurs  j foit  exté- 
rieurs du  même  côté  du  Plan  coupant  j l’un  appar- 
tenant à Vun  des  Plans  parallèles  ^ & le  fécond 

à un  autre  ^ vaudront  deux  angles  droits.  3®.  Si 
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un  Plan  en  coupe  un  autre  ^ les  deux  angles  de 
fuite  que  forment  ces  Plans  vaudront  deux  angles 
dro  'us.  De  même  deux  Plans  feront  parallèles  j ji 
étant  coupés  par  un  troifiéme  Plan^  les  angles  cor-  , 
ref pondons  font  égaux  ^ fi  les  angles  alternes-internes 
ou  alternes-externes  font  égaux  > &c.  Tout  eela  fuit 
évidemment  de  la  nature  des  Plans  , & de  la  me- 
fure  de  l’angle  de  rinclinaifon  des  Plans  qui  fe 
rencontrent. 

86^.  Théorème.  Deux  droites  d c , g c quïfe 
rencontrent  en  un  point  c , font  toujours  dans  un 
même  Plan.  Car  la  Airfacè  gcd , dans  laquelle  fe 
trouvent  ces  droites  eft  évidemment  un  Plan. 

87.  Théorème.  Deux  droites  ac^  pd  perpen-  • 
diculaires  fur  un  Plan  gcd  font  parallèles.  Car  joi- 
gnant par  la  ligne  c d les  points  de  rencontre  de 
ces  lignes  avec  le  Plan  , les  lignes  ac  y pd  feront 
pêrpendkulaires  fur  la  même  ligne  (81)  5 donc  • 
félon  ce  que  nous  avons  dit  ci-delTus  (18) , ces 
lignes  font  parallèles.  • 

88;  Théorème.  Si  deux  Plans  font  parallèles  y 
une  ligne  perpendiculaire  à l'un  des.  deux  fera  per- 
pendiculaire à l'autre^  Car  autrement  ce  fécond 
Plan  feroit  incliné  fur  une  perpendiculaire  au  per- 
mierj  donc  il  feroit  auili  incliné  au  premier  5 donc 
il  ne  lui  feroit  pas  parallèle , ce  qui  eft  contre 
la  liippofition  j donc , &c. 

Définitiom.  On  appelle  an^le  foliée  \m  angle  e 
ffig.  8e>  ) formé  par  le  concours  de  plnfieurs  angles  plans, 

( un  angle  plan  eft  la  (ùrface  comprife  encre  les  côtes  d’un- 
angle  reéüligne , )acbyacdy.dcb  * : tel  eft  , par  exemple , 


* Il  £uit  concevoir  le  point  c élevé  au-delTus  du  plan-  de 
la  bafe  abdK 

Ce  5 
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un  des  coins  d’un  dé  à jouer.  Il  ell  évident  que  deux  angles 
plans  acb  , acd  ne  (ùâîrcnt  pas  pour  fermer  un  elpace  , 
qu’il  en  faut  nu  moins  trois  pour  Former  un  angle  folide , 

& que  deux  quelconques  de  ces  crois  font  plus  grands  que 
le  croifiéme.  P'ar  txtmple  , les  deux  angles  ac b ^ acd  pris . 
enlênible  forment  une  furface  anguleufe  de  acb  plus  grande 
que  le  troilîcme  angle  plan  dcb. 

fp.  Théorème.  Tous  les  angles  qui  forment  un  angle 
folide  valent  toujours  moins  de  J 6o"*  (fig.  8 1 ).  Car  les  angles 
def,  f c g,  Stc.  autour  du  point  c valent  feulement  3 60“  ; 
donc  fi  l’on  fuppofe  qu’on  élevé  en  l’air  le  point  c jûf-, 
qu’en  par  exemple  , les  côtés  dCy  fc,  cg,  Scc.  s’allon- 
geront & deviendront  da  ,fa,  ga,  Scc.  les  bafes  df, 
fgf  Scc.  reftanr  les  mêmes  ; donc  les  zngles/cd,  fcg,  Scc. 
diminueront  ; donc  les  angles  plans  qui  forment  l’angle  fo- 
lide a vaudront  moins  de  360®.  - 

^ *r 

D Z s Solides. 

90.  Le  Solide  géométrique  j duquel  feul  il  eft 
ici  queftion , eft  une  étendue  qui  a les  trois  di- 
merjfions  , longueur  , largeur  & profondeur  *.  Oh 
appelle  prifme  un  Solide,  dojnt  la  grofleur  eft -la 
même  dan^toute  fa  longueur.  On  peut  le  conce- 
voir formé  par  le  mouvement  d’un  plan  qu’on  ^ 
nomme  bafe  du  prifme  , monte  parallèlement 
à lui  même  le. long  du  côté  dA  du  prifme  (fig.  81), 

&c  c|ui  laifle  partout  des  traces  d’une  épailTeut  fort 
petite.  Le  prifme  eft  appelle  triangulaire  , quadran- 
gulaire  j pentagonal  j exagonal  j &c.  félon  que  le 
plan  générateur  eft  un  triangle  , un  quadrilatère  , 
un  pentagone,  &c.  De  cette  génération  du  prifme, 
il  mit  que  chaque  côté  du  polygone  générateur  doit 

y ■ ■ » I ■!  I ■ Il  I if 

*Le  corps  eft  un  affomblagc  do  parties  matérielles  qui  fe  trou- 
vent fouvem  d^s  l’efpace  (|ue  nous  appelions /b/rVr.  Cependant 
bien  des  gens  donnent  le  nom  de  folide  au  corps  , confon- 
dant mal-i-propos  le  folide  géométrique  avec  iç  foüdi  pby, 
fque. 
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décrire  un  paxallélogramme  pendant  le  mouve- 
ment  de  ce  polygone  générateur.  Si  le  polygone 
-^^générareur  eft  un  cercle  ( fig.  8 5 ) , le  prifme  eft 
appelle  cylindre.  Si  le  plan  générateur  eft  un  pa- 
rallélogramme, le  prifme  prend  le  nom  de  parallé^ 
Upipede.  Si  le  plan  générateur  eft  un  parallélo- 
gramme reétangle  , on  a un  parallélipîpede  reclan- 
gle.  Si  le  plan  générateur  eft  perpendiculaire  dans 
fon  piouvement  au  coté  , le  priune  eft  droit  ; 's’il 
lui  eft  oblique,  le  prifme  , le  cylindre  , le  paralié- 
lipipede  font  dits  obliques.  ^Si  le  plan  générateur 
eft  un  quatre  , dans  fon  mouvement  il  foie 

perpendiculaire  au  coté  ad  (fig.  84),  le  folide 
fera  un  cube  , pourvu  ^ue  le  côté  a d foit  égal  au 
côté  ab  àü.  quarré  générateur.  Une  ligne  droite 
\ tirée  du  centre  de*la  bafe  fiipérieure  au  centre  de 
la  bafe  inférieure  d’un  prifme  ou  d’un  cylindre  , 
s’appelle  l'axe  du  prifme  ou  du  cylindre  : telle  eft 
la  ligne  a a ( fig.  82.  & 83  ).  Si  l’axe  eft  perpendi- 
culaire fur  les  bafes  fupérieure  & inférieure  ( qui 
font  toujours  parallèles  ) , les  prifmes  & cylindres 
font  appellés  droits;  mais  fi  l’axe  eft  oblique  fur  les 
bafes,Ie  prifme  eft  dit  oblique^àc  fa  hauteur  doit  s’ef- 
timer  par  une  perpendiculaire  menée  entre  les  deux 
bafes  parallèles  , en  en  prolongeant  une  s’il  le  faut. 

Une  pyramide  eft  un  folide  dont  la  bafe  eft  un 
polygone  , & qui  eft  terminée  par  des  furfaces 
triangulaires  qui  forment  un  angle  folide  , qu’on 
appelle  le  fommet  de  la  pyramide  (fig.  8 j).  Si  l’on 
fait  mouvoir  une  ligne  ad  àe  maniéré  que  fon 
extrémité  a reftant  fixe  , l’extrémité  d parcoure  le 
contour  du  polygone  bd/gh,  cetre  ligne  engen- 
drera dans  ce  mouvêment  la  furface  latérale  du 
folide , qu’On  appelle  pyratMde.  Si  le  plan  de  la 
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baie  e(b  un  triangle  , un  quadrilatère  , un  pen- 
tagone, &c.  la  pyramide  eft  appellée  triangulaire , 
quadrangulaire  j pentagonale  j &c.  Si  le  plan  de  la 
bafe  eft  un  cercle  ( fig.  86-)  la  pyramide  prend  le 
nom  de  cône , de  forte  qu’un  cône  n’eft  autre  chofe 
qu’un  follde  , dont  la  bafe  eft  im  cercle  & qui  finit 
en  pointe.  Une  ligne  tirée  du  fommet  du  cône  ou 
delà  pyramide  au  centre  de  la  bafe,  s’appelle 
du  cône  ou  de  la  pyramide.  Si  l’axe  eft  perpendicu- 
laire à la  bafe,  la  pyramide  Q^k.droite,  de  même  dans 
ee  cas  le  cône  eft  droit.  Une  ligne  am  (fig.  85)  abaif- 
fée  du  fommet  du  cône  ou  de  la  pyramide  perpen- 
diculairement fur  le  plan  de  la  bafe  prolongée  s’il 
le  faut,  mefure  la  hauteur  de  la  pyramide  ou  du 
cône.  L’apothème  d’une  pyramide  droite  ( fig.  81), 
dont  la  bafe  eft  un  polygone  régulier  ( nous  défignc- 
vons  dans  la  fuite  cette  pyramide  en  l’appellant  fim- 
plement  pyramide  droite  ) , eft  une  ligne  a p tirée 
du  fommet  perpendiculairement  fur  un  des  côtés  de 
la  bafe  de  la  pyramide. 

Si  un  demi -cercle  amb  k meut  autour  du 
diamètre  a b ( fig.f  87  ) il  engendrera  un  folide 
rond  , dont  tous  les  jioints  de  la  furface  feront 
également  éloignés  du  point  c qu’on  nomme  cen- 
tre ; ce  folide  s’appelle  fphere.ovL  globe.  L’arc  an 
engendrera  une  calotte  fphérique  nal  y le  feéteur 
circulaire  ncl  engendrera  un  fecleur  fphérique 
nale  y &c  le  demi-fegment  n a g engendrera  un 
fegment  fphériqne  nalg.  La  partie  de  la  furface 
Iphérique  ' comprife  entre  deux  plans  parallèles 
m P J ni  s’appelle  une  \one. 

91.  Les  Iblides  font  réguliers  ou  irréguliers. 
Les  folides  réguliers  font  <^ux  qui  font  terminés 
de  "tous  côtés  par  dfs  faces  égales  ôc  regulieras. 
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Les  folides  irréguliers  font  ceux  qui  font  terminés 
paroles  furfaces  qui  n’ont  point  ces  conditions. 

Il  y a cinq  folides  réguliers.  Le  tétraèdre , qui  n’eft  qu’une 
pyramide  terminée  par  4 triangles  égaux  & équilatéraux 
(hg.  88).  Le  Cube  ou  Vexaedre  ( fig.  84  ) terminé  par  fix 
quarrés  égaux.  Uoâaedre  ( qui  n’cll  qü’une  double  pyramide 
quadrangulaire  ) cft  termine  par  8 triangles  égaux  î équila- 
téraux ( fig.  85  ).  Le  dodécaèdre  eft  terminé  par  ii  penta- 
gones égaux  & équilatéraux  ( fig.  ÿo  ).  Enfin  Vicofaeare  cil 
terminé  par  lo  triangles  égaux  & équilatéraux  (fig.  ^i). 

px.  Corollaire  I.  Parce  que  les  Solides  réguliers 
font  terminés  de  tous  côtés  par  des  figures  régulières  égales , 
il  cft  clair  qu’on  peut  les  inferire  dans  une  Iphere , de  ma- 
niéré que  tous  leurs  angles  fe  trouvant  i la  furlace  de  la 
Iphere , leur,  centre  fe  confonde  avec  celui  de  la  fphere. 

53.  Corollaire  II.  Si  donc  l’on  tire  des  angles  de 
chacun  de  ces  Solides  des  lignes  au  centre  de  la  fphere , il 
eft  vifible  que  ces  Solides  feront  compofés  d’autant  de  pyra- 
mides égales  qu’ils  ont  de  faces , que  le  fommet  commun 
de  ces  pyramides  étant  au  centre  de  la  Iphere , leurs  bafe» 
font  les  faces  mêmes  de  ces  jSolides. 

94.  Problème.  Trouver  'U  développement  des  Solides 
réguliers.  Pour  le  tétraèdre  (fig.  jl)  coupez  fur  une  carte 
un  triangle  équilatéral  abc  , divifez  les  côtés  de  ce  triangle 
en  deux  également  en  .x  & tirant  des  lignes  par  les  points  de 
divilion , vous  aurez  4 triangles  égaux  & équilatéraux.  Le 
triangle  xxx  fera  la  bafe  , les  autres  triangles  feront  les  faces 
du  tétraèdre,  que  vous  formerez  facilement  en  pliant  la  figure , 
de  forte  que  les  lignes  xx  fervent  de  plis  , Sc  que  les  points 
abc  aillent  fc  joindre  en  un  feul  jx)int.  La  figure  93  , cpm- 
pofée  de  6 quarrés  égaux,  rcprélente  le  développement  du 
cubt.  La  figure  94 , compofée  de  deux  triangles  équilaté- 
raux & tellement  aflbrtis'  qu’ils  aient  chacun  la  moitié  d’un  de 
leurs  côtés  commune  , repréfente  les  8 triangles  qui  forment 
la  face  de  l’oélaedre.  La  figure  9^  reprefente  le  développe- 
ment du  dodécaèdre  , & enfin  la  ligure  96  repréfente  celui  de 
l’icofaedre. 

93.  Théorème.  Il  ny  a que  cinq  Solides  réguliers* 
Car  les  angles  plans  qui  forment  un  angle  folide  valent  tou- 
jours moins  de  3éo‘^(89)  3 donc  trois  angles  de  uiaogie 
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collatéral  pourront  former  i’an^le  folide  du  tétraèdre  : en 
elfct  l’angle  du  triangle  équilatéral  vaut  6o°  j donc  fes  yois 
angles  valent  feulement  j8o°.  L’angle  folide  de  l’odlaedte 
fera  compofé  de  quatre  angles  plans,  chacun  de  6o°  ; donc 
il  fera  de  140'’.  L’angle  de  l’icofaedrè  , compofé  de  s angles 
plans  chacun  de  60°  , vaut  300°  , moindres  que  360°.  Mais 
6 angles  de  60®  valant  360*,  il  eft  vifible  qu’on  ne  pourra  pas 
former  d’angle  folide  avec  6 triangles  égaux  & équilatéraux  3 
à plus  forte  raifon  on  n’en  pourra  pas  former  avec  un  plus 
grand  nombre.  Voilà  donc  les  feuls  Solides  réguliers  qu’on 
petit  former  avec  le  triangle  équilatéral.  Avec  trois  angles 
de  qüarré , qui  valent  enfemble  3 fois  po"  , ou  170°,  on 
pourra . former  l’angle  du  cube  ou  de  l’exaedre  ; mais  on  ne 
pourra  former  d’angle  folide  avec  4 angles  de  quarré  , ni 
avec  un  plus  grand  nombre.  Enfin  l’angle  du  pentagone  régu-^ 
lier  valant  108®  (38),  on  périt  avec  3 angles  de  pentagone 
l'égulie»  former  l’angle  folide  du  dodécaèdre  , qui  vaudra 
314®  , mais  4 de  ces  angles  valent  plus  de  360°;  donc  on 
ne-  peut  former  d’autre  ^lide  régulier  avec  le  pentagone  , 
que  le  feul  dodécaèdre.  A l’égard  des  autres  polygones , 
pur  exempte  , de  l’fxagone  , de  l’epiagone , &c.  il  eft  vifible 
qu’on  ne  peut  s’en  fervir  pour,  former  un  angle  folide  ; qar 
pour  former  un  angle  folide  , il  faut  au  moins' 3 angles  plans , 
dont  la  fomme  foit  moindre  que  3(>o®  ; or  3 angles  d’exa- 
gone  , d'eptagone , &c.  ne  peuvent  pas  donner  une  fomme 
moindre  que  360®  j donc,  &c. 

Remarque.  Le  triangle  équilatéral , le"  quarré  & 
le  pentagone  régulier  font  les  feuls  polygones  avec  lefquels 
on  puilTe  former  un  Solide  régulier.  Mais  on  ne  peut  pas 
fe  (ervjr  de  tous  ces  ptolygones  pour  remplir  l’cfpace  qui  eft 
amour  d’un  point  o , en  n’employant  que  des  polygones  de 
même  efpece  (fig.  57  ).  Car  l’efpace  autour  d’un  point  o vaut 
360®  (il),  mais  6 angles  de  triangle  équilatéral  valent  dufG 
3<îo®  ; donc  on  peut  avec  6 angles  de  triangle  équilatéral 
remplir  l’efpace  autour  d’un  point.  4 angles  de  quarré  valent 
; donc  4 angles  de  quarré  peuvent  remplir  l’efpace  au- 
tour d’un  point.  4 angles  de  pentagone  valent  plus  de  téo®  , 
& 3 angles  de  pentagone  valent  moins  de  360°  ; ainfi  Ton  ne 
peut  pas  fe  fervirda pentagone  régulier  pour  remplir  l’efpace 
amour  d’un  point.  3 angles  d’exagone  valent  3^0®  ; par  confo-. 
qâ{9M  :«D  peut  ^ec  3 angles  d’çRRgotdl  reipplk  l’efpace.  au-i 
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tour  d’un  point  ; mais  3 angles  d’eptagone , d’oûogone , &ç. 
valant  plus  de  360°  , & <îcux  de  ces  angles  valant  moins 
de  360"  (parce  (ju’un  angle  ne  peut  jamais  valoir  >80® , autre- 
ment il  n’y  auroit  point  d’angle,  mais  ime  feule  ligne  droite), 
il  s’enfuit  qu’on  ne  peut  point  les  employer,  pour  remplir 
l’efpace  autour  d’un  point.  Ceft  pourquoi  pour  carreler  une 
chambre  en  n’employant  que  des  polygones  de  même  elpece , 
on  ne  peut  fe  fervir  que  au*  triangle  dquilatéral , du  quarré 
ou  de  l’esagone.  On  préféré  ordinairement  ce  dernier  à 
caufe  que  fes  ar^les  obtus  font  plus  folides  que  ceux  des 
deux  autres.  y 

97.  PROBLEME.  Trouver  le  développement  de  la'^i- 
furface  latérale  du  prifme  droit.  La  furface  latérale 
du  prifme  droit  (fig.  8i)  étant  compofée  d’autant 
de  parallélogrammes  de  meme  hauteur,  qu’il  v a 
de  côtés  dans  le  polygone  générateur  , la  furface 
latérale  du  prifme  fera  égale  à un  parallélogramme 
reéfangle  aedb  ^ donc  la  hauteur  a c fera  égale  au 
côté  d A du  prifme  &c  dont  la  bafe  ab  égale  au 
périmètre  de  la  bafe  du  prifme. 

Remarque.  .Si  le  prifme  étoic  oblique  en 

{>renant  la  ligne  a c égale  à la  hauteur  des  parallé- 
ogrammes  qui  compofent  la  furface  latérale  du 

{>rifme  , l’on  auroit  une  furface  égale  d la  furface 
atérale  du  prifme. 

CojioLLAiRE.  Le  reélangle  cabd  péut  repréfen- 
ter  le  développement  du  cylindre  droit  dha  (fig.  83) 
en  prenant  ac=hd,&c  faifantu^  égale  à la  circonfé- 
rence du  cercle  de  la  bafe.  Si  le  prifme  eft  oblique , 
on  prendra  a c égale  à la  diftance  qu’il  y a entre 
les  circonférences  des  bafes  fupérieure  &c  infé- 
rieure , & l’on  aura  une  furface  égale  à la  furface  la- 
térale duprifme,  mais  non  pas  fon  développement. 

98.  Théorème.  Trouver  le  développement  de 
la  furface  latérale  de  la  pyramide  ( fig.  98  ).  Cette 
furface  étant  coippofée  d'autant  dt;  triangles  qu’il 
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y a de  cqccs  dans  la  bafe  de  la  pyramide  , il  eft 
clair  que  la  furface  latérale  d’une  pyramide  qui  au- 
roit  cinq  faces  égales  refpeélivement  aux  triangles 

3ui  forment  la  ligure  98  , a cette  même  figure  pour 
éveloppement. 

Corollaire.  Le  développement  de  la  furface 
d’un  cône  droit  fera  un*fefteur  de  cercle  a bd 
(fig.  99) , dont  le  rayon  a b fera  égal  au  côté  du 
cône  ( on  appelle  aulîi  ce  côté  V apothème  du  cône  ) , • 
' & l’arc  b d égal  à la  circonférence  de  la  bafe  de  ce 
cône  ; car  tous  les  points  de  la  circonférence  de  la 
bafe  du  cône  droit  étant  également  éloignes  du  fom- 
met , la  furface  latérale  du  cône  droit  eft  égale  à la 
fomme  de  tous  les  triangles  qui  ont  leur  fommet  au 
fommet  du  cône , & leur  bafe  fur  la  circonférence 
de  la  bafe  du  cône  j or  tous  ces  triangles  font  évi- 
demment égaux  au  feéteur  b ad;  donc,  ôrc. 

99.  Définition.  On  appelle  folides  fembla-^ 
blés -ceux  qui  ont  un  même  nombre  d’angles  ho- 
mologues égaux , dont  toutes  les  faces  font  des 
figures  femblables  ( qui  par  conféquent  peuvent  fe 
réduire  en  triangles  femblables  ) &r  dont  toutes 
les  dimenfions  font  proportionnelles. 

Corollaire.  Si  l’on • tire  deux  diagonales 
homologues  dans  deux  Solides  femblables  , ces  dia- 
gonales feront  avec  les  côtés  homologues  ( ou  même 
avec  des  lignes  homologues  quelconques)  des  trian- 
gles femblables  5 donc  ces  diagonales  font  entre 
elles  comme  les  côtés  homologues  ou  diagonales 
homologues  , &c. 

100.  Théorème.  La  furface  d’un  Solide  quel- 
conque eft  égale  à la  fomme  des  furfaces  des  faces  de 
ce  Solide  : ce  Théorème  eft  évident. 

Corollaire.  Donc  en  mefurant.les  faces 
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d’un  Solide , on  aura  aifcment  la  furface  de  ce 
Solide.  • 

loi.  Théorem  E.  La  furf^  d'un  Solide  régu- 
lier eft  égale  à la  furface  d’unies  faces  multipliée 
par  le  nombre  des  faces  (ài  Solide.  Car  la  furface  d’un 
Solide  régulier  eft  compofée  d’un  certain  nombre 
de  faces  égales  (9 1 ) ^ftlonc  la  furface  totale  d’un  tel 
Solide  eft  égale  à la  furface  de  l’une  quelconqjfie  de 
ces  face?  , multipliée  par  le  nombre  des  faces. 

loz.  Théorème.  La  furface  latérale  d’un  prifmt- 
cjl  égale  au  produit  d’un  des  cotés  du  prifme  par  le 
périmètre  d’une  fecliûn  du  prifme  faite  perpendicu- 
lairement à l'axe  du  prifme.  Car  nous  avons  dîF  que 
que  la  furface  latérale  d’un  prifme  étoit  compofée 
d’autant  de  parallélogrammes  qu’il  y a de  côtés 
dans  le  polygone  générateur  ; mais  chacun  de  ces 
parallélogrammes , tel  que  / i gf  (100)  eft  égal  aii 
produit  du  côté  fi  ou  ^ / du  prifme  par  la  ligne 
X P perpendiculaire  à g l ou  if  ; donc  la  îiir- 
face  latérale  eft  égale  au  produit  d’un  des  côtés  g l 
du  prifme  par  le  nombre  des  perpendiculaires  xp  y 
ou  par  le  périmètre  de  la  feétion  faire  perpendicu- 
lairement à l’axe  ou  au  côté  du  prifme. 

Corollaire.  Donc  la  furface  d’un  prifme 
droit  & d’un  cylindre  droit  (fig.  8z  & 8 j)  .eft  égale 
au  produit  diU  côté  hd  par  le  contour  de  la  bafe: 
parce  qu’alors  cette  bafe  eft  perpendiculaire  au 
côté,  A l’égard  du  cylindre  oblique  ( fig.  1 00) , on 
mefurera  , Ci  l’on  veut , la  circonférence, pp  avec 
un  fil  * , & multipliant  cejte  circonférence  par  le 


. ■*'  Cette  circonférence  perpendicviiairc  au  côté  bd  ne  féra 
pas  un  cercle , mais  une  courbe  qu'on  appelle  tllipfc  & dont 
nous  parlerons  dans  les  SeéUons  Coniques. 
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coté  h d perpendiculaire  au  plan  de  l'a  circonfé- 
rence PP-  * 

Remarque.  En^efurant  les  furfaces  des  bafes 
ôc  les  ajoutant  à la  furface  latérale  , l’on  aura  la 
furface  totale  ; or  il  eft  aifé  d’avoir  la  furface  des 
bafes  qui  font  des  polygones  ou  des  cercles  , dont 
on  peut  trouver  la  furface  dk  moins  par  approxi- 
mac«n. 

I o J . Théorème.  La  furface  latérale  d*une 
vyramide  droite  b d f g h ( fig.  Si  ) e/Z  égale 
au  produit  du  périmètre  b d f g h par  la  moitié  de 
l'on  apothème  a p.  Car  puifque  la  pyramide  eft 
droite  & fa  bafe  un  polygone  régulier,  les  trian- 
gles qui  forment  la  furface  latérale  font  égaux  encre 
eux  ; or  la  furface  d’un  de  ces  triangles  d a f , par 
exemple  j eft  égale  au  produit  du  côté  df  par  la 
moitié  de  l’apothême  ap  , hauteur  du  triangle  j 
donc  la  furface  totale  eft  égale  au  produit  du  pé- 
rimètre de  la  bafe  par  la  moitié  de  l’apothême  de 
la  pyramide  , ou  au  produit  de  l’apothème  j^ar  la 
moitié  du  périmètre  de  la  bafe. 

Corollaire.  Donc  la  furface  latérale  d‘un  cône 
àtoitabpd  (fig.  8^)  eft  égale  au  produit  de  fon  côté, 
ou  apothème  ha  par  la  moitié  de  la  circonférence 
de  la  bqfe  , ou  au  produit  de  la  nwitié  de  l’apo- 
thème par  la  circonférence  de  la  bafe.*  • 

Remarque  I.  Si  la  pyramide  êft  oblique  (fig.  85) 
on  mefurera  chacun  des  triangles  qui  forment  fa 
furface  latérale , & l’on  aura  Ta  furface  totale.  A 
l’égard  du  cône  oblique  , on  divifera  fa  circonfé- 
rence en  parties  bp  affez  petites  pour  que  chacune 
puifle  être  regardée , fans  erreur  fenfiblé , comme 
une  ligne  droite , & mefutaht  la  furface  de  chaque 
triangle  b ap  y ajoutant  ettfuite  toutes  ces  furfaces , 
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l’on  aura  la  furface  latérale  du  cône  oblique  d’au- 
tant plus  exactement  que  les  lignes  b p auront  été 
prifes  plus  petites 

Remarque  II.  A l’?gardde  la  bafe  foirde  la  pyra- 
mide J foit  du  cône  , on  voit  bien  comment  il  faut 
la  jnefurer  , puifqu’elle  eft  un  polygone  ou  un 
cercle. 

1 04.  ThÉoreme.  La  furface  latérale  d’ une  pyrami- 
de droite  tronquée  c/2  m n m ^fuppofant  les  deux  bafes 
parallèles  ( fig.  8 1 ) , ç/?  égale  au  produit  du  refte  de 
L apothème  a p par  la  moitié  de  la  fomme  des  pér 
rimetres,  des  deux  bafes.  Car  fi  l’on  conçoit  un  plan , 
coupant  mnm  parallèle  à la  bafe  , ce  plan  retranr  , 
chera  la  petite  pyramide  man  Sc  la  partie  n a de 
l’apothème  a p , les  faces  latérales  du  tronc 
feront  évidemment  des  trapèzes  , dont  la  hauteur 
commune  fera  le  refte  n p Ao  l’apothème , & les 
bafes  feront  les  côtés  mêmes  des  bafes  de  la  pyra- 
mide tronquée  ; donc  la  furface  latérale  de  cdtte 
pyramide  fera  égale  à la  furface  d’un  trapeze,  don» 
une  de  bafes  feroit  !e  périmètre  de  la  bafe  infé- 
rieure , & l’autre  bafe  le  périmebre  de  la  bafe 
fupérieure  de  la  pyramide  tronquée;  or  (71)  la 
furface  d’un  trapeze  eft  égale  au  produit  de  fa  hau- 
teur par  la  moitié  de  la  fomme  de  fes  bafes  ; 
donc , &c. 

- Remarque.  Si  la  pyramide  étoit  oblique  on 
chercheroit  la  furface  de  chaque  trapeze  d m tf  y la 
fomme  de  toutes  ces  furfaces  donneroit  la  lurface 
cherchée.  De  même  pour  le  cône  oblique  (fig.  85), 
fuppofant  que  la  partie  bp  de  la  circonférence 

* La  furface  cxafte  du  cône  oblique  ne  peüt  pas  fe  trouver 
par  la  Géométrie  Élémentaire  ; elle  demande  le  ftfcôiiR  du 
Calcul  intégral.  , .i:  r.:  : .. 
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de  la  bafe  inférieure  ne  différé  pas  fenfiblemeut 
d une  ligne  droite , on  cherchera  la  furface  de 
chaque  trapeze  b^inp ^ la  ^mme  de  ces  furfaces 
donnera  la  furface  du  cône  tronqué  oblique  d’au- 
tant plus  exaékement  que  les  lignes  b p approche- 
ront plus  d’être  droites.  • • 

Corollaire  I.  La  furface  latérale  d’une  pyratùi- 
de  tronquée  droite  (fig.  8 1 ) eft  égale  au  produit  de 
fon  apothème  n p par  le  périmètre  oo  de  la  fec- 
tion  0 0 que  je  fuppofe  palTer  par  le  milieu  des  côtés 
m d , mg  parallèlement  aux  bafes  ; car  chacun  des 
côtés  de  cette  feétion  fera  la  moitié  de  la.fomme 
des  bafes  du  trapeze  correfpondant  ; donc  le  péri- 
mètre de  cette  leétion  fera  la  moitié  de  la  fomme 
des  périmètres  des  deux  bafes  > or  ( par  le  Théo- 
rème ) le  produit  de  cette  demi-fomme  par  l’apo- 
thème efl  égale  à la  furface  latérale  de  la  pyramide 
tronquée  ; donc  , &c. 

Corollaire  II.  Donc  la  furface  latérale  du 
cône  droit  tronqué  ( en  fuppofant  fes  deux  bafes 
parallèles)  eft  égale  au  produit  de  fon  apothème 
nd  par  le  périmètre  oo  de  la  fe(ftion  faite  par  le 
milieu  d’un  des  côtés  nd  parallèlement  aux  bafes 
(fig.  8^).  Car  un  cône  droit  tronqué  n’eft  autre 
chofe  qu’une  pyramide  droite  tronquée  , dont  les 
bafes  font  des  cercles  ; donc  par  le  Corollaire  pré- 
cédent cette  furface  eft  égale  au  produit  de  l’apo- 
thème n d par  la  circonférence  N o o du  cercle  décrit 
par  le  milieu  du  côté  n d parallèlement  aux  bafes. 

105.  Théorème.  La  furface  d'une  fphere  décrite 
par  la  révolution  du  demi-cercle  a m b (fig.  8 7)  autour 
du  diamètre  a b * «/?  égale  au  produit  de  la  circonfé- 

* Toutes  les  ligues  tirées  pat  le  centre  de  la  fphere  6c 

rence 
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rcnct  d‘uû  de  fes  grands  cercles  par  fon  diamètre. 
Des  points  m,  i-,  n , ou  des  extrémités  &c  du  milieu 
de  l’arc  min  ( qui  en  le  fuppofant  extrêmement 
petit , fera  fenfiblement  une  portion  de  la  tan- 
gente t't) , ayant  abailTé  les  perpendiculaires  md ^ 
ix  3 n ^ fur  le  diamètre  a b ^ & du  point  m la 
perpendiculaire  mo  fur  ng\  les  triangles./Tz  0 n ^ 
nge  ayant  tous  leurs  côtés  perpenxliculairft  l’un  à 
l’autre  feront  femblables  (45»).  Donc  l’on  s.  ne  ' ng 
ou  ix  ( parce  que  l’arc  mn  étant  fort  petit , ix  ell 
fenfiblement  égale  z ng)\\mn  ; mo  ; mais  les  cir- 
conférences étant  entr 'elles  comme  leurs  rayons 
((jj)  , l’on  a la  circonférence  dont  ne  eft  le  rayon  3 
& à la  circonférence  dont  ix  eft  le  rayon  comme 
77tn  \mo\  donc  le  produit  de  nzo  par  la  circonfé- 
rence du  rayon  n c , ou  par  la  circonférence  d’un 
grand  cercle  de  la  fphere  , eft  égal  au  produit  de 
772  72  ( côté  du  cône  tronqué  décrit  par  mn  gd  pendant 
la  révolution  du  demi-cercle  amb  autour  Aq  a b) 
par  la  circonférence  décrite  par  le  rayon  x i autour 
de  a:  3 c’eft-à-dire  , par  la  circonférence  d’un  cercle 
décrit  par  le  milieu  i de  ce  cône  tronqué  parallèle-* 
ment  à fes  bafes.  Or  (1Q4)  ce  produit  eft  égal  à la 
furface  du  cône  tronqué  décrite  par  mn-j  donc  la 
furface  décrite  par  chaque  arc  «2  ri  eft  égale  ail 
produit  de  la  circonférence  d’un  grand  cercle  de  la 


terminées  de  part  & d’autre  à fa  furface , font  appellées  dia- 
mètres de  la  fphere  \ mais  on  appelle  axe  celui  dés  diamètres  au- 
tour duquel  la  Iphere  eft  cenfée  tourner.  On  nomme  grands 
cercles  de  la  fphere  ceux  qui  ont  pour  centre  le  centre  même  dé 
la  (phere  ; mais  ceux  qui  ont  leurs  centres  hors  du  point  c , fur 
un  diamètre  quelconque  ■ b,  font  des  petits  cercles  de  lâ  fphere^ 
Une  ligne  e n tirée  au  centre  à la  furface  de  la  fphere  eft  un 
rayon. 
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fphere  par  chaque  ligne  correfpondante  mosczd g 
( hauteur  du  cône  tronqué  correfpondant  ) , ou  par 
la  partie  du  diamètre  correfpondante  à cet  arc  j 
donc  la  furface  totale  décrite  par  tous  les  arcs  mn  y 
c’eft-à-dire,  la  furface  totale  de  la  fphere,  eft  égale 
au  produit  de  la  circonférence  d’un  grand  cercle 
par  la  fomme  des  parties  du  diamètre  correfpon- 
dantes  à tous  les  arcs  m n , c’eft-à-dire  , par  le  dia- 
mètre a b de,  la  fphere  j donc , &c. 

Corollaire.  Donc  la  furface  d’une  calotte 
fphérique  m ap  y eft  égale  au  produit  de  la  cir- 
conférence d’un  grand  cercle  de  la  Iphere  par  la 
hauteur  ad  àe  cette  calotte , & la  uirface  d’une 
zone  mn  Ip  eft  égale  au  produit  de  la  circonfé- 
rence d’un  grand  cercle  par  la  hauteur  dg  Aq 
la  zone. 

Remarque  I.  La  furface  d’un  fêâeur  fphérique ««/c 
eff  égale  à la  furface  de  la  calotte  nd/,  plus  la  furface  la- 
térale du  cône  ne  l. 

• 

Remarque  II.  Puifque  pendant  la  révolution  du  demi- 
cercle  ^mb  autour  du  diamètre  a b tour  point  m de  ce  demi- 
cercle  décrit  un  cercle  dont  mp  eft  le  diamètre;  ileftvifîble 
que  la  feéUon  d’une  Ijphere  par  un  plan  quelconque  mdp  fera 
un  cercle.  • 

Corollaire.  La  furface  de  la  fphere  eft  égale 
à la  furface  latérale  du  cylindre  qui  lui  eft  cir- 
conferit , c’eft-à-dire , qui  la  touche  par  côté  , fupé- 
rieurement  & inférieurement  ( fig.  i o i ).  Car  la 
bafe  d’un  tel  cylindre  a un  diamètre  égal  à celui 
de  la  fphere  , & fa  hauteur  eft  aulîi  égale  au  dia- 
mètre û ^ de  la  fphere  ÿ mais  la  furface  latérale  du 
cylindre  droit  eft  .égale  au  projiuit  de  fon  côté  ou 
de  fon  axe  a b par  la  circonférence  de  fa  bafe  (loa); 
donc,éscc. 
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Du  rapport  des  Surfaces  des  Solides. 

106.  Théorème.  Les  furfaces  latérales  S,  s 
des  deux  prifmes  ou  cylindres  font  entr’ elles  comme 
les  produits  des  périmètres  P , /»  de  la  feclion  faite 
perpendiculairement  à leur  axe  par  leurs  côtés  3 ou  y 
ce  qui  revient  au  même  3 par  leurs  axes  H , h.  Ainji 
l’on  aura  S ; J : : P H I /i.  Car  nous  avons  vu  (i  o 1) 
que  le  produit  des  périmètres  de  ces  feétions  mul- 
tipliées par  les  côtés , étoient  égaux  aux  furfaces 
latérales  de  prifmes  ou  cylindres  j donc  , &c. 

Corollaire  I.  Donc  fi  les  périmètres  P & ^ 
font  égaux  , l’on  aura 

l’on  aura  S î j P ; p.  ( Voyez  les  raifons  ôc  pro- 
portions dans  le  calcul  ). 

Corollaire  II.  Si  P : p ;;  A : H,  alors  PH=i 
P hy  &c  S — s.  C’eft-à-direque  fi  les  périmètres  des 
ferions  perpendiculaires  à l’axe  des  deux  prifmes 
ou  cylindres  font  en  raifon  inverfe  de  leurs  axes  , 
les  furfaces  latérales  de  ces  prifmes  ou  de  ces  cy- 
lindres feront  égales. 

Corollaire  III.  Si  les  prifmes  ou  cylindres 
font  femblables  , on  aura  Sî^:: P* :p^  ;; 

Car  la  raifon  SU  étant  égale  à la  raifon  de  PHtpAj 
qui  eft  compofée  de  raifons  P îp  & H t A , lefquelleS 
raifons  font  égales  lorfque  les  prifmes  ou  cylin- 
dres font  femolables  ( 99  ) i dans  ce  cas  la  raifon 
de  S î J fera  une  raifon  doublée  deP:p&:H;A;* 
donc  , &c.  En  général  les  furfaces  , même  totales 
des  fondes  femblables  , font  entr’elles  comme  les 
quartés  de  leurs  dimenfions  homologues.  Car  deux 
fondes  fomblables  ayant  toutes  leurs  dimenfions 
homologues  •proportionnelles , leurs  furfaces  doi- 
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vent  être  en  raifon  des  produits  des  dimenfions 
proportionnelles  , ou  comme  les  quarrés  de  ces 
dimenfions. 

CoROLtAiRE  IV.  Il  fuit  du  dernier  Corollaire 
que  les  furfaces  des  fpheres  font  entr 'elles  comme 
les  quarrés  de  leurs  rayons  ou  de  leurs  diamètres  : 
car  les  fpheres  font  des  folides  femblables,  donc 
les  rayons  ou  diamètres  font  des  lignes  homo- 
logues. 

1 07.  T H É O R E M E.  La  furface  de  la  fphere  ejl  à 
celle  d’un  de  fes  grands  cercles  j comme  4:1.  C’eft- 
à-dire  qii  elle  eft  quadruple  de  la  furface  d’un  de 
fes  grands  cercles  : car  la  furface  de  la  fphere  eft 
égale  au  produit  de  la  circonférence  c d’un  de  fes 
grands  cercles  par  le  diamètre  d de  ce  même  grand 
cercle  j tandis  que  la  furface  de  ce  grand  cercle 
eft  égale  au  produit  de  la  même  circonférence  c par 
la  moitié  du  rayon , ou  par  le  quart  du  diamètre  d ; 
donc  ces  deux  furfaces  font  entr 'elles  comme  cd'. 


108.  Théorème.  La  furface  totale  du  cylindre 
elrconfcrit  eft  à la  furface  de  la  fphere  comme  3 I a- 
Car  (105)  la  furface  de  la  fphere  eft  égale  à la  fur- 
face  latérale  du  cylindt»  circonfcrit  j donc  la  fur- 
face  latérale  du  cylindre  circonfcrit  vaut  4 grands 
cercles  de  la  fphere  ; c’eft  pourquoi  en  y compre- 
nant les  bafes , dont  chacune  eft  un  grand  cercle  de 
4a  fphere,  la  furface  totale  du  cylindre  vaudra  6 
grands  cercles  de  la  fphere  \ ainfi  cette  furface 
eft  à celle  de  la  fphere  comme  6:4,  ou  3:2^ 
donc  , &c. 

lop.  Théorème.  La  furface  totale  du  côneJquilatéral 
{ fig.  lox)  ejl  à la  juiface  de  fa  bafe  comme  31  1.  Pour  aroir 
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la  fiirface  latérale  du  cône  équilatéral  gdf,  il  faut  multiplier 
la  circontérence  de  la  baie  par  la  moitié  du  côté  gd  = gf, 
(voy<f  le  n°.  103)  ; mais  pour  avoir  la  furface  de  la  baïe  , 
il  fuffit  de  multiplier  cette  meme  circonférence  par  la  moi- 
tié de  lôn  rayon,  ou  par  le  quart  de  gf-,  donc  la  furface 
latérale  de  ce  cône  vaut  deux  fois  la  furface  de  la  bafe  ; donc 
la  furface  latérale  plus  la  furface  de  la  bafe  , vaut  trois  fois 
la  furface  de  la  bafe  j donc  , &c. 

no.  T HJÉOKEME.  La  furface  de  la  fpkere  eflala  fur- 
face  du  cône  équilatéral  circonfcrit  comme  4:9*.  Du  centre 
c de  la  fphcre  infcrite  dans  le  cône  gd f ayant  tiré  les  rayons 
cg,  cf,  cd-,  à caufe  du  triangle  équilatéral  gdf,  les  arcs 
df,  d g,  g f feront  égaux  aulTi-bien  que  leurs  cordqs.  Donc 
ils  vaudront  chacun  la  troifiéme  partie  du  cerçle  ou  iio°  ; 
donc  du  point  c tirant  la  perpendiculaire  c b a fur  le  milieu 
it  g f , les  arcs  ga  , a j vaudront  chacun  60°  , & leuft 
cordes  g a , af  feront  égales  aux  rayons  cg , cf  ainfi  les 
points  g Sc  f font  également  éloignés  de  c & de  u , & 
g f coupe  c a en  deux  également  en  b.  Donc  c b eft  la 
moitié  de  c fl  ou  de  cg  3 or  (gc)'  »=  (cb)^  -j-  (gi)^  (76)  ; 
donc  en  faifanr  gc=  i , cb  fera  = x,(cé)-=^,  & 
^ gb  y = Mais  les  fùrfaces  des  cercles  font  entr’elles 
comqie  les  quarrés  <fe  leurs  rayons  ; donc  le  cercle  dont 
le  rayon  ett  cb,  eft  au  cercle  dont  le  rayon  eft  g A , comme 
^ ÿ , ou  comme  1:3.  C’cft-à-dirc  que  le  grand  cercle  de 
la  fphere  Infcrite  étant  i , la  bafe  du  cône  circonfcrit  fera  3 ; 
mais  la  furfiice  de  la  fphere  vaut  4 de  fes  grands  cercles  , 
tandis  que  la  furface  totale  du  cône  équilatéral  vaut  3 fois 
la  fiirface  de  fa  bafe  ; donc  ces  furfaces  font  entr’elles  comme 
I X 4 : 3 X 3 ::  4 : 9 j donc  , &c. 

III.  Théorème.  Si  à une  fphere  (fîg.  101  ) on  ctr- 
confcric  un  cylindre  & an  cône  équilatéral , les  furfaces  de  ces. 
trois  folides  feront  entr  dits  coflinie-J-f-4:  Cela  fuit  évi- 

demment des  n°’«  108  & no. 

Corollaire.  Donc  la  furface  du  cyliitire  circonfcrit 
eft  moyenn.||*roportionnelle  entre  la  furface  de,  la  fphere 
& celle  du^Re  équilatéral  qirconfcsit;. 


* Un  cône  circonfcrit  à une  fphere,  çft  celui  qui  la  touche 
en  dcffous  & par  côté* 
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111.  Theokeme.  La  furface  de  la  Jpfure  circonfcrite  au 
cône  iquilaiiral  (fig.  loi  ) eft  quadruple  de  celle  de  la  fphere 
infcrite  dans  le  même  cône.  Car  le  rayon  de  la  première  eft 
double  du  rayon  c £ de  la  fécondé  ( par  la  démonftracion  de 
l’avant  dernier  Théorème  ) ; c’eft  pourquoi  ces  furfaces  font 
cntr’elles  comme  4 : 1 (loé)  > donc,  &c. 

De  la  folidité  des  Solides  & de  leur  rapport. 

113.  ThÉoreme.  La  folidité  d’un  prifme  ou 
d’un  cylindre  droit  ou  oblique  ( fig.  8 z & 1 00  ) ç/? 
é°ale  au  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur.  Car  fî 
1 on  conçoit  un  prifme  ou  un  cylindre  engendré 
par  le  mouvement  de  fa  bafe , qui  laide  en  mon- 
tant parallèlement  à elle-même  des  traces  d’une 
épaideur  infiniment  petite  , il  eft  évident  qu’il 
faudra  multiplier  une  de  ces  traces  par  le  nom- 
bre de  fois  que  fon  épaifteur  eft  contenue  dans  la 
hauteur , ou  , ce  qui  revient  au  même  , mul- 
tiplier la  bafe  par  la  hauteur  * ; donc  , &c.  ^ 

Corollaire  1.  Donc  les  prifmes  & les 'cy- 
lindres droits  & obliques  font  en  raifon  compo- 
fée  de  leurs  bafes  5c  de  leurs  hauteurs. 

Corollaire  IL  Donc  fi  les  bafes  des  deux 
cylindres  A & <z  ( il  en  eft  de  même  de  deux  prif- 
mes ) font  B 5c  ^ , les  hauteurs  H 5c  A , le  pre- 


* Comme  multiplier  c’eft  prendre  le  multiplicande  un 
certain  nombre*de  fois  défigne  par  le  multiplicateur , il  eft 
évident  qu’on  ne  peut  multiplier  par  une  ligae.^j^ilement  on 
conçoit  la  bafe  d’une  certaine  épaHTeur  & l’oi^rend  cette 
bafe  autant  de  fois  que  fon  cpaillèur  eft  contenue  dans  la 
hauteur.  Rien  n’empêche  cependant  qu’on  ne  continue  de  dire 
le  produit  de  la  bafe  par  la  ‘hauteur , pourvu  qû’on  entejade 
par-là  ce  que  nous  venons  de  dire. 
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mier  fera  au  fécond  comme  SiH=A, 

l’on  aura  Atui:  B:A.  Si  B = ^,  on  aura  A : u;:  H : 
h.  SiB:^;;A:H,  alors  BH=AA,  & A = a. 

Il 4.  Théorème.  Deux  pyramides  triangu- 
laires de  même  bafe  & de  meme  hauteur  font  tou- 
jours égales  en  folidité  ( fig.  103).  Car  les  deux 
pyramides  ayant  même  hauteur  , il  eft  évident 
qu’elles  feront  comprifes  entre  les  m.êmes  plans  pa- 
rallèles , & que  11  on  les  coupe  par  des  plans  xx 
parallèles  à leurs  bafes , le  nombre  des  tranches 
fera  le  même  de  part  & d’autre  , & l’épailTeur  des  , 
tranches  correfpondantes  fera  aulfi  la  même  3 or 
les  furfaces  omn  ^ s pi  des  tranches  correfpon- 
dantes feront  égales.  En  effet  les  triangles  b c d , 
mon  font  femblàbles  ; car  tous  les  côtés  de  l’un 
font  parallèles  aux  côtés  correfpondans  de  l’autre , 

O /n  eft  parallèle  i b c , mn  i bd  Sconadc;  donc 
fî  l’on  conçoit  que  le  triangle  mon  defcende  le  long 
de  0 c , de  maniéré  que  0 m refte  toujours  parallèle 
à ^ c , lorfque  le  point  o tombera  fur  le  point  c , 
le  côté  om  tombera  fur  bc  ^ on  fur  cd,  &c  mn 
‘ fera  parallèle  z b d ; donc  ces  deux  triangles  au- 
,ront  un  angle  commun  & des  bafes  parallèles  j 
donc  ils  font  femblablfes.  On  démontrera  de  même 
que  le  triangle'p  a i eft  femblable  au  triangle  f gh , 
égal  z.bcd  ( par  fuppofition  ).  Dé  plus  les  tnan- 
.gles  femblàbles  bac  y aom  donnent  bc'.om  ;; 
ba\am  y & les  triai^les  femblàbles  afgy  aps 
donnent  f g ps*\  af I a p.  Mais  les  triangles 
femblàbles  b af  y.  amp  donnent  éû  \am  : af  î 
ap-y  Aoncbc om\\f  g'.ps  y àc\bcf  :(mo)* 
ë)^  ' (P  ’•>  ^ parce  que  les  triangles 
•femblàbles  font  entr’eux  comme  les  quarrés  des 
côtés  homiologues  , l’on  a b c d \ mon  î 
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psi,  ovib  ci\  f gh  \\  mo  n \ P si.  Mais  b cd 
r=f  g h , par  fuppofition  ; donc  m o n = p s i. 
donc  les  deux  pyramides  contiennent  un  nombre 
égal  de  tranches  égales  j donc  elles  font  égales. 

Corollaire  I.  Deux  pyramides  quelconques  de 
même  bafe  & de  même  hauteur  font  égales  ; car 
fî  l’on  partage  les  bafes  de  ces  pyramides  en  un 
même  nombre  de  triangles  égaux  chacun  à chacun , 

qu’on  conçoive  par  le  fommet  de  ces  pyramides , 
des  lignes  tirées  aux  trois  angles  de  chacun  de  ces 
triangles  , il  eft  vifible  que  chacune  de  ces  pyra- 
mides fera  divifée  en  un  même  nombre  de  pyra- 
mides triangulaires  , qui  auront  des  bafes  & des 
hauteurs  égales  chacune  à chacune  ; or  ^ar  le 
Théorème  ces  pyramides  triangulaires  font  égales  j 
donc,  &c, 

Corollaire  II,  Donc  deux  cônes  , l’un  droit 
& l’autre  oblique  de  même  bafe  & de  même  hau- 
teur font  égaux  ; car  un  cône  eft  une  pyramide , 
dont  la  bafe  eft  un  cercle  j donc  , &c. 

Il '5.  ThÉoreme.  Un  prifme  triangulaire  droit 
abcdfg  ( fig.  104  ) \aut  trois  pyramides  de  même 
bafe  & de  même  hauteur.  Ayant  tiré  les  lignes  b f ^ 
b d,d  c,  on  peut  concevoir  1%  prifme  divile  en  trois 
pyramides  , dont  l’une  b df  g a.  même  bafe  dg  f 
& même  hauteur  g b que  le  prifme.  Celle-ci  étant 
ôtée , le  refte  fe  divife  en  deux  pyramides  ac  d b-  ^ 
c df  é.  Les  lieux  pyramides  aç  db,b  d f g font  égar 
les , puifqu’elles  ont  chactine  pour  bafe  une  des  ba- 
fes  du  prifiué,  & pour  hauteur  un  des  côtés  du  prit 
me.  De  plus  la  pyramide  <i  c A d eft  = c d/é;  car  la 
•diagonale  cd  partageant  le  parallélogramme  a c df 
.en  deux  parties  égales,  ces  aeux  pyramides  ont  cta* 
çyne  pour  bafe  4 m'oitié.  de  cç  pacailélqgrajnme, 
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leur  fommet  en  b.  Elles  ont  donc  même  hauteur 
& des  bafes  égaies  , ce  qui  les  rend  égales  ; donc 
les  trois  pyramides  font  égales  j donc  le  Théorème 
eft  également  vrai  lorfque  le  prifme  triangulaire 
n’eft  pas  droit  *. 

Corollaire  I.  Tout  prifme  eft  triple  d’une  pyra- 
mide de  même  bafe  & tie  même  hauteur.  Par  exem- 
ple^ un  prifme  pentagonal  eft  triple  d’une  pyramide 
pentagonale  de  même  bafe  & de  même  hauteur 
(fig.  8 a).  Car  fi  l’on  divife  les  bafes  de  ce  prifme  en 
un  même  nombre  de  triangles  égaux,  & que  de  tous 
les  angles  correfpondans  des  triangles  de  l’une  des 
bafes  , ou  même  des  lignes  aux  angles  correfpon- 
dans des  triangles  de  l’autre  bafe  , on  peut  conce- 
voir facilement  le  prifme  divifé  en  un  certain  nom- 
bre de  prifmes  triangulaires  exemple  y ici  en  5 j 
or  chacun  de  ces  prifmes  eft  triple  d’une  pyramide 
triangulaire  de  même  bafe  & de  même  hauteur  j 
donc  le  prifme  entier  eft  triple  de  la  fomme  de 
ces  cinq  pyramides  triangulaires  ; mais  ces  cinq 
pyramides  triangulaires  font  évidemment  égales  a 
une  feule  pyramide  pentagonale  de  même  hauteur, 
& dont  la  bafe  feroit  égale  à la  fomme  des  bafes  de 
ces  pyramides  j donc  , &c. 

Corollaire  11.  Donc  le  cylindre  eft  triple  du 
cône  de  même  bafe  & de  même  hauteur.  Car  le 
cylindre  eft  lin  prifme  dont  la, bafe  eft  un  cercle , & 
le  cône  une  pyramide  dont  la  bafe  eft  aufil  un  cercle. 


* Cela  a lieu  également  (ôk  qu’on  Tuppofe  le  priime  droit 
ou  oblique  ; car  les  pyramides  b dfç; , a b cd  ayant  chacune 
poui-  bafe  une  des  bafes  du  prifme , & leurs  (bmmets , l’une  eu 
b & l’autre  en  d ont  évidemment  même  hauteur  que  le  priCuc  ÿ 
àcfhs  ae  bd=i  d cbf. 
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Corollaire  III,  Donc  pour  avoir  la  folidicé 
d’une  pyramide  ou  d’un  cône,  il  fuîlitde  multiplier 
la  bafe  par  le  tiers  de  la  hauteur.  Car  la  folidité  du 
prifme  étant  égale  au  produit  de  fa  bafe  par  fa 
nautéur , celle  de  la  pyramide  , qui  n’eft  que  le 
tiers  de  celle  du  prilrne  , doit  être  égale  au  pro- 
duit de  la  bafe  par  le  j de  la  hauteur  ; donc  , &c. 

Corollaire  IV.  Donc  la  furface  des  polyèdres  réguliers 
eft  égale  au  produit  de  leur  furface  par  le  tiers  de  la  per- 
pendiculaire abailTée  du  centre  fur  le  milieu  d’une  des  laces 
du  polyèdre  , (nous  appellerons  cette  perpendiculaire  -ayon 
^droit ).  En  elFetonpeut  (53)  concevoir  chaque  polyèdre  régulier 
comme  compofé  d’autant  de  pyramides  égales  que  le  polyèdre 
a de  faces  : ces  pyramides  ont  leur  fommet  commun  au  centre 
du  polyèdre,  leur  hauteur  eft  égale  au  rayon  droit,  & leur 
bafe  eft  une  des  faces  du  polyèdre  ; donc  chacune  de  ces  pyr% 
mides  eft  égale  à une  des  races  multipliée  par  le  j du  rayon 
droit , & leur  fomme  , ou  la  folidité  du  polyèdre  eft  égale  au 
produit  de  toutes  les  faces  , c’eft-à-dire  , au  produit  de  la 
furface  du  poilyedrc  par  le  y du  rayon  droit  du  polyèdre. 

^ Corollaire  V.  La  folidité  de  la  fphete  eft 
O*  7 - ^ ^ égale  au  produit  de  fa  furface  par  le  j de  fon  rayon. 

Car  on  peut  concevoir  la  fphere  comme  compofée 
d’une  infinité  de  pyramides  qui  ont  leur  fommet 
au  dentre , dont  la  bafe  de  chacune  eft  une  portion 
infiniment  petite  de  la  furface  de  la  fphere  , & 
dont  la  hauteur  eft  égale  au  rayon  de  la  même 
fphere  j or  la  fomme  de  toutes  ces  pyramides  eft 
égale  à une  feule  pyramide  qui  auroit  pour  bafe 
^ la  furface  entière  , & pour  hauteur  le  rayon  de 
la  fphere  5 donc  , &c. 

Corollaire  VL  II  fuit  du -Corollaire  pré- 
cédent que  la  folidité  du  cylindre  circo'nfcrit  à une 
fphere  eft  à la  folidité  de  la  fpiiere  comme  l'.i'. 
Car  foit  c la  futface  d’un  grand  cercle  de  la  fphere, 
ia  furface  fera=  4 c (107)  \ ôcfaifant  le  rayon  dfe 
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la  fphere  = r , la  folidité  fera  = 4 — = 7 cr.  Mais 

la  folidité  du  cylindre  circonfcrit  eft  = c X (n  3); 
donc  la  folidité  du  cylindre  circonfcrit  eft  à la 
folidité  de  la  fphere  comme  ter 
: 4 : : 3 : Z j donc , &c. 

Corollaire  Vil.  U fuit  du  dernier  Corollaire 
que  la  fphere  eft  les  7 du  cylindre  circonfcrit. 

Corollaire  VIII.  Il  fuit  du  Corollaire  précé- 
dent que  la  folidité  de  la  fphere.  eft  double  de  celle 
d’un  cône  qui  auroic  pour  bafe  un  grand  cercle  de 
la  fphére  , ou  la  bafe  même  du  cylindre  circon- 
ferit  , & pour  hautei#  le  diamètre  même  de  la 
fphere  , ou  la  hauteur  du  cylindre  circonfcrit.  Car 
un  tel  cône ‘eft  le  tiers  du  cylindre  circonfcrit  ; donc 
ce  cône  fera  = i , li  le  cylindre  circonfcrit  eft 
= 3 ; donc  la  fphere  qui  eft  au  cylindre  cir- 
conferit  comme  t 3 fera  à ce  cône  comme  2 : i j 
donc , &c. 

Il  Théorème.  La  fphere  ejl  au  cône  équilatéral  cir- 
confcrit comme  4:^  (fig.  loi).  Car  la  bafe  du  cône  équilatéral 
eft  égale  a trois  grands  cercles  de  la  fphere  inferite  ( démonf- 
tration  du  n“.  ijo  ).  De  plus  cb  rayon  de  la  (phere  eft  =• 

^ donc  le  rayon  de  la  Ipherc  inferite  eft  le  tiers 'de 

la  hauteur  du  dône.  Faifant  cb<=r , & la  furface  d’un  grand 
cercle  de  la  fphere  inferite  = c,  jc  fera  la  bafe  du  cône, 
; r là  hauteur  , t c x r fa  folidité  (i  i f ).  Mais  la  folidité  de  la 
Iphere  (iiî)  eft  = fer;  donc  la  folidité  de  la  Iphere  eft  à 
celle  du  cône  équilatéral  circonfcrit  comme  fcr:jcr::f:  j 

Corollaire.  Il  fuit  de-là  & du  n°.  1 1 3 que  (\  d une 
^here  on  circonfcrit  un  cylindre  & un  çône  équilatéral , lem» 
lolidités  feront  comme  -ff  4 ; ^ : y.  C’eft-à-dirc  , (in) 
dans  le  rapport  de  leurs  furfàces. 

1 17.  Problème.  Trouver  ta  folidité  £un  cône  droit  tronqué 
pood  (fig.  8<).  Suppofant  l’axe  es  dç  ce  côoe  proloo^ 
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jufqa  a ce  qu’il  rencontre  le  côté  d o auflS  prolongé  & tirant  xo  ^ 
parallèle  à l’axe  , les  triangles  feniblabies  aox  , U a Cy  don- 
neront ./  X = d c — ex  -■=  d t;  — i'  .f  ■.  <>  X .1  c : : de  : a c. 
C’eft-à-dire  , la  différence  des  rayons  des  deux  bafes  ell  d 
l’axe  du  cône  tronqué  comme  le  rayon  de  la  bafe  inférieure 
eft  à l’axe  du  cône  entier.  Ce  cône  entier  étant  connu , on 
en  ôtera  la  folidité  du  petit  cône  aoo  y donc  on  connoît  la 
bafe  00  y Sc  dont  il  eù  ailé  de  connoître  la  hauteur  qui  eft 
ëgale  3 sa  quand  le  cône  eft  droi  , comme  nous  le  fup- 
pofons  i i , le  refte  donnera  la  folidité  du  cône  tronqué , 
ce  qui  eft  évident. 

1 18.  Deux  urifmes  ( il  en  eft  de  même  de  deux 
cylindres  ) A & u font  en  raifon  compofee  de  leurs 
bafes  B & 3 , & de  leurs  hauteurs  H & A.  Car  le 
premier  eft  = B A , & le  fécond  eft  = ^ A ; donc 
A : a ! BH  : b h.  Si  B=i , l’on  aura  A : a;:  H ; A. 

Si  H = h y l’on  aura  A la  : : B : Si  B:^;:A;H,, 

alors  B A = A A,  &c  A = a.  Ainli  deux  prifmes  ou 
deux  cylindres  font  égaux  lorfque  leurs  bafes  font 
en  raifon  inverfe  de  leurs  hauteurs. 

Corollaire  I.  Les  pyramides  & les  cônes  font 
en  raifon  compofée  de  leurs  bafes  & de  leurs 
hauteurs  , & tout  ce  que  nous  venons  de  dire  du 
rapport  des  prifmes  & des  cjtlindres  doit  s’appli- 

3uer  aux  pyramides  & aux  cônes  qui  font  les  tiers 
ô ces  folides.  ' 

• 

Corollaire  II.  Donc  fï  à un  cylindre  on  circonftrit 
Ùn  cube  (fig.  loç)  , le  cube  fera  au  cylindre  comme  le 
quarré  du  mametre  au  cercle  de  la  bafe  du  cylindre.  Mais 
le  cercle  de  la  bafe  eft  ég-al  au  produit  de  fa  circonférence  c 
par  la  moitié  de  fon  rayon  r,  ou  par  le  quart  de  fon  dia- 
mçtre  l r ; donc  le  quarré  du  diamètre  eft  à la  furface  du 

eercle  comme  4r^  : c -LC  ^ ©u  comme  ar  8r:<r:  donc 

. _4  _ I 

le  cube  eft  au  cylindre  inferit  comme  le  quadruple  du  dia- , 
metre  d’un  cercle  eft  à (à  circonférence . 

iip.  Théorem Eÿ  Le  cube  efi  à la,  fphert  inferite  comnu 
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6 diamttres  d'un  cercle  à la  circonférence  de  ce  cercle  (fig.  io6). 

Car  foit  la  circonférence  ==  c , le  rayon  = r j le  diamètre  fera 
^ r , côté  du  cube  dont  labafc  4 r'  multipliée  par  la  hauteur  1 r, 
donnera  8 ri  (blidité  du  cube.  Celle  de  la  fphere  infcrite  étant 
égale  au  produit  de  fa  furface  ( qui  eft  égale  à quatre  de  fes  grand» 
cercles  , c’eft-à-dire  — ne)  par  le  tiers  de  fon  rayon  , fera 
X rc  X I r = J donc  les  folidités  du  cube  & de  la  fphere 

infcrite  font  entr’elles  comme  8 r3  ; jcr*  , ou  comme  4r:  — 

( en  divifant  par  irr)  , ou  comme  izr  : c } c’eft- à-dire  , 
comme  6 diamètres  à la  circonférence* 

CoROLtAiRE.  Donc  en  fe  fervant  du  rapport  SAt*^ 
chiméde  , le  cube  fera  à la  fphere  infcrite  comme  6 x 7 : , 

Ou  comme  4x1  ix  ii  : 1 1.  ^ ^ 

izo.  Théorème.  Deux  parallélipipedes  fem-  «5*3* 
hlables  font  entr’eux  comme  les  cubes  des  longueurs 
<5*  largeurs  des  bafes  y & des  hauteurs.  Soit  A la  lar- 
ceiir  3e  la  bafe  , B la  longueur  de  cette  même 
bafe , h la  hauteur  du  premier  parallélipipede  , a 
la  largeur  , b la  longueur  de  la  bafe  du  fécond  ^ 
parallélipipede  & A fa  hauteur.  La  bafe  du  pre- 
mier fera  À B & fa  folidiré  fera  — ABH , de  meme 
la  folidité  du  fécond  fera  abh  [ par  le  n®i  1 i ) ; 
donc  le  premier  eft  au  fécond  comme  ABH  : a AA  ; 
or  à caufe  de  la  ftmilitude  de  ces  folides  , les  trois 
dimenfions  du  premier  p font  proportionnelles  aux 
trois  dimenfions  du  fécond  q.  Donc  la  raifon  de  p 
à ^ eft  compofée  de  trois  raifons  égales  j donc  elle 
eft  triplée  , & égale  à la  raifon  des  cubes  des  ter- 
mes d’une  des  raifons  compofantes  ( voyez  les  rai- 
fons compofées  dans  le  calcul  ).  C’eft  pourquoi 
A3  :û3::B3  :A3::h.î:A3, 

Corollaire.  Les  prifmes  triangulaires  fem-  f y . 
blables  font  évidemment  moitiés  des  prifmes  pa- 
rallélipipedes femblables  , puifqae  .les,  bafes  de 
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ces  prifmes  font  des  triangles  femblables  moitiés 
des  parallélogrammes  femblables  , bafes  des  pa- 
rallélipipedes  femblables;donc  les  prifmes  triangu- 
laires femblables  ( & il  en  eft  de  même  de  tous 
les  prifmes  femblables , puifqu’ils  font  évidem- 
ment compofés  d’un  égal  nombre  de  prifmes  trian- 
gulaires femblables  ) font  en  raifon  triplée  de  leurs 
côtés  homologues,  de  leurs  hauteurs,  &c.  Cela  doit 
s’entendre  aufli  dite  cylindres  femblables  , qui  ne 
font  autre  chofe  que  des  prifmes  femblables , mais 
dont  les  bafes  font  des  cercles. 

C cyi  o t L A I R E II.  Il  fuit  du  Corollaire  précé- 
dent que  les  pyramides  & les  cônes  femblables  font 
en  raifon  triplée  de  leurs  dimenfions  homologues  ; 
car  les  pyramides  femblables  font  le  | des  prifmes 
femblables  , & les  cônes  femblables  le  | des  cylin- 
dres femblables  j or  les  \ font  comme  les  tous  j 
donc , 6cc. 

Corollaire  III.  Il  fuit  du  dernier  Corollaire  que 
les  polyèdres  réguliers  femblables,  par exein;j/f , les  térraedres 
lêmblables,  Ibnt  en  raifon  triplée  de  leurs  rayons  droits,  ou 
en  général  de  leurs  dimenfions  homologues  : car  les  polyè- 
dres réguliers  femblables  font  compofés  d’un  même  nombre 
de  jyyramides  femblables  ÿ donc , &c. 

Corollaire  IV.  Il  fuit  du  Corollaire  fécond 
que  les  fpheres  font  comme  les  cubes  de  leurs 
rayons  , ou  de  leurs  diamètres.  Car  on  peut  confi- 
dérer  deux  fpheres  comme  compofées  d’un  même 
nombre  de  pyramides  femblables  qui  ont  leur 
fommet  au  centre  , leur  bafe  fur  la  furface  , & 
dont  la  hauteur  eft  égale  au  rayon  de  chaque 
fphere;  donc  ces  fpheres  font  entr’elles  comme 
les  cubes  de  leurs  rayons  , ou  de  leurs  diamètres  j 
car  les  diamètres  font  doubles  des  rayons. 


Digilized  by  Googif 


é 


• géométrie. 


45  r 


Remarque.  On  peut  démontrer  ce  Corollaire 
de  cette  autre  maniéré.  Soit  r le  rayon  , c la  cir- 
conférence d’un  grand  cercle  de  la  première  fphere 
A , le  rayon  , / la  circonférence  de  la  fécondé 


fphere  a.  La  première  A=_irc  X — = La 

* ^ f i r*"  c 

fécondé  fphere  a = — ^ — : donc  K'.  a\\ : 

^ 3 3 

— —Wr^c'.d^f  (en  divifant  par  7)^ j mais  les 

grands  cercles  de  ces  fpheres  ont  leurs  circonfé- 
rences proportionnelles  à leurs  rayons  j donc  r'.d 

: \c\f  ; donc  7 = 7 i «ionc  X y =3 

— X — = -7"*  C’eft-à^ire  que  la  raifon  de  A:<z 

d’’-  d % a ^ 


eft  triplée  de  la  raifon  des  cubes  des  rayons  , ou  des 
diamètres.  Puifque  évidemment  A : a 
;;8r5  : Or  8rî  6c  2 d^  font  les  cubes  des 

diamètres  xr  6c  id  ; donc  fi  r==  1 6c  d = z , 
l’on  ama,A  la'.li  : 8. 

ni.  Théorème.  Un  parallèlipipede , dont  Us  dimenjtons 
a , b , h font  en  proportion  continue  , peut  être  réduit  en  un- 
cube  de  même  foUditè  que  lui.  Car  puifque  a \ b wb  ■■  h y l’on  a 
b-  =^ah  y & en  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équa-' 
tion  par  b , il  vient  b^  = exprime  la  folidicé 

du  parallélipipede , ôc  bi  la  foudité  d’un  cube  dont  le  côté 
«=  b ; donc  , Ô£c. 

Tzz.  Problème.  Faire  un  cube  double  dun  autre  cube.  Soit 
a le  côté  du  cube  propofé  , fera  fa  folidité,  zai  le  cube 
double  cherché.  Les  côtés  de  ces  cubes  Ibnt  entr’eux  comme 
3 3 5 ^ 

Vf'»’)  : V (*“*0  "V (*)  > h n’eft  pas  polfible  de  trou- 
ver exaélement  la  racine  troifiéme  de  t , par  ^aquelle  il  fau- 
droit  multiplier  le  côté  du  cube  donné  pour  avoir  celui  du< 
cube 'Cherché  j donc  le  Problème  eft  impoftible  arithmétique-' 


y- 
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ment.  Si  l’on  veut  fê  contenter  d’une  approiimation  , on 

prendra  la  valeur  de  y i en  décimales,'  on  aura  i -z  en  le 
tenant  aux  dixiémes  ; & multipliant  le  c$té'«  par  i • z on 
aura  le  côté  d’un  cube  à-peu-près  double  du  propofé.  En 

pouffant  l’aproximation  de  y * • on  auroit  un  cube 

^ui  approeberoit  plus  du  cube  demandé.  On  ne  peut  pai  non 
plus  trouver  par  l’arithmétique  un  cube  triple,  quadruple, 
quintuple , &c.  d’un  cube  propofé  , parce  que  3 , 4 , f , &c. 
ne  font  pas  des  cubes  ; nrais  on  peut  trouver  un  cube  d’une 
multiplicité  exprimée  par  un  nombre  cube  ; ainlî  on  peut 
trouver  un  cube  oftuple  d’un  autre  cube  uî.  Car  l’on  aura 
le  cube  demandé  S ai } or  le  côté  d’un  tel  cube  eü= 
donc , &c.  * 

113.  PROBLEME.  Mefurer  la folidité  d’une  mufailk 
dont  l’épaijfeur  ejl  de  ^ pieds  j la  longueur  de  \ i & 
la  hauteur  de  10.  Je  tnul|i|^lie  la  longueur  11  par 
répaillèiir  3 , le  produit  pieds  quarrés  donne 
la  bafe  de  la  muraille.  Cette  bafe  étant  mutipliée 
par  la  hauteur  1 o , le  produit  eft  3 6^0  pieds  cubes , 
iblidité  de  la  muraille. 

124.  PROBLEME.  Mefurer  un  obélifque  (c’eft 
une  pyramide  de  pieiTe  ou  de  marbre  ) dont  la 
bafe  ejl  de  \x  toifes  quarrées  ^ &J.a  hauteuj^de  30 
toifes.  Je  multiplie  la  bafe  par  le  tiers  de  la  hau- 
teur , le  produit  izo  me  fait  voir  que  la  folidité 
cherchée  eft  de  120  toifes  cubes. 

Remarque.  On  mefure  les  folidités  en  pieds 
cubes  , ponces  cubes , toifes  cubes  &c.  La  toife 
cube  vaut  21  ^ pieds  cubes,  parce  que  la  toife 
.vaut  6 pieds,  & que  le  cube  de  6 eft  n6.  Le 
pied  cube  vaut  1728  pouces  cubes  , parce  que  le 
C ^ 

* On  peut  foire  on  cube  double  d’un  autre  en  fe  fervant 
des  lignes  courbes  pour  trouver  le  côté  de  ce  cube  , ainlî 
qu’on  le  verra  dans  la  fuite  de  cet  Ouvrage. 

pied 
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pied  vau:  1 1 pouces  & que  le  cube  de  i 2 eft  1 7184 
Le  pouce  cube  vaut  1728  lignes  cubes,  & la  li-» 
gne  cube  vaut  1728  points  cubes  j parce  que  le 
pouce  vaut  12  lignes  , ôc  la  ligne  12  points. 

125.  Problème.  Trouver  la  foUdité d’une  fphere 
dont  le  diamètre  ejl  fuppofé  de  1 4 pieds.  Je  cherche 
par  le  rapport  <T Archimède  la  circonférence  d’un 
grand  cercle  de  cette  fphere  , en  difant  7:22:;* 
'14;:.^  (circonférence  cherchée)  — 44.  Multi- 
pliant cette  circonférence  par  le  diamètre  14,  le 
produit  616  me  fait  voir  que  la  furface  de  cette 
fphere  eft  de  616  pieds  qûarrés.  Multipliant  cette 
furlàce  par  le  tiers  du  rayon  ou  par  j , le  produit 
eft  1437-4-7  pieds  cubes  , folidité  demandée.  On 
trouveroit  un  produit  plus  exaét  en  fe  fervant  du 
rapport  de  Metius. 

1x6.  Problème.  Trouver  la  folidité  efun  corps  fort  irrigu-^ 
lier  , tel  que  le  caillou  p ( fîg.  107  ).  Ayant  mis  ce  corps  p dans 
un  vafe  Cylindrique  ou  prifmatique  a b gj , verfez  dans  ce 
vafe  de  l’eau  on  du  fable  bien  fin , ayant  foin  de  rendre  fa 
fiirfâcc  parallèle  à celle  du  vafe,  jufqu’à  ce  que  le  corps  p en  foie 
entièrement  couvert.  Marquez  en  cd  la  hauteur  du  fable  ou, 
de  l’eau , ôtez  enfüite  le  corps  p du  vafe  , le  fable  reliant 
remplira  l’efpace  rnfgn.  Donc  l’elpace  medn  fêta  l’efpace 
qu’occupoit  le  corps  p\  or  il  eft  aifé  de  mefurer  cet  efpace 
en  multipliant  fa  hauteur  cm  par  la  bafe  du  vafe  3 donc  il  eft 
- aife  de  mefurer  la  folidité  du  corps  p 

[ De  la  Trigonométrie. 

La  Trigonométrie  eft  l’art  de  réfoudre  ce 
Problème  : Trois  de  ces  cinq  chofes  j deux  angles 

* n peut  y avoir  une  petite  erreur  à caufe  du  fable  qui 
peut  s’attacher  au  caillou , ou  de  l’eau  qui  peut  s’attacher  à fa 
fiirfâce  ou  s’introduire  dans  les  pores  du  caillou  3 mais  c’eft 
trop  peu  de  chofe  pour  y avoir  égard. 

'Tome  I.  £e 
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& trois  côtés  d’un  triangle  étant  données^  trouver  les 
deux  autres. 

Soit  un  anglu  quelconque  acb  (fig.  io8  ),  dé- 
crivez du  fômmet  c avec  un  rayon  à volonté  un 
cercle  a h p g , prolongez  ac  jufqu’en  p t ^ éle- 
vez en  c la  ligne  ck  perpendiculaire  fur  ac.  Il  eft 
évident  que  Parc  A ^ eft  complément  de  Parc  ba*  ; 
'de  même  l’angle  h c b mefuré  par  cet  arc  eft 
complément  de  l’angle  bca  mefuré  par  Parc  b a. 
L’angle  A eft  fupplément  de  l’angle  bca  & 
réciproquement  ; il  en  eft  de  même  des  arcs  qui 
meuirent  ces  angles. 

Le  Jinus  d’unarcAûeftuneligneAdabaiflce  d’une 
des  extrémités  b de  cet  arc  pcrpendiculairemeiic  fur 
le  raybn  ca  qui  pâlie  par  l’autre  extrémité  du  même 
arc  j A d eft  auffi  le  Jinus  de  l’angle  bca  mefuré  par 
cet  arc.  La  perpendiculaire  a n élevée  â Pextrêmité 
a d’un  des  des  rayons  c à jufqu’à  la  rencontre  du 
rayon  cb  prolongé  s’appelle  la  tangente  de  ce  même 
asc.  b a ou  de  l’angle  bca  mefure  par  cet  arc.  La 
droite  en  comprife  entre  le  centre  c ou  le  fommet 
de  l’angle  fie  la  rencontre  de  la  tangente  fe  nomme 
la  fécante  de  Parc  b a ou  de  l’angle  bca.  On  ap- 
pelle finus-verfe  d’un  arc  ûA  , la  partie  d a avi 
rayon  comprife  entre  le  finus  A d ( qu’on  appelle 
aulîi Jinus  droit)  fie  Parc  ab.  La  perpendiculaire  Ai, 
finus  de  Parc  b h , laquelle  eft  ■=.  cd  y fe  nomme 
le  JitUis  dit  complément  OM  le  co  Jinus  de  Parc  b a ou 
de  l’angle  bca\  ih  finus  verfe  de  AA  complément 


* Le  complémen:  ffun  angle  aigu  eft  la  différence  de  cet 
angle  avec  tm  angle  droit , de  même  le  complément  d’on  arc 
eft  la  différence  de  cet  arc  avec  90*.  Le  Tupplémenc  d’un 
angle  ou  d’un  arc  eft  ce  ^ui  manque  à cet  angle  on  i cet  arc 
pour  valoir  >80*. 
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de  ^ a,  s’appelle  le  co-Jînus  verfe  à(iba.  Il  eft  évident 
que  A /72  eft  la  tangente  de  l’arc  AA,  ou  de  l’allgle 
A c A , complément  de  A c a ; on  l’appelle  la  co-tan- 
gente de  l’arigle  Acæ  ou  dé  Vite  b a qui  en  eft  la  me- 
wre.  La  fécante  c/n  de  AA  eft  appellée  la  co-féeante 
de  A a ou  de  l’angle  bca.  Nous  ferohs  le  fîwûs  = fin.  ^ 
le  rayon  ±=  r,  le  cd-lînus  = co-^/2. , la  tangente  =î 
tapg. , la  co-tangente  = co-tdng. , la  fécante  == fée. , 
la  co- fécante  = co-féc. , le  finus  \çtit=fin.v. , lé 
co-ftnus  verfe  — co-fin.  v.  ; de  forte  que  pour  dire 
le  finus  d’un  arc  <i,  nous  dirons  fin.  a , &c. 

I 28.  Il  fuit  de  ce  què  nous  veiïôns  de  dire  , que 
le  ftnus  , le  co-finus  , la  tangente  & la  co-tangente 
d’un  angle  obtus  A c fl|^nt  égaux  rëfpéétivement 
au  finus , co-flnus , tan^ffire  & co-tangenfe  de  l’an- 
gle aigu  bca  y qui  eft  fon  fupplément  ; car  A <f 
étant  une  perpendiculaire  abâiliée  de  l’extrémité  A 
de  l’arC'A  A p uir  le  rayon  p c ( prolongé  ) qui  pafle 
par  l’autre  extrémité  p du  meme  arc  , eft  evidem- 
ment  le  finüs  de  l’arc  bhp  aulli-biert  que  de  l’arc  b a. 
De  fnême  la  tangente  de  l’arc  AAp  eft  évidemment 
po{l^i)\  mais  po  — am  car  les  triangles  reétàn- 
gies  nac  y pc O font  femblables , à caufe  des  angles 
droits  nac  y c p 0 , & depco  = Ac/7.  D’ailleurs  ils 
ont  les  côtés  cp  éc  c a égaux  , Sc  les  angles  fur  ceS 
mêmes  côtés  égaux  ; donc  ils  font  égaux  y Sc  po 
èft  — na.  Et  parce  que  A A eft  complément  de  A Ap , 
aufti-bien  que  de  A a , d c eft  le  co-finus  Ae  bhp , 
aufti-bienqUe  de  Aa;  de  même  la  co-tahgente  de 
phb y comme  Celle  de  A a , eft  ==  A /n 


* po  étant  dirigée  dans  un  fens  oppdfé si  an  cR  négative. 
Mais  nous  ne  faiions  ici  attention  qu'à  la  gràndeuc  & son  an 
figne  des  lignes  p o , A m , &t. 

£e  a 
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129.  Si  l’on  prolonge  b d jufqu’d  la  rencontre  de 
la  circonférence  Qn  g , à caufe  de  perpendicu- 
laire (xxt  c a,  b d fera  = ^ d (20) , & par  conféqueiit 
b a = ag\.  dphc  le  linus  d’un  arc  ^ <2  eft  la  moitié 
d’une  corde,  b g qui  foutend  un  arc  double  à^ba.  Or 
le  diamètre  eft  la  plus  grande  des  cordes  j donc  le 

flus  grand  des  finus  eft  égal  au  rayon  hc  y finus  de 
arc  Aa  , moitié  de  la  demi-circonférence  hax.  Ce 
finus  eft  appelle  Jînus  total , parce  qu’il  eft  le  plus 
grand  des  linus  j de  forte  que  les  finus  croiflent  d 
mefure  que  les  arcs  a b augmentent  depuis  o juf- 
qu’à  90°  , après  quoi  ils  vont  en  diminuant  juf- 
qu’à  180°  , où  le  linus  eft  6.  , . ; 

1 30.  Il  fuit  de  ce  que  imis  venons  de  dire,  que 
le  finus  de  30°  eft  égal  moitié  du  rayon.  Car 
fi  l’arc  b ag  eft  fuppofé  de  60°  , la  corde  b g fera 
égale  au  rayon  , & le  finus  bd  Aq  l’arc  b a de  30° 


1 2 


Plus  l’arc  b a fera  gr.ând , plus  la  tangente  ah 
& la  fécante  c n croîtront  , cela  eft  évident  x eut 
lorfque  le  point  b s’éloigne  de  a , il  eft  vifible  que 
le  point  n doit  aulfi  s’éloigner  de  a , c’eft-à-dire 
que  an  doit  augmenter  5 mais  an  ne  peut,  croître 
d moins  que  en  ne  croilTe.  De  plus  an  &c  en 
deviendront  infinies  lorfque  le  point  b tombera 
fur  h : car  n e tombera  alors  fur  he  , Sc  par  confé- 
quent  fera  parallèle  à la  ligne  an  ; donc  ces  droites 
ne  pourront  fe  rencontrer  quelques  prolongées 
qu’elles  foient , c’eft  pourquoi  on  les  regarde  alors 
comme  infinies. 

A caufe  des  parallèles  b dSc h e on  aura  bi  = cd, 
c’eft-d-dire  que  le  co-finus  d’un  arc  ^ a eft  égal  d 
la  partie  du  rayon  comprife  entre  le  centre  6c  le 
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finus  du  même  arc;  & parce  que  da  — ca  — cd,  il 
eft  vifible  que  le  fînus  verfe  da  d’un  arc  90® 

'eft  égal  à la  différence  du  rayon  S>c  du  co-finus  du 
meme  arc.  Mais  d p,  finus  verfe  du  fupplément  bhp, 
eft  égal  à pd—pc-\-cd\  c’eft-à-dire,  que  le  lînus 
verfe  d’un  arc  plus  grand  que  90°  eft  égal  à la  fora- 
ine du  rayon  & du  co-finus  de  fon  fupplément  a b. 
ConnoiCTant  donc  le  co-ftnus,  on  aura  racilement  le 
fînus  verfe. 

131.  Théorème.  La  tangente  de  45®  eft  égale 
au  rayon.  Soit  fuppofé  l’arc  a b de  4 5 ° , à caufe  de 
l’angle  droit  can^  l’angle  ena  complément  de 
l’angle  nca  fera  de  45°,  parce  que  l’angle  nca  eft 
.fuppofé ^e  45  ° j donc  le  triangle  nac  fera  ifocelle  , 
S)Cna=^ca  = ry  donc,  &c. 

151.  Théorème.  Von  a toujours,  les  propor- 
tions fuivantes.  1®.  Le  rayon  eft  au  co-finus  d'un  arc 
ou  d'un  angle  comme  la  tangente  de  cet  arc  ou  de 
cet  angle  eft  à fon  finus  ^ ou  x.  co-fîn.  Il  f^ing.  ! fin. 
Car  les  rriangles  cdb  ^ c an  font  femblables  à 

• caufe  des  parallèles  b d ôc  a n \ donc  cal  cdllanl 
- ^ ou  r : co-fin.  ; : tang.  ; fin.  2 °.  ri  fin.  : ; co-tang.  l 

cofin  j car  les  triangles  femblables  hem,  icb 
donnent  r [h  c)  li  c = d b=  fin.  H hm  { co-tang> 
Aq  a b)  I ib  (co-fîn.  Aq  b a) , ou  r : fin.  ; I co-tang.  I 
càfin.  3°.  Tang.  1 r II  r I co-tang.  ; car  les  trian- 
. gles  hem,  nca  ont  un  angle  droit , le  premier 

• en  Aj  le  fécond  en  a ÿ de  plus  l’angle  de  l’un 
eft  égal  à l’angle  b c d de  l’autre  , ces  deux  angles 
étant  alrernes-internes’ à caufe  des  parallèles  ca, 

• h m : ainfi  ces  deux  triangles  font  femblables  j 
& partant  nal  c al\  hé  ihm  , exx  tang.  : r II 


t.  1 . , r r-  '■  . 

r ; co-tang.  = . 


Ee  } 
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133.  Corollaire  I.  Donc  on  a 1®.  jîa.  = 

tang.  X CO -fin.  _ co~tang.  x fin,  „ 

— = i i co-fin.  = : — i 5”.  tang. 


= — fuppofânt  r=  I , la  première 
équation  donne  fin.  = tang.  X co  fin. , ou  tang.  == 

.a  I-  r J-  ' : ‘.Ci. 


CO- fin. 


5 De  la  fécondé  équation  on  tire  aifé- 


eo- fin.  I , 

ment  co-tans.  ==  — - — =s= , parce  que  la  troi- 

° fin,  tang.  ‘ ^ 

fîcnie  formule  donne  co-tans.  = s=  - 

° tang,  tang. 

6°.  De  co-tans.  — , Ton  tire  co-lfeng.  a X 

tang, 

tang.  a = i = co-tang.  b x rang,  b [a  SiC  b defi- 
gnent  des  arcs  ou  des  angles  ).  Si  dans  la  quatrième 

formule  on  fubditue  la  valeur  — ^ — de  tans.  , 

co-tang.  ° 


* Lorlque  l'arc  dont  oa  veut  avoir  la  tangente  devient  un 


quart  de  cercle  , fa  co-tangente  = o , & alors  tang.  = 


rr 

O 


Bs:  so , en  conlîdérant  o corntue  une 
d’ailleurs  dans  ce  cas  la  tangente  efl 
ci-dellus  n°.  1 30  , parce  qu’avant  que  la  (ecante  & la  tangente 
foient  devenues  parallèles , ces  lignes  fe  font  rencontrées 
iôus  un  angle  infiniment  petit  ; donc  alors  elles  étoient  in- 
finies , & comrpe  on  fuppofe  que  cçs  ligne;  n’ont  pas  <U~ 
piinué  en  devenant  parallèles , on  les  regarde  encore  copune 
infinies;  & elles  ne  doivent  pas  être  regardées  comme 
infinies  préciféraent,  wree  qu’elles  font  parallèles  : car' deux 
lignes  parallèles  font  deux  lignes  indéterminées  qui  ne  peu- 
vent véritablement  jamais  fe  rencontrer , mais  qui  ne  font,  pat 
plutôt  infinies  que  finie;. 


quantité  infinii^ent  petite; 
infinie  , comme  on  l’a  dit 
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Ton  aura , en  mijltipliant  par  co-Jîn. , la  formule 
Jîri.  = Subftiruant  ' dans  la  fécondé  for- 

coHong* 


mule  — — à la  place  de  co-tang.  ( en  fuppofant 

• \ ' /•  

toujours  r = on  a co-Jtn.  = 


134.  ÇoRo  LIAI  RE  II.  Il  fuit  de  la  troifiéme 
formule  du  Corollaire  précédent , c eft-à-dire  , de 

l’équation  tang.  =■  — ■ , que  fi  l’on  a deux 

arcs  a &c  b , l’on  aura  tanc.  a î tang.  b : 

° ° co-tang.  a 

• , ou  ( parce  que  les  fraélions  qui  ont 

co-tang.  i ^ ^ , 

meme  numérateur,  font  en  raifon  inverfe  des  déno- 
ininateurs)  tang.  a : tang.  b ; ; co-tang.  b : co-tang.  a, 
c'eft-à-dire  que  les  tangentes  font  en  raifon  inverfe 
des  co-tangentes.  La  même  chofe  peut  fe  démon- 
trer encore  de  cette  maniéré  : pj^r  le  Théorème 
précédent , tang.  \ r\  \ r \ co-tang.  ; donc  tang.  a X 
co-tang.  a = r*  , & tang.  b X co-tang.  b=r'^y  donc 
tang.  a X co-tang.  a = tang.  h X co-tang.  b ; donc 
tang.  a : tang.  b ;;  co-tang.  b ' co-tang.  a.  ‘ 

135.  Problème.  Etant  donné  le  Jlnus  a f d'un 
arc  A mytrouver  le  Jinusd'unarc  double  amb  (fig.  109)» 
Menons  3 d perpendiculaire  fur  ca,  & du  pointe 
la  perpendiculaire  c/n  fur  le  milieu/  de  la  corde  b a. 
Puifque  af  eft  connue, Ton  double  ab  le  fera  auflî: 
or  les  triangles  c/a , b da,  ayant  un  angle  com- 
mun en  a , & de  plus  chacun  un  angle  droit , font 
femblables  ; dpnc c u : c/; ’.b  a\bd,  bu  r î co-^.  de 
l’arc  dqnnc  ; « 2. /n.  du  mcine  arc  l/h.  de  l’arc  muble.. 
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Remarque  1.  Nous  avoiK  fupjiofé  le  co- 
nnus cf  donné  , parce  que  le  finus  a j étant  connu 
il  eft  vilîble  par  fa  propriété  du  triangle  reébangle 
cf  a , que  cj  = y'f  {caf. — ou  co-fn,  — 

' i^[  )*  ]>  ^ réciproquement  on  voit  que 

fin.  — y/[r^  — [co-Jîn.)‘^'\  ; c’eft-à-dire  q^ue  pour 
avoir  le  co^finus  , lorfqu’on  con^pît  le  finus  , H 
faut  du  quarré  du  rayon  fouftraire  le  quarté  du 
finus  & prendre  la  racine  du  refte , & pour  avoir 
le  finus  quand  on  connoît  le  co-finus,  il  faut  retran- 
cher le  quarré  du  co-finus  du  quarré  du  rayon  & 
prendre  la  racine  du  refte. 

: Remarque  II.  Si  Ton  voulait  avoir  le  finus  de 
l’arc  fimple  am , étant  donné  le  finus  & le  co-finus 
;de  l’arc  double  ab  ; on  remarqueroit  que  {b  a)^  = 
{b  d)^  -^{d  a)^  , par  la  propriété  du  triangle  reélan- 
gle  , ou  =jîn.>  a H- (yT/i.  V.)*  Æ , en  fuppo- 
■îant  l’arc  double  = aj  donc  b'a^  \/[  [fn-Y  ^ -H 

-(^n.  V.)*  <z] , & af=-^=  finus  de  l’arc  fimple 

==  I '^[fin.^  a M-  ififi‘  V.)  * a ] i or  connoilîànt  le 
finus , on  connoîtra  facileiAent  le  co-finus  auffi- 
bien  que  le  finus  verfe  d a.  qui  eft  ici  = c a — cd. 
Voyez  le  n°  i 30.  ' ' ’ 

\^6.  Problème.  Connoiffdnt  les  finus' de  deux 
nrcs^  d 1 , a 1 trouver  les  finus  de  leur  fomme  ou  de 
leur  différence  ( fig.  1 1 1 . ).  Soit  l’arc  dl^b  ^ Paçc 
~al  =■  d'.  Il  eft  évident  que  d ^ eft  le  finus  de  l’arc 
ab  d ^ fômme  de  ces  deux  arcs  3 & fi  l’on  prend 
' l b = dfb  a: finus  de  a / — b ly  oudea/  — d l fèra 
le  finus  dé' la  différence.  Puifqu’on  connoît"  le  finus 
de  a^&'de  on  cpnnqîc-aum  leurco-finüs  (135  ). 
Dès'ppirits  d y l y b ayant  àbaiffé  des  pèrpendicu,- 
Jairés  lur'f  df  àtx  pbint"^  lai  perpendiculaire  A p 
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fur  d q y àu  point  o milieu  de  la  corde  db  les 
perpendiculaires  0 g , o ot  , & . rire  la  ligne  c o 
qui  , paflant  par  le  centre  & le  milieu  de  la  corde 
d byQÜ  nécelTairement  perpendiculaire  à cette  corde 
( 20  ) ; à caufe  des  parallèles  p b y go  les  lignes 
d fyd  b feront  divifées  proportionnellement  en  ^ & 
en  o j or  d ^ eft  divifée  en  deux  egalement  en  0 ; 
donc  eft  aufti  divifée  en  deux  également  en  g y 
Sc  d g = g p.  Mais  les  triangles  femblables  c in  y 
c 0 m donnent  cl  l c o y.  l n : 0 m , oa  r l co-fin.  b 
_ fin.  a X co-fin.  b ‘ . 

fin.  a\  om  = . Les  triangles 

-cln  y d g 0 ayant  ( par  ctonftrudion  ) tous  leurs  cô- 
tés perpendiculaires  l’un  à l’autre  font  femblables 
-(49)  J donc  cl  \ c n\\  do  g dy  ourt  co-fin.  a 
. , , fin.  ix  co-fin.  d 

fin.  b : gd  = Mus  d q =0  m 

^ g g ^ = gq  — Pg  — 

qg  — d g -y  donc  d q ou  fin.  [ a b ) = 
fin.  I 


i a X co-fin.  fin.  b X co-fin.  a 


y&cb  xou  fin.  {a  — b) 

fin.  a X co-fin.  A — fin.  ^x  co-fin.  a , 

= , C’eft-à-dire , le 

Jînus  de  la  fomme  de  deux  arcs  a 6»  b ( nous  fup- 
pofons  a plus  grand  x[ue  b ) ç/?  égal  au  produit  du 
Jinus  de  a par  le  co-Jlnus  de  b , plus  le  produit  du  finis 
de  b par  le  co-finus  de  a.  y le  tout  divifé  par  le  rayon  i 
& le  finus  de  la  différence  de  ces  mêmes  arcs  efi  égal 
au  produit  du  finus  de  a par  le  co-finus  de  b,  moins  te 
produit  du  finus  de  b par  le  co-finus  de  a y le  tout  di- 
vifé  par  le  rayon. 

,157.  Problème.  Connoiffdnt  les  co-finus  de  deux 
'arcs  à «S*  b , trouver  le  co-finus  c q de  leur  fomme  , & 
'{e  co-finus  c x de  leur  différence.  A caufe  des  paroi- 
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lelas  d q t 0 TTiy  b X , QÜ  vifible  quç  les  lignes  d b, 
q X fofit  divifées  proportionnellement  en  0 & en  /w, 
mais  la  ligne  d b divifée  en  deux  également 
en  0}  donc  ^ at  eft  aullî  divifée  en  deux  également 
m.  Cela  pofé  , les  triangles  femblables  c l n y 
c om  donnent  c l c 0 y.  c n c m , ow  r co-fîn.  b 

- co-fin.  a X co-fin. i , 

î:  co-iin.  a \ cm  = Les  trian- 

r 

gles  femblables  cln,dgl  donnent  cl  \ l n \\  do 
g P q m = m X y our;  fin.  a II  fin.  b \ qm 
fin.  b 

donc  c q c m -, — qm  ts=s 


fin. 


a X 


...  ^ 


ço-(in.  X CO-  fin.  h — fin.  a ^ fin.  b 


& c x—cm-\^ 


mx 


co-fin.  a X co-fio.  ^ fin.  « x fin.  h 


C’eft-i- 


dire  le  co-finus  de  la  fomme  de  deux  arcs  eft  égal  au 

{iroduit  des  co-finu$  de  ces  arcs  moins  le  produit  de 

eurs  fiuus , & le  co-finus  de  la  différence  des  deux 

arcs  efl;  égal  au  produit  des  CQ-fitl^s  de  ces  arcs , plu^ 

le  produit  de  leurs  finus,ie  tour  divifé  par  le  rayon. 

ij8.  Theoreme.  Zu  fomme  det  Jînus  de  deux 

ares  ad  = aj  ab  = b ( fig.  1 1 1 ) ç/?  à la  diffé- 

lençe  ((e  ces  mêmes  finuSy  comme  la  (angente  de  la 

rt^oiûé  de  la  fomme  de  ces  ar.cs  eft  à la  tangente  de  la 

rnqifié  de  leur  différence  : ouf^.  a fn.  b : fn.  a 

- . — b)  . 

fn.  b tang. : tang, — , nousfup- 

pQfpns  a'^  b.  Ayant  tjré  le  diamètre  a g , prenez 
jz  q ^a  d y tpçnez  la  porde  d q qui  fera  nçcef^- 
fairement  perpendiculaire  fur  a g.  Par  le  point  à 
fire.is  fn  parallèle  â g a y-  fc  par  confeqqent 
^rpfndiculaire  fur  j ; du  ppânt  tn  mepez  Ijçs 

m 4 > fP S » égalai  ce^ 


r _ i .':d  by  ('^i>gk 
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lui  du  cercle  aimgq^  décrivez  l’arc  xc  ,qui  reu* 
contre  h m tnc , 6c  par  le  point  c tirez  la  ligne 
ne  P perpendiculaire  i b m \ les  lignes  ne  y e p 
feront  les  tangentes  des  angles  dmh  y b m q{  qi)i 
ayant  leur  fommet  à la  circonférence  du  cercle,  ont 
pour  mefure  la  moitié  des  arcs  db  6c  b q compris 
entre  lents  côtés  ).  Or  d b =sa  d — a b x=s  a-^ 
h y 6ç  b q = b CL  a q =?  a d —H  b a a.  -4-*  b j 
donc  ces  angles  ( que  je  délignerai  par  les  va- 
leurs des  arcs  qui  les  mefurent  ) font , le  premier 
a — -b  - . » • a 4-  b 


tang. 


X 

(a-b) 


, le  fécond  î= 


donc  n c s?3 


O + 

y6cep  — tang.  =p=  , 


De  plus 

d i eft  la  fomme  des  finus 
= d i — oi  eft  leur  diffé- 


o q = o i-{“  i q^=b  h H 
des  arcs  a 6c  b y 6c  do- 
rence.  Mais  à caufe  des  parallèles  d q y n ^ les 
triangles  mo  q , m ep  font  femblables  , audi  bien 
• que  les  triangles  mdo  y m ne  y 6c  les  premiers 
donnent  o q \ c p ;;  m o \ m e y tandis  que  les 
derniers  donnent  d o : ne  j;  m o m e \ donc 
o q e p \\  d o \ n e y ou,  alternando  y o q l 
d 0 ; * ep  \ ne  y ou  fin.  a fin.  b : fin.  a — fin.  b 


tang. 


(f±£;. 


tang. 


{a-b) 


CoRoiLAtRE.  Donconaaitlli  co-fin.  <z-+-co-fîn.^: 

co-fin.  a — co-fin.  b : : co-tang.  • tang. 

Caries  co-finiis  font  les  finus  des  complémensÿ  donc 
par  le  Théorème  la  fomme  des  finus  des  complé- 
mens  eft  à leur  différence  comme  la  tangente  de  la 
moitié  de  la  fomme  des  complémens  à la  tangente 
de  la  pioitié  de  la  diffîreace  de  ces  complémens 
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Mais  moitié  de  la  fomme  des  complémens  des 
: deux  arcs  , elt  le  complément  de  la  moitié  de  la 
' fomme  de  ces  arcs , & la  demi-différence  des  com- 
, plcmens  eft  égale  à la  demi-différence  de  ces  arcs. 
l)onc , &c. 

Il  eft  facile  maintenant  de  trouver  tous  les  fînus. 
-Le  linns  de  30°  étant  donné  (130) , on  trouvera 
, facilement  celui  de  15°  ( iJS)>  enfuite  celui  de 
- 7“  7 , puis  celui  de  3°  , & ainfi  de  fuite  en  al- 

lant par  les  moitiés  jufcju’à  la  douzième  opérati(^ 
qui  donne  le  fînus  de  5 1!'  44'"  3""  Et  parce  que 
les  fînus  des  arcs  fort  petits  fe  confondent  avec 
ces  arcs  & leur  font  proportionnels  , on  fera  corn- 
' me  cet  aie  eft  à fon  fînus  , aintî  Tare  d’une  mi- 
_nute  eft  à fon  fînus.  Ayant  le  fînus  d’ime  minute  on 
^trouvera  facilement  celui  de  1'  ( 1 5 5 )•  Suppofant 
.enfuite  l’arc  de  i'  = ^ , celui  de  i'  = u,  on  trou- 
, vera  ( 1 3<î)  celui  de  3'.  Faifant  enfuite  celui-ci  =s= 
a &c  celui  de  x'  =^,  on  aura  de  même  celui  de  4' , 
& ainli  de  fuite  jufqu’â  30°.  Ayant  le  fînus  de  30® 
pour  avoir  celui  d’un  arc  plus  grand,  par  exemple  j 
.celui  de  3 5 ° , on  fera  a=  30®  , & A = 5,°.-  Pour 
avoir  celui  de  30®  i' , on  fera  a ==  30°  & = 1', 

&:  ainfi  de  fuite  jufqu’à  60°.  Ayant  le  fînus  de  60° 
pour  avoir  le  fînus.  d’un  arc  plus  grand  , par  exetfl- 
celui  de  6a®  , on  fera  a = 6o°  , b = , Sc 

: ainfi  de  fuite  jufqu’à  90°.  A l’égard  des  arcs  plus 
^^randsque  90°,  cottime  leurs  .fînus  font  les  memes 
que  ceux  de  leurs  fupplémens",  on  n’aura  aucune 
peine  à les  trouver  : ainfi  les-fimis  de  loo®  fera  le 
mcme.que  celui  de  80®.  A l’égard  des  co-finus  il 
: eft  aifé  de  les  avoir  dès  que  l’on^coUndît  les  fînus  : 
.puifquele  co-finus  eft  égal  à la  racine' quàrrée de  la 
U différsiice  du  quarré  du  rayon  'au -quarré  jdü'finus 
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(135  ).  A régard  des  tangentes,  les  triangles  rei5tan- 
gles  femblables  c d b ^ c a n {fig.  1 08  ) donnent  c dîr 
db  ::  ca  a n,o\\  cp-fin.  : fin.  ::  r *.  tang.  Donc 
connoiflant  le  finus  &c  le  co-finus  d’un  arc  , on 
trouvera  aifément  la  tangente  de  cet  arc.  On 
aura  aufll  Facilement  la  co-cangente  par  la  pro- 
portion tang.  r : : r : co-tang.  Suppofant  le  rayon 
de  10000000000  parties  égales  , le  finus  de  30° 
fera  de  5000000000  de  ces  mêmes  p.irties  , on 
trouvera  efi  fuite  , par ^ ce  que  nous  venons  de 
dire  , les  nombres  qui  défignent  les  finus  , les 
co-finus  & les  tangentes  des  arcs  plus  grands  ou 
plus  petits  qiie  30®.  A l’égard  des  logarithmes  de 
ces  mêmes  linus  qu’on  trouve  dans  les  tables , ayant, 
trouvé  les  nombres  qui  défignent  les  finus  , on  a 
cherché  leurs  logarithmes  qu’on  a mis  à la  place  de 
ces  finus  dans  les  tables  dont  on  fe  fert  maintenant, 
de  forte  qu’à  préfènt  on  ne  fait  guere  ufage  que  des 
logarithmes  tant  des  finus  que  des  co-finus  , tan- 


po-finus  & du  rayon  , on  remarquera  a]ue  les 
triangles  femblables  ^ cd  , /zc<z  donnent  ( en  fài- 
fant  T’ancle  b ca  = a)  co-fin.  a',  bc  — r c a=3 


b h devient  o , c’eft-à-dire  , lorfque  l’arc  a b de- 
-vient  ah,  '•  • ■ ' ’ - ' 


co-lin.  a 


lec.  d—  V[  rr  -h  (whg.)*  à]  Sc  cm  cP-féc.  a 
= (co-tang.)*  a].  ■ ' 


. 1 


Remarque  I.  Le. finus  d’un  arcaA.de  t)o4 
^eft.égal  au  rayon;  niais  fon  co  finos  eft  = o 1 
car  le  co-finus  cd  ou  bi  devient  o lorfque  l’arc 


L. 
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Remarque  IL  Pour  avoir  là  corde  d’un  àrc  don- 
lié  , cherchez  le  Hnus  de  la  moitié  de  cet  arc  ÿ le 
double  fera  la  corde  cherchée.  Par  exemple  j pour 
avoir  la  corde  d’un  arc  de  40°  , cherchez  dans  lés 
tables  le  finus  de  l’arc  de  10®  j le  double  de  ce  finus 
fera  la  corde  cherchée  j mais  cette  corde  appartien- 
dra à un  cercle,  donc  le  rayon  fera  celui  des  tables. 
Pour  avoir  la  corde  de  40®  dans  un  cercle  donné  , 
faites  cette  réglé  de  crois.  Le  rayon  des  tables  efl: 
au  rayon  du  cercle  donné  comme  la  corde  trouvé? 
eft  à la  corde  demandée.  Cette  réglé  eft  fondée  fur 
£e  que  dans  deux  cercles  , les  cordes  de  deux  arcs 
femblables  forte  entr’elles  comme  ,les  rayons  de 
ces  cercles. 

139.  THéORSME.  Etant  donné  un  angle,  que  ‘Rappellerai  a , 
ton  a la  proportion  , le  finus  de  tangle  z eft  à la  fotnmt 
du  rayon  & du  co-finus  du  mime  angle  , comme  la  tangence 
de  la  moitié  de  tangle  a eft  au  rayon.  Soit  l’angle  A C P 
( fig.  1 10  ) =4,  l’angle  inferit  A B P fera  la  moitié  ie  a , Sc 
menant  par  le  centre  C de  l’arc  A P , la  ligne  C N parallèle 

à B P , l’angle  N C A =«=  P B A fera , & A N fera  •=» 

(Sng.  — . Mais  les  triangles  reâangles  femblables  B P D , 
NC  A donnent  PD:DB:;NA  :CA,ou  fin.  n : r-j-co-fin.a^ 

::  rang.  — : r.  Donc  r -f-  co-fin. <»=.  .L  ^ , 

tang.-^ 

Remarque.  Parce  que  l’angle  A P D efi  mefiiré  par  la  moi- 
tié de  l’arc  AF  , & que  A F eft  = A P dont  la  moitié  mefure 
l’angle  N C A , il  eft  vifible  qüe  les  triai^Ies  reéiangles  N A C , 
I*  D A font  femblables.  Donc  PD  : AD  ::  C A : AN,  c’eft- 

â-dire,fin.  a : r — co-fin.<»  :: r : tang.  Ainfi  r — co-fin.  a 


fin.  a à , r — co-fin.  a 

""  r X * r ■+•  eo-fin.  a ' 


i tang.  y — 


. Donc 
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rA  , / ^,  , /r  + co-fin.  a\ 

-^^T»  oonc  f co-tang.  \a^rr  • I > J . 

(tang.y*  '■  * V'-— co-nn.ay 

Nous  venons  de  voir  que  l’on  a la  proportion  fin.  i : r -f- 

Al  a a 

co-fin.  a ::  tang.  — : r:  niàis  rang.  — : r ::  r : co-tahg.  — j 

1 Z Z 

ainfi  fin.  n : r + co-fin.  <f  ::  r : co-tang.^.  Maintenant  fi 

« » 4 

l’on  fait  le  quart  dü  cercle  ■*=  h , l’on  aura  co-tang,  » 

tang.  («  - 7) = ««g  (7  + (^)  . 

en  fiûlant  n — ^ <*  ■=*•  p.  Mais  alors  fin.  4 = co  fin.  p , te 
fin.  P 03  co-fin.  4 } donc  la  proportion  fin.  a : r-j-  co-fin.  a :: 

r : co-tang.-^  deviendra  co-fih.*  p : r -1-  fin.  p ::  r : 
tang.^-i^^.  De  plus  l’on  a encore  fin.  n : r — co-fin.  4 
::  r : tang.  ::  co-tang.  — :r;  donc  à caufe  de  co-tang.  — 
-tang.  ( „_iy  = tang  ( 7 + ^ ) =” 

tang.  fi”*  4 = co-fin.  P te  de  fin.  p — co-fin.  4, 

l’on  aura  co-fin.  p : r — fin.  p ::  tang. 


r -f-  fin.  P — 


r f n+p\ 

co-fin.p  tang.  I — - — 1 


r.  Donc 


co-fin.  p • r r -f-  fin.  p 
ff  -4-  p \ ’ r— iîn.p' 

~r-J 


— fin.  p 


rf 


tang, 
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j De  la  réfolution  des  Triangles.  ' 

1 40.  Avant  de  pa(ïer  à la  réfolution  des  trian- 
gles , nous  albns  donner  une  idée  du  Grapho^- 
metre  , qui  eli  un  inftrument  d’un  grand  ufage' 
( fig.  fi}).  C’eft  un  demi-cercle  abd  ^ armé  de 
pinnules  ou  de  deux  lunettes  * j l’Jle  de  ces  lu- 
nettes repréfentée  par  a d eft  fixe  & dans  le  fens 
du  diamètre  du  demi-cercle,  l’autre  qu’on  peut  con- 
cevoir repréfentée  par/^  (qu’on  nomme  alidade) 
eft  mobile  autour  du  centre  c du  demi-cercle.  La- 
circonférence  de  l’inftrument  eft  graduée.  On  fe 
fert  du  Graphometre  pour  mefurer  les  angles.  Par 
exemple  , pour  connoitre  l’angle  A c o , ayant  fixé 
l’inftrument  en  enfonçant  fon  pied  dans  la  terre 
ou  d’une  autre  maniete , dirigez  le  diamètre  a d 
vers  le  point  o , ayant  foin  de  difpofer  le  pljn  de 
l’inftrument  de  maniéré  qu’il’ fe  confonde  avec, 
le  plan  de  l’angle  A c o , tournez  enfuite  l’alidade 
fg  jufqu’à  ce  que  vous  apperceviez  l’objet  h au 
travers  des  pinnules/ & g.  Suppofons  que  l’alidade 
réponde'  alors  à la.divifion  nïarquée  jo^  Tangle 
hc  O fera  mefuré  par  l’arc  de  ? 0°  , c’eft-à^dire  que 
cet  angle  fera  de  30°.  Venons  maintenant  à là  ré- 
folurion  des  triangles  reétangles  **  j pour  cela' nous 
avons  belbin  des  Théorèmes  fuivans. 

141.  Théorème.  Le  rayon  des  tables  ejl  au 


* On  fe  fert  le  plus  fouvent  de  pinnules  au  lieu  de  lunettes. 
Les  pinnules  font  des  plaques  de  métal  fendues  verticalement 
pour  donner  partage  au  rayon  vifuel.  La  lig.  1 1 j repréfente  un 
graphometre  à pinnules  & non  à lunettes. 

**  Réfoudre  un  triangle  , c’eft  trouver  les  côtés  & les  an- 
gles de  ce  triangle  : c'eft  du  moins  dans  ce  fens  qufe  nous 
prenons  cette  cTpreflion.  : i,  ' ' , 

* ’ ' Jinus 
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Jinus  d'un  des  angles  aigus , comme  Vhypothénufe 
eft  au  côté  oppofé  à cet  angle  ( fig,  1 1 4 ).  Soit  le 
triangle  rectangle  capy&c  mppofons  que  cd  reprc- 
fente  le  rayon  des  tables  ; du  point  c , comme  cen- 
tre , ayant  décrit  les  arcs  dg  S>cab  y la  perpendi- 
culaire d f fera  le  lînus  des  tables  de  l’angle  def 
ou  ac  p.  Or  à caufe  des  parallèles  ap  y df  y les 
triangles  acp  ^ dcf  font  femblables  &c  donnent 
c d : df\\c  a \ ap  yO\x  r Cm.  ac p\\ea{ hypothé-- 
nufe  du  triangle  acp')  \ ap  y côté  oppofé  à l’angle  c. 
On  prouvera  de  même  que  r : Cm.  cap\\ca  \ c p ÿ 
donc , &c. 

Corollaire.  Donc  dans  tout  triangle  rec- 
tangle a c P l’on  a cette  proportion  , le  rayon  eft 
au  co-finus  d’un  angle  aigu  , comme  l’hypothé- 
nufe  eft  au  côté  adjacent  à cet  angle.  Car  l’angle 
t a P étant  complément  de  l’angle  acp  , fon  finuS 
eft  lé  co-finus  acp  i or  nous  venons  de  voir 
que  r\Cm.  cap  cal  ep  \ donc  r : co-fin.  acp 
ZI  c a t c P y donc  , &Cv 

141.  ThéoReme.  Lé  ràyon  des  tables  ejl  à la 
tangente  d'un  des  angles  aigus  j comme  le  côté  de 
l'angle  droit  adjàcent  à cet  angle  ejl  au  côté  oppofé 
à ce  même  angle  ( fig.  1 1 J ).  Si  l’on  fuppofe  que  la 
partie  cf  du  côté  ci  du  triangle  reélangle  acb 
tepréfente  le  rayon  des  tables , ayant  élevé  la  per- 
pendiculaire df  jufqu’à  la  rencontre  de  l’hypo- 
thénufe  , / d fera  la  tangente  des  tables  par  rap- 
port à l’angle  c : mais  lès  triangles  femblables 
c df  y c b a donnent  cf'.dfzZcbZaby  our; 
tang.  c ZZ  cb  \ ab  i donc  , &c. 

On  prouvera  de  la  même  maniéré  que  r ; tang.  a 
ZZ  abZcb  y ou  que  ab  Z eb  ZI  r Z rang.  a. 

Tome  /.  F f 
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La  réfolution  des  triangles  redangles  fe  réduit  à 
4 cas.  En  effet,  parce  que  l’angle  droit  eft  une  chofe 
connue  , & que  les  deux  ancres  angles  font  complé- 
mens  l’un  de  l’autre  , il  fuffit  dans  un  triangle  rec- 
tangle de  connoître  deux  chofes  différentes  de 
l’angle  droit  pourvu  que  parmi  ces  deux  chofes 
il  y ait  au  moins  un  côté,  pour  pouvoir  réfoudre  le 
triangle  comme  nous  allons  le  voir.  Maintenant 
ou  les  deux  chofes  connues  font  un  des  angles 
aigus  & un  côté  de  l’angle  droit , ou  un  angle  aigu 
& l’hypothéqufe  , ou  un  côté  de  l’angle  droit  avec 
l’hypothénufe  , ou  enfin  les  deux  côtés  de  l’angle 
droit  j ôc  ces  quatre  cas  trouveront  toujours  leur 
folution  dans  une  des  analogies  des  Théorèmes 
ci-deffus. 

14}.  Problème  I.  Trouver  la  hauteur  d’une  tour 
P h e/2  fuppofant  fon  pied  p accejjihle  (fig.  1 1 ^ . ) 
On  s’éloignera  de  cet  édifice  à une  diftance  co , 
telle  que  l’angle  A c o , compris  entre  les  lignes 
qu’on  imaginera  menées  du  point  c au  fomniet 
& au  pied  de  la  tour  , ne  foit  ni  trop  aigu  ni  fort 
approchant  de  90°  * , on  fixera  le  centre  du  Gra- 

f)hometre  en  c , on  mefurera  la  diftance  co  par 
e moyen  d’une  toile  , d’une  corde  , &c.  difpofant 
rinftrument  de  maniéré  que  le  diamètres  d dirigé 
vers  le  point  0 foit  horifontal  j ce  qui  fe  fait  a 
l’aide  d’un  poids  fufpendu  par  un  fil  attaché  au 
centre  : ce  fil  doit  alors  rafer  le  bord  de  l’inftru- 
ment  & répondre  à 90®.  Ayant  obfervé  le  nombre 


* Quand  l’angle  c eft  fort  aigu  ou  approchant  de  90“,  une 
petite  erreur  dans  l’angle  en  caufe  une  grande  fur  la  diftance  : 
l’erreur  fera  d’autant  moins  conlîdérable  que  l’angle  c ap- 
prochera plus  d’ctic  ==*45“. 
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des  degrés  de  l’angle  a cf  = k c 0 , parce  qu’ils 
font  oppofés  ail  fommet  , l’on  fera  attention  que 
la  hauteur  hp  de  l’édifice  étant  perpendiculaire  â 
l’iîorifon  eft  auffi  perpendiculaire  à la  ligiie  hori- 
fontale  c 0 ; de  forte  que  le  triangle  h c 0 q9c 
reétangle  en  0 : mais  dans  ce  triante  nous  çon- 
noillbns  l’angle  c & le  côté  c 0 ; donc  pour  avoir 
la  hauteur  h o , on  fera  (141)  r ; rang.  hco\\co\ 
ho  y hauteur  cherchée  à laquelle  on  ajoutera  op  , 
pour  avoir  la  hauteur  totale. 

Remarque.  On  peut  donc  réfoudre  un  trian- 
gle reétangle  lorfqu’on  connoît  un  des  côtés  & un 
angle  aigu  : car  ayant  un  des  côtés  on  trouvera  ( 
l’autre  par  le  dernier  Théorème  , parce  que  l’on 
connoîtra  néceffairemeiÿ  l’autre  angle  aigu  , com- 
plément du  premier  j mais  on  connoîtra  l’hypo- 

thénufe  par  l’avant  dernier  Théorème. 

*■  • » 

^ 144*  Problème  II.  Dans  un  triangle  acb 
rectangle  en  b,  connoijfant  deux  côtés  ab-^  bc  , 
on  propofé  de  trouver  les  angles  (fig.  1 1^). 

Faites  le  côté  cb  \ a b \\r  \ rang.  acb.  Cette  tan- 
gente étant  cherchée  dans  les  tables  , fera  con-. 
noître  l’angle  cherché.  Cette  analogie  eft  la  même 
que  celle  du  dernier  Théorème  } on  a mis  feule- 
ment la  première  raifon  à la  place  de  la  fe'cbnde 
& réciproquement. 

Remarque.  L’angle  c étant  connu , fon  com- 
plément cab  fera  aufli  connu.  Déplus,  par  l’a- 
vant dernier  Théorème  l’on  aura  r:  fin.  c ;:c  a: 
ab  , ou  Cm.  c : r ::  ab  : c a ( hypothénufe ). 

145.  PROBLEME  III.  V hypothénufe  ac  6*/tf 
côté  a b étant  donnés  j trouver  les  angles  aigus. 

Ff  Z ‘ 
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Faites  l’hypothénufe  <zc  : au  côté  ab\\r  \ fin.  bca. 
Cette  analogie  eft  la  même  que  celle  de  l’avant- 
dernier  Théorème  « en  mettant  la  première  raifon 
à la  place  de  la  fécondé  &:  réciproquement.  L’an- 
gle c étant  connu  , fon  complément  a le  fera  auffi. 

1 4<>.  Problème  IV.  Etant  donné  un  côté 
c b , & un  des  angles  aigus  j trouver  Vautre  côté. 
Soit  fuppofé  l’angle  a connu , fon  complément  c 
le  fera  auffi  , & parce  qu’on  connoît  un  des  côtés  , 
par  exemple  , le  côté  c ^ ^ on  pourra  faire  cette 
analogie.  Le  rayon  des  tables  eft  à la  tangente  de 
l’angle  c , comme  le  côté  c ^ au  côté  a b. 

Remarque.  ConnoifTant  les  angles  aigus  & 
les  côtés , on  trouvera  facilement  1 nypothénufe 
par  l’avant  dernier  Théorème. 

147.  Problème  V.  ‘ Etant  donné  un  des  angles 
aigus  & Vhypothénufe  J trouver  le  côté  oppofé  à cet 
angle.  Faites , le  rayon  eft  à l’hypothénufe  com- 
me le  finus  de  l’angle  connu  eft  au  côté  oppofé. 
£t’  parce,  qu’im  des  angles  aigus  étant  connu  , 
l’autte  angle  eft  néceflairement  connu  , on  trou- 
vera de  même  le  côté  qui  lui  eft  oppofé.  Voilà  la 
folution  des  quatre  cas. 

De  la  réfolution  des  Triangles  obliquangles, 

148.  Théorème  I.  Dins  tout  triangle  a bd 
înfcrit  au  cercle  , ce  qui  eft  toujours  poflîble 
(voyez  le  n®.  3 3 ) , /trj  côtés  font  entre  eux  com- 
me les  finus  des  angles  qui  leur  font  oppofés 
( fig.  1 17  )•  La  moitié  de  la  corde  a ^ ou  du  côté 

. eft'le  finus  de  l’angle  ad  b y moitié  de  l’angle 
acb  y parce  que  l’angle  d a pour  mefure  la  moitié 
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de  l’arc  a b , c’eft-à-dire  , l’arc  a x donc  le  finus 
eft  a 0 moitié  de  a b.  De  même  la  moitié  du 
côté  a d fera  le  lînus  de  l’angle  ^ & la  moitié 

du  côté  db  ^ celui  de  l’angle  a.  Or  les  moitiés  font 
comme  les  tous  ; donc  les  côtés  d’un  triangle  quel- 
conque abd  font  entr’eux  comme  les  finus  des 
angles  qui  leur  font  oppofés. 

149.  Problème.  Etant  donné  un  côté  a b fi* 
les  deux  angles  formés  fur  ce  côté  y trouver  un 
des  autres  côtés  ^ , par  exemple.  Parce  que  les  deux 
angles  a ôc  b étant  donnés  , l’angle  d eft  connu 
( puifque  les  trois  angles  d’un  triangle  valent  deux 
angles  droits) , on  fera  fin.  d ab  \\  fin.  a : g. 
En  faifant  fin.  d ab  \ \ fin.  ^ on  connoîtra 
l’autre  côté  f = ad. 

150.  Problème.  Mefurer  la  largeur  a p d'une 
riviere  ( fig.  1 1 8 ).  Sur  le  bord  a b mefurez  une 
bafe  a b à-peu-près  égale  à la  largeur  cher- 
chée * , Sc  uippofant  que  p eft  un  objet  remar- 
quable , fitué  fur  l’autre  bord  de  la  rivière , comme 
un  arbre  , par  exemple  j mefurez  avec  le  grapho- 
metre  les  angles  p a b y p b a y ce  qui  vous  fera 
auflî  connoître  l’angle  p.  Faites  enluite  fin..p  : 
a b IX  fin.  b a p largeur  de  la  riviere. 

151.  Théo  REM  E IL  Dans  tout  triante  fca- 
têne  bca  (fig.  119)  f du  plus  grand  angle  c on 
abaijfe  une  perpendiculaire  fur  le  plus  grand  côté 
b a J le  plus  grand  côté  fera  à la  fomme  des  deux- 


* Afin  l’erreur  àe  l’angle  obfervé , s’il  y en  a influe 
loins  dans  Terreur  qu’on  peut  commettre  fur  la  diftance.  De 
lus  il  eft  vifible  que  pour  avoir  la  largeur  , il  faut  que  ap 
oit  perpeodiculaire  au  Ut  de  la  riviere. 

Ff  5 
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autres  > comme  la  différence  de  ces  deux  côtés  efi  à 
la  différence  des  fegmens  a p , b p faits  par  la  per^ 
pendiculaire  pc.  Du  point  c comme  centre  , avec 
le  rayon  cb  égal  au  plus  petit  côté , décrivez  un 
cercle , & prolongez  a c jufqu’à  la  rencontre  de 
la  circonférence  en  g.  A caufe  des  deux  rayons 
gc  S>c  bc  ^ a g fera  = a c -f-  A c , & parce  que 
b p =j>  d { lo)  y a p — bp  fera  = a p — 'p  d = 
da  différence  des  deux  fegmens  ap  y bp.  De  plus 
af  = ac  — cf  = ac  — c b eft  la  différence  des 
côtés  a c ôc  cb.  Mais  ga  Sc  b a font  deux  fécantes 
extérieures  dont  les  parties  hors  du  cercle  font 
réciproquement  proportionnelles  aux  fécantes  en- 
tières (56)  ; donc  a b a g — a c b c il  af  i ad 
donc  , &c.  ' 

152,  ThÉoreme  III.  Dans  tout  triangle  fca- 
lêne  a b d ( fig.  120)  la  fomme  des  deux  côtés 
quelconques  ad,  bd  efl  a leur  différence  comme  la 
tangente  de  la  demi-fomme  des  angles  a (S*  b oppofés 
à ces  côtés  ^ efl  à la  tangente  de  la  demi -diffé- 
rence de  ces  mêmes  angles.  Selon  ce  que  nous 
avons  démontré  ci  - deffus  ( ij8  ).la  fomme  des 
finus  des  deux  angles  a Sc  b d’un  triangle  a b d 
eft  à la  différence  de  ces  mêmes  flnus  comme 


rang.  : tang.  ( 


or  les  côtés 


oppofés  aux  angles  a ôc  b font  dans  le  rapport 
de  leur  finus  (148);  donc  la  fomme  des  côtés 
oppofés  aux  angles  ^ eft  à la  différence  de  ces 
mêmes  côtés  , comme  la  tangente  de  la  demi- 
fbmme  des  angles  a Sc  b ÿ eft  à la  tangente  de  la 
demi-différence  de  ces  mêmes  angles. 

Ces  trois  Théorèmes  fufEfent  pour  réfpudte  un 
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triangle  quelconque  dans  lequel  font  données 
trois  de  ces  cinq  chofes , 2 angles  Ôc  j côtés.  Il 
y a quatre  cas  ; où  l’on  connoît  deux  angles  & le 
côté  compris  entre  ccs  deux  angles  , ce  cas  a déjà 
été  réfolu  (149)  5 ou  l’on  connoît  deux  côtés  $c 
l’angle  compris  j ou  l’on  connoît  les  trois  côtés  ; 
ou  enfin  l’on  connoît  deux  côtés  & un  angle  op- 
pofé  à l’un  de  ces  côtés.  Mais  il  faut  obferver 
dans  ce  dernier  cas  qu’on  trouve  un  finus  qui  peut 
également  appartenir  à un  aiiA  aigu  ou  a un 
angle  obtus  qui  feroit  fon  fupplément.  Par  exem- 
ple ^ dans  lei  triangle  uéc(fig.  121),  connoifïant 
les  côtés  ab  ^ ac  y fi  du  point  a comme  centre 
avec  le  rayon  ab  y on  décrit  l’arc  ^ , le  côté  a i 
fera  égal  au  côté  ab  y &c  les  triangles  da  c y c a b 
auront  deux  côtés  égaux  & le  même  angle  c op- 
pofé  à ces  côtés  égaux  j donc  on  ne  pourra  déter- 
miner l’angle  b , à moins  qu’on  ne  connoiffe  l’ef- 
pece  de  cet  angle , c’eft-à-dire  , s’il  eft  aigu  ou 
obtus  : car  fi  cet  angle  eft  aigu  , le  côté  a b fera 
fitué  fur  le  côté  a d , c’eft-à-dire  , à la  gauche  de 
la  perpendiculaire  a p ; mais  il  fera  fitué  à la  droite 
fi  cet  angle  eft  obtus.  C’eft  pourquoi  dans  ce  cas 
l’on  a befoin  de  connoître  l’efpece  de  l’angle  op- 
pofé  à l’autre  côté  connu. 

155.  Problème.  Connoijfant  les  côtes  g & Ç & 
V angle  a oppofé  au  côté  g , connoijfant  de  plus 
r efpece  de  l’angle  b , réfoudre  le  triangle  a d b 
( fig.  117).  Faites  (Théorème  \.)  d b l fin.  a‘.  \ ad' 
fin.  b.  Dans  cette  proportion  les  trois  premiers 
termes  font  connus  , puifque  l’angle  a étant  con- 
nu , fon  finus  l’eft  aufli  par  les  tables  ; donc  le 
finus  de  l’angle  é-fera  connu.  Ce  finus  peut  ap- 
partenir à un  angle  aigu  ou  à un  angle  obtus  qui 

Ff4 
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feroit  fon  fupplément  ; mais  comme  on  connoît 
l’efpece  de  l’angle  b , il  ne  peut  y avoir  aucune 
difficulté.  Ce  finus  étant  cherché  dans  les  tables  , 
on  trouvera  la  valeur  de  l’angle  cherché  ; mais 
fi  l’angle  b éroit  obtus  , on  prendroit  le  fupplément 
de  cet  angle.  L’angle  a & l’angle  b étant  connus  , 
l’angle  d Te  fera , ôc  l’on  connoîtra  le  coté  ûb  en 
faifant  fin.  a t fin.  d \ \ d b \ a b. 

154.  Problème.  Connotant  les  trois  côtés 
a b , c a , cb  triangle  fcalêne  ( fig.  1 1 9) , trou- 
ver les  angles.  De  l’angle  c oppofé  au  plus  grand 
côté  , abailTez  la  perpendiculaire  c p fur  ce  plus 
grand  coté  & faites  (Théorème  II)  le  grand  côté 
eft  à la  fomme  des  deux  autres  , comme  la  diffé- 
rence. a/ de  ces  deux  côtés  , eft  à la  différence  a d 
des  fegmens  faits  par  la  perpendiculaire  c p.  Du 
grand  côté  b a ôtant  cette  différence  dû,  il  ref- 
tera  d b dont  la  moitié  b p e(k  \e  petit  fegment , 
qui  étant  retranché  de  ^ û , il  reftera  p a grand 
fegment.  Cela  pofé  dans  le  triangle  reéfangTe  bpcy 
on  connoît  l’hypothénufe  bc  &cnn  côté  b p ; donc 
(145)  on  connoîtra  l’angle  b.  De  même  dans  le 
triangle  reébangle  p’c  a , on  connoît  le  côté  p a 
& l’hypothénuie  û c j donc  on  aura  facilement 
l’angle  a.  Connoifîànt  les  angles  b de  a y on  con- 
noîtra  facilement  l’angle  c.' 

155.  Remarque.  Nous  avons  fuppofé  que  3 p 
étoit  la  moitié  de  3 d , ce  qui  eft  évident , puif- 
qu’nne  perpendiculaire  c p , abaiflëe  du  centre  d'un 
cercle  fur  une  corde  , coupe  cette  corde  en  deux 
parties  égales  ( 10  ).  Mais  le  triangle  A c d eft  ifo- 
celle  ou  équilatéral.  Car  les  rayons  b c Sx.  c d font 
égaux  , & de  plus  fi  3 d eft  égal  à ^ c , il  eft  vifi- 
ble  'que  les  trois  côtés  ferpnt  égaux.  Donc  fi  du 
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fommet  d’un  angle  quelconque  d’un  triangle  équi- 
latéral, ou  fi  du  fommet  de  l’angle  compris  entre  les 
deux  côtés  égaux  d’un  triangle  ifocelle , on  abaifle 
une  perpendiculaire  fur  le  côté  oppofé  , ce  côté 
fera  divifé  en  deux  également, 

1 5<j.  PROBLEME.  Dans  un  triangle  fcalêne  a b d 
( fig.  I zo  ) connoijfant  deux  côtés  a b,  b d d*  V angle 
b compris  entre  ces  côtés  ^ réfoudre  ce  triangle. 
Cherchez  un  des  angles  oppofés  aux  côtés  con- 
nus, en  faifant  (151)  bd^abl  bd  — ab  \\ 

rang. 


(^0  : rang.  ^ , le  quatrième  terme 


de  cette  proportion  dont  les  trois  premiers  termes 
font  connus , fera  connoître  la  tangente  de  la  demi- 
différence  des  angles  a 6c  d , dont  la  fomme  efl 
180°  — b { parce  que  la  fomme.  de^deux  angles 
d’un  triangle  efl  le  lupplément  diiVnniéme  angle,  à 
caufe  que  les  trois  angles  d*un  triangle  valent  deux 
angles  droits  ).  Cette  tangente  étant  cherchée  dans 
les  tables , fera  connoître  un  angle  qui , ajouté  à la 
demi-fomme  des  angles donnera  le  plus  grand 
angle  cherché  a ( car  un  plus  grai^  angle  eft  oppo- 
fé a un  plus  grand  côté  ) , & qui  retranché  de  cette 
demi-fomme,  donnera  le  plus  petit  angle  d ( voyez 
le  calcul  y n°  66.  Problème  I.  ).  , 

157.  Problème.  Mefurer  la  hauteur  f a d'une 
tour  dont  le  pied  ejl  fuppofé  inaccejfible  ( fig,  lia  ). 
Ayant  mefuré  dans  la  campagne  une  bafe  b n y je 
pofe  le  graphometre  au  point  de  ftation  3 , & diri- 
geant la  binette  fixe  dans  la  ligne  horifontale  de  &C 
la  lunette  mobile  vers  a y je  prends  l’angle  a de. 
Portant  enfuite  l’inijhument  à l’autre  point  de  fta- 
cion  f je  prends  l’angle  a me  fupplémçnt  de  l’angle 
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amd.^Q  connoîtrai  donc  l’angle  dam.  avec  les  angles 
dSc  m ^ & le  côté  d m à\i  triangle  dam;  donc  je 
trouverai  facilement  le  côté  a d ^ en  difant  fin.  a : 
d m \\  fin.  am  d \ ad.  Connoifiant  ad  , je  ferai 
( i^i  ) r : a d II  (In,  d : a c*.  Joignant  au  côté  a c 
la  hauteur  c/=  d ^ , hauteur  du  grapliometre, 
j’aurai  a f hauteur  cherchée.  ( Il  s’agit  ici  de  la 
hauteur  de  la  tour  au-defilis  du’niveau  de  la  cam- 
pagne qu’on  fuppofe  être  une  plaine  ).  En  opérant 
par  les  logarithmes  , j’aurai  L = 

L • fin.  d — L • r, 

158.  Problème.  Mefurer  la  dijlance  de  deux 
lieux  inaccejjibles  a 6*  b ( fig.  113).  Prenez  deux 
points  de  ftation  c & d , à.\x  point  d mefurez  l’an- 
gle ad  c yScAix  point  c mefurez  l’angle  a cd.  Alors 
dans  le  triangle  a c d vous  connoilfez  deux  angles 
& le  côté  (^Lque  je  fuppofe  avoir  été  mefuréj 
donc  vous  coii^mez  facilement  le  troifiéme  angle 
a,  & les  deux  autres  côtés  ( 149):  ainfi  vous  con- 
no\x.xetad  Scac.  Réfolvezde  même  le  triangle  b c d 
dans  lequel  vous  pouvez  mefurer  les  angles  c 8c  d 
fimés  fur  le  côté  connu  c d , 8c  vous  trouverez 
facilement  le  côi^  b c.  Mais  dans  le  triangle  a c b 
vous  pouvez  mefurer  facilement  l’angle  c compris 
entre  les  côtés  connus  ac 3 b c \ donc  { 1 5 ^ ) vous 
pourrez  facilement  trouver  un  des  autres  angles 
du  même  triangle  , l’angle  cba^  par  exemple , ce 

3ui  fera  connoitre  le  troifiéme  angle.  Cela  pofé 
ans  le  triangleucè  , on  cofmoîtra  facilement  le 
côté  U 5 cherché,  en  faifant  ( 1 48  ) fin.  ab  cl  a c \l 


' * Cette  analogie  eft  la  meme  que  celle  du  numéro  cité’*' 
en  faifant  changer  de  place  aux  moyens.'  ’ : 
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fin,  acb  : ab  y diftance  cherchée  ; ou  L • a ^ = 
L • û c + L • fin.  acb  — L • fin.  abc.  Par  exemple  , 
fuppofant  qu’on  ait  trouvé  le  côté  a c de  120  toi- 
fes  , le  côte  c ^ de  142  toifes  & l’angle  a c bàt  48®. 
Pour  avoir  les  angles  c ab  yC  baS/cX^  côté  a b ,]&  re- 
tranche 48°  de  180®,  il  me  refte  132®  pour  la  fom- 
me  des  angles  c a b , cj>  a , & par  conléquent  66° 
pour  leur  demi  - fomme.  Je  fais  ( 1 5 ^ ) 1 42'  -1- 


iio‘  = 16P  I 142*  — 120*  =22*  ::  tzng.66°: 
tang.^^-^-^ — En  opérant  par  les  logarithmes, 

Log.  22 I *342422 

Log.  tang.  66° 10*351417 

Somme*  * 11* <>9 3839 

Log.  2<j2 2*418301 

Refte 9*^75  53^* 


c’eft-à-dire  , de  la  fomme  des  logarithmes  des 
moyens , retranchant  le  logarithme  de  l’extrême 
connu , le  refte  9*275538  donne  le  logarithme  de 
l’extrême  cherché.  Ce  logarithme  dans  les  tables 
eft  fort  approchant  de  celui  de  10®.  41'.  ajoutant 
cette  quantité  à la  demi-fomme  des  angles  ci-def* 
fus  , j’aurai  le  plus  grand  angle  c ab  de  j6°.  41', 
& par  conféquent  l’angle  abc  de  55®.  19'.  Enfin 
pour  avoir  le  côté  àb,]e  fais  cette  proportion  arih- 
métique  log.  fin.  a é c * log.  a c C log.  un.  acb-  log.  aby 
& je  trouve  le  côté  cherché  a é de  108'.  4 à-peu** 
près. 


U y a une  petite  erreur , pulfque  l’on  ne  prend  qu’uo 
angle  approché  , mais  elle  eft  peu  confidéiâble. 


Digilized  by  Google 


# 


4^0  Cours  de  Mathématiques. 

1 J 9.  Problème.  Mefurer  i ®.  la  hauteur  a b , 
a°.  la  pente  a d d‘une  montagne  inaccejp.ble  A s.  z 
( fig.  114).  Ayant  mefuré  la  bafe  gf^  je  mefure 
les  angles  a /g  (fupplcment  Ae  a f b),  ce  qui 
me  Élit  connoître  rangle  g a f.  Dans  le  triangle 
g af  je  connois  les  angles  & un  côté  g f j donc  je 
connoîtrai  facilement  les  côtés  û/j  û Dans  le 
■triangle  u g b reékangle  en^  ( puifque  la  ligne  a 3 
hauteur  de  la  montagne  eft  perpendiculaire  fur 
la  ligne  horifontale  gjb  ) , je  connois  l’angle  g Sc 
rhypothénufe*,  donc  je  trouverai  facilement  le  côté 
a by  endifant  (141)  r : ^ fin.  g l ab , ouL-r* 
h • ga  I h • fin.  g • h - a b.  Maintenant  prenant 
un  point  p tel  qu’ayant  mefuré  l’angle  d f p „ 
je  puifie  appercevoir  de  ce  point  le  pied  d de  la 
montagne  , je  mefure  le  côtéfp  Sc  l'angle  f p d ; 
donc  dans  le  triangle  df  p , je  connois  un  côté/ p , 
les  deux  angles  qui  comprennent  ce  côté , & par 
conféquentïe  troifiéme  angle;  donc  je  connoîtrai 
facilement  le  côté/ d.  Cela  pofé  dans  le  triangle 
agdje  connois  le  côté  le  côté  g d =t  g f 
fd  & l’angle  ^ compris  entre  ces  côtés;  donc  je 
trouverai  facilement  le  côté  a d ( 1 5 tf  ) c’eft-à-^dire 
la  pente  de  la  montagne. 

i6o.  Problème.  Lever  une  carte  géographique 
( fig.  125  ).  Prenez  une  bafe  a h qui  ne  foit  pas 
moindre  que  la  dixiéme  ou  huitième  partie  de  la 
difiance  des  deux  objets  les  plus  éloignés  qu’on  veu« 
tepréfenter  fur  la  carte  *.  Ayant  mefuré  a b prenea 


* L’erreur  fera  d’autant  plus  pet m que  la  diftance  des 
deux  objets  les  plus  éloignés  différera  moins  de  la  bafe  ab. 
de  plus  nous  liippofons  les  objets  fîtués  fur  un  plan  horilbn- 
tai  ^ & l’erreur  fera  d’autant  plus  petite  que  çes  objets  appto^ 
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avec  le  graphométre  la  grznâÊju  des  angles  d ah  ^ 
c ab  yji  ah  ,m  ab  yX  ab.  Tra^ortez-vous  eKfiiite 
de  a en  ^ , & mefurez  les  angles  nba  , c b a y 
dba  y xbayTnba.  Comme  l’angle  hb  a feroic 
trop  obtus  , prenez  b n pour  b^fe  & mefurez  les 
angles  h n b , h b n.  Cela  fait  , fuppofons  qu* 
a b foit  de  800',  prenez  une  ligne  à difcrétion 
pour  en  faire  une  échelle  de  1 00  parties  égales , 
Ce  qu’on  peut  faire  en  portant  une  petite  ouver- 
ture de  compas  dix  fois  fiir  une  ligne  arbitraire 
P q y ouvrant  enfuite  le  compas  de  maniéré  que 
les  deux  jointes  foient  dix  fois  plus  éloignées. 
Portez  cette  nouvelle  ouverture  neuf  fois  fur  la 
meme  Hgne  à compter  depuis  la  dixiéme  divifion  , 
& vous  aurez  l’échelle  p q àt  100  parties.  Suppo- 
fant  maintenant  que  chaque  divifion  de  l’échelle 
vaille  lo  toifes,  tirez  fur  le  papier  une  ligne  a b qui 
doit  être  de  quarante  parties  de  l’échelle  , faites 
en  û & en  3 les  angles  dab  y c a b , &c.  nb  a y 
c b ûy  &c.  tels  que  vous  les  avez  trouvés  dans  l’opé- 
ration j & tirant  les  lignés  c a y c b y &c.  ces  lignes 
détermineront  par  leur  rencontre  la  pofition  du  point 
Cy  &c.  Faifant  enfuite  fur  n b les  angles  hnb  yKbn^ 
de  la  grandeur  trouvée  , vous  aurez  la  pofition  de 
l’objet  h.  Il  eft  vifible  que  les  objets  dyC  y A , &c. 
feront  placés  fur  le  papier  comme  ils  le  font  fur  le 
terrein  * ; ainfi  le  Problème  fera  réfolu.  Pour  con- 


cheront  plus  d’être  (itués  dans  un  tel  plan.  Dans  nos  Inditu- 
rions  Mathématiques  nous  avons  enfeigné  la  méthode  de  pla- 
cer fur  une  carte  les  points  qui  font  au-delTus  ou  au-deflbus  de 
l’horifon , de  mefurer  un  terrein  , de  lever  les  plans,  &c. 

* On  fuppofe  que  ces  objets  font  fitués  fur  un  plan  hori- 
fontal.  Si  cela  n’étoit  pas  , on  pourroit  néanmoins  repré- 
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noître  la  diftance  dj||point  n au  point  A,  par  exem- 
ple y ouvrez  le  compas  de  « en  A , & portant  cette 
ouverture  fur  l’échelle,  fuppofons  qu’elle  contienne 
i8  divifionsj,  puifque  nous  avons  fuppofé  chaque 
divifion  de  io‘ , la  .diftance  de  ces  points  fera 
de  575*. 

i6i.  Problème.  Trouver  U rapport  approché  du  diamètre 
à la  circonférence  iun  cercle  (fig.  ).  inferivez  dans  ce 
cercle  un  polygone  régulier  de  48  côtés , circonferivez  au  même 
cercle  un  pareil  polygone  , ce  qui  eh  fecile  ; car  divifanc  380 
par  48  , le  quotient  7 f qui  eft  le  quart  de  30  , fait  connoître 
l’angle  aucentre  d’uirtel  polygone.  Or  ( 1 3 z)  il  eft  facile  de  trou- 
ver le  finus  de  l’angle  de  30  degrés , & enfuite  celui  de  fa  moitié 

l)-°  puis  celui  de,  7 — moitiédecedcrnier(i3  5).S«ppo- 

fant  donc  l’arc  de  7 degrés  30'  (onafàit  l’arc  ?d|  pi  us  grand 
qu’il  nedevroit  être  afin  d’éviter  la  confûfion),  giflera  le  côté  dii 
polygone  inlcrit,pécelui  du  polygone  circonlcrit.  Tirant  par  le 
milieu  de  cet  arc  le  rayon  o C,  d x fera  le  finus  & o é la  tangente 

3°  fuppofant  le  rayons  10000000,  le  finus 

dxàe  3 ° 43'’  eft  = ^3403 1 , & la  tangente  du  même  arc  eft 
•==  ^ÎÎ43Î  j gd  = igx=^  1308061,  & bp^zbo=* 

1 3 10870.  Multipliant  g d 6c  bp  par  48 , le  périmètre  du  po- 
lygone inferit  fera  6^yî69l6 , & celui  du  polygone  circonl- 
ent  fera  =3  61911760.  L’arc  go  d étant  plus  grand  que  là 
corde  gd,  6c  plus  petit  que  p b,  oa  peut  le  confidérer  ( * ) 
fans  une  grande  erreur  comme  moyen  arithmétique  entre  ces 
deux  lignes , & confidérer  de  même  la  circonférence  comme 
moyenne  arithmétique  entre  les  périmètres  dont  nous  venons 
de  parler  ; c’eft  pourquoi  prenant  la  demi-fômme  des  périmè- 
tres trouvés , on  aura  la  circonférence  du  cerclé  à-peu-près 
= 618^4368.  Mais  le  rayon  étant  = 10000000,  le  dia- 


fenter  la  fituation  refpeélive  de  ces  objets  on  lever  la  carte 
en  employant  la  méthode  dont  nous  avons  parlé  dans  la  fé- 
condé édition  de  nos  Inftitutions. 

* Parce  ^ue  le  polygone  régulier  dreonferit  étant  plus  grand  que  le 
cerde . chaque  câté  d’un  tel  polygone  eft  plus  grand  que  l’arc  cor- 
rerpondant. 
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mëtre  fera  = looooooo  ; ainfi  le  diainetre  eft  à la  circonfé- 
rence à-peu-près  comme  zooooooo  : 618^4368  , ou  comme 
zoo  : éz8  ■ f43é8  (en  divifanc  par  100000)  , ou  comme 
zoo  : éz8  (en  négligeant  la  fraéUon  décimale  ) , ou  comme 
lob  : 3 14  à-peu  près  (endivilànt  ces  deux  derniers  nombres 
par  X ) , ce  qui  donne  un  des  rapports  dont  nous  avons  déjà 
parlé  ( T9  ). 

I <3i.  PROBLEME.  Connoijfant  les  trois  côtés  a ,b,c 
d’un  triangle  fcalene  abd  (fig.  l^i),  trouver  l’ dire  de 
ce  triangle.  Cherchez  par  la  méthocie  ci-deflus  (154) 
les  angles  a,b,c5<.  le  fegment  apàn  triangle  propole. 
Celapofé  , dans  le  triangle  reétangle  en  /> , on 
connoîrra  l’hypothénule  a'b  , l’angle  a & le  côté 
ap  ÿ donc  on  trouvera  facilement  le  côté  b p y 
c’eft-à-dire  , la  valeur  de  la  perpendiculaire  abaif- 
-fée  de  l’angle  b fur  le  côté  oppofé  a d.  Multipliant 
la  bafe  a d par  la  moitié  de  la  hauteur  b p , l’on 
aura  la  furface  du  triangle  propofé. 


D’une  autre  manière.  Soit  ip  = y Scap=>x , par  la  pro- 
priété du  triangle  reftangle  abp,  onaa:^  De 

même  fe  triangle  redlangle  b pd  donne  , en  faifant  attention 
que/>t/=  a — r,  — z a x = c-.  Retranchant 

cette  équation  de  la  première  , il  vient  zax  — =b'^  — . 

, ou  ( en  tranlpofant  ) z ax  = a‘  -j-  6*-  — , d’oü  je  tire 

...  r.  +£  _ 

za  za  Z 

dire  que  pour  avoir  x il  faut  trouver  une  quatrième  propor- 


tionnelle aux  lignes  za  ,b-^c,b  — c,&lui  ajouter  — , Dès 

qu’on  aura  trouvé  x — ap,  on  retranchera  le  quarré  de  x du 
quarré  de  l’hypothénufe  b , prenant  la  racine  du  refie , on  aura 
y = bp  , dont  la  moitié  étant  multipliée  par  a , donnera  l’aire 
du  triangle  propofé. 

163.  Problème.  Trouver  é angle  a du  mime  triangle  abd, 
fans  avoir  recours  à la  méthode  ci-deffus  ( 134  )•  Du  point  a' 
comme  centre  avec  le  rayon  ah—b  décrivez  l’arc  b g , tirez 
la  corde  b o g,  ic  à\i  point  a le  rayon  a o par  le  milieu  de  cette' 
corde.  Celapoféa  i efl»=  a g par  la  propriété  du  cercle, g 


Digiiized  by  Google 


4^4  Cours  de  Mathématiques. 


K^iag-^ap^h  — X.  mais  le  triangle  reâangle  t pg  donne 
y»-  — Z b X x*’  = p’-  { ea  fuppolânc  l’hypothénufe 

b g=p)  ou  , en  fubftituant  b'^  à la  place  de  y ^ + x’-  , zb^ 
^ %bx—p^ , oup^  = zb{b  — *).  Mettant  pour  x fa  va> 
leur  trouvée  dans  le  problème  précédent  ^ on  zp^  = z b x 

or  zab  — «*•  — b’-  = — (5  — ^ p^  = zbx 

(—■tF^  ) - r!  t ‘ 1 - 

b ^ 

— [c*  — Faifant  b — a=n,onaura p*= 

(c‘  — n')  <=—  X (c  + «)x  (c  — «),&  remettant  la 


valeur  de  « , on  a p*  ■ 


X (c  — <*)  • 


E=  — X {c-\-b-\-a  — Z a)  -(c  + a-f-i  — donc 
a 

appellant  i « la  fomme  des  trois  côtés , on  aura  p'‘  = — > X 

{zm  — za)  • {zm  — zb)  = ^ ( m — a)  • ( n^—  b ). 

Mais  dans  le  triangle  reébinglea o g,  orna g’^ab=±^b:og 

::  T : fin.  O ag , on  b : ~ r : fia, g a o ; donc  — =» 

b • fin.  g a O 4^‘ri 

, ou  P = — lin.ftfo,&p  — — — • fin.  gaoi 

Egalant  les  deux  valeurs  dep*,ona^(m  — 4).(»w  — b) 

es  ^ fin.^ S^iOt  divifirnt  par  4^  & faifant  dilparoître  les  dé- 
nominateurs, il  vient  r*  ( m — a ) • {m  — b ) = a • t ( fîn.g-  a 0 )‘, 
d’od  l’on  tire  a-b  i { m — a)  • (m — b)  r‘  : (fin.ga  o)‘. 

C’eft-d-dire  , le  produit  des  deux  côtés  a 8c  b qui  comprennent 
l’angle  cherché  A ad , eft  au  produit  des  différences  de  la  demi- 
Ibmme  m des  trois  côtés  a chacun  des  côtés  de  cet  angle  , 
comme  le  quairé  du  rayon  au  quarré  du  finus  de  la  moitié  de 

cet 
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tet  angle.  Prenant  la  racine  du  quatrième  ternaç  de  cette  pro- 
portion Ton  aura  le  flnus  de  la  moitié  de  l’angle  a. , ce  qui  fera 
coatioltrc  la  moitié  de  cèt  angle  par  le  moyen  des  tables  j con- 
noiHânt  la  moitié , on  connoitra  l’angle  entier.  Ons’yprcn- 
dra^de  môme  pour  connoître  un  autre  angle  quelconque. 

■'IÏ4. 'Probieme.  Connoijfant  Us  trots  côtés  du  meme  trian~ 


- -ha' 

mettant  pour  * la  valeur » on  it  y 


^tab  a'  — ^ ^ jb  — b^  — a^-4~c*\ 

— çx  ^ ^ — (é  — /q  ^ ■ 

"a-f-i— r-r)^  X — <»)  X ( c-^b 4- _ 


donc  enôtantlafraftion,  = (a-f-i-f-e)  x — c) 

x(^  + c — a)x(crf“«»-^ôj  V'on  4 -J  =®  +'^  + c)  X 

(a  — f-  b c — 4 è)  ■ (tr b c — i a)  • (a  h î-|— 4 

Donc  fuppofant  la  fomme  des  tro«  côtcs"==  'z  p ‘,'^‘®n  aura 
yt-  =,(pp).  (i  P — te),  (ip  — la)  • (4  p-^  Z b)  *=«  1 6 p X 
( P — ^.  ) ■ ( P — " ) ■ ( P JT;  divilânt  par  >^;l’on 

»^u:a,^y^^p  {p—^  c)  (p—^d)  (p  — i)  > ‘&-prenant  la 

'J  - é ^ . ’«  1*  . J .-s.  • 

racine  quarrée,il  vient  -y  *==^[p (p-^ e) • (p— «) • (p — 6)]. 

% f - . 

< I » - • • — • 

<Z  V ' *■  • ' 

Mais  clUe  produit  de  la  moitié  de  la  bafe  du  triangle  par  Ta 

Kauteur  j donc  — ycft Taire  du  triangle.  C’ell^ourquoi  l'aire  d’un 

triangle  dont  on  connoit  les  trois  côtés  fc  trouve  en  retranchant 

delà  demi-Tomrne  des  trois  côtés  chacun  des  côtés  du  triangle, 

• multipliant  ces  trois  relies  entr’eux  & pat  la  demi-fomme , & 

0 

**d  doit  être  muUipIid  par  lui-rnême  i parce  qu’il  le  trouve  dent  deui 
&éteurs  du  fécond  mcmbte.de  l’équation  précédente. 

Tome  I,  Gg  ' 
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prenant  la  produit.  Soit , par  exemple , lé  coté  a d » 

Vc=iÿtoaêr,^»V>  c=Ÿ , i;jfera=ii',p  = 6/jP-;- 
i»,p  — ^ = »S.‘lonc  Ÿ[P-  KP—n>(. 
é)  ] = v:  { « ; 3 • I a)  =V(3/)==<Î  ,/cft- 
à'diré  W l’aire  de  ce  triangle  fera  de  6 toiles  quarrées. .. 

■ *'  iéj^^ROBLEMB.  ttunt  donnes  Us  entés  et  un  triangle  aod  , 
(^gHOÎtre  ji  un  angle  cherché  e/l  aigu  pu  obtus,  L équation  xax 
.^  ‘é^  b'-  — c*-  ( 1 ) devient  en  tranlp9fant,<^  =«*• 

JF ‘i—  xax-,  c’eft-à-  dire , que  le  quarré  d’un  côté  c oppofé  à 
f'  un  angle  aigu  a vaut  moins  que  la^  Ibinme  des  quarrés  des 
deux  autres  côtes.  Mais  dans  la  figure  xzS,ap  étant  toujours 
la  dillance  de  l’angle  cherche  à h pcrpendiculâire  .abaifféc 
du  fommet  de  l’angle  b fur  la  bafe  U d prolongée  s’iric  &ut,  dp 
fera  i=x  n-,  mais  le  triangle  reâangle  abp  donne  ( b p)^ 
( a =.  ( 4 é )S  ou  ÿ'-  — éS  & le  triangle  refc- 

langle  bpd  donne  y»  + -f  x 4-x  7]-  a:*  = c*  ( parce -ou’îd 
dp  =“a+_x).  Retranchant  là  prémiete  équation  de  h fé- 
conde, l’on  trouve  4*+  xax^c^^b^,on  en  tranfpBfanr, 
çjr—j  zj^b^-\.xax.  Mais  (dans  la  fig.  1 18)  le  côté  c eft  oppofié 
i‘un  angle  obtus;  donc  le  qnarté  d’un  côtéoj>pofé  à un  angle 
obtus  eft  plus  grand  que  la  fonjme  des  quarrés  des  deux  aumés 
côtés  , au  contraire  le  quarré  d’un  côté  oppofé  à un  angle  aigii 
saut  moins  que  laforame  des  qiurrés  desdeux  auttcs  côtés.  Ainfi 
en  fuppotot  qu'on  connoît  Icÿ  côtésd’un  triadgle , il  eft  facile  de 
s’alTur«  quel  eft  l’angle  obtus,  pu  même  s’il  y en  a. 

' ^ \66.  REjiÂkQUE.  Ce  que  nous  avons  ditci-delTus 
fur  la  tbéptie  des  finus , co-lînus  , &c.  fufiSt  pour 
ceux  qui  veulent  s’en  tenir  à ce  qu’on  appelle  hlé~ 
mensdeMathémeuiques,  Sc  ils  peuvent  s’arrêter  ici. 
Mais  qu’il  nous  foit  permis  d’approfondir  un  peu 
cette’  matière  en  faveur  des  jeimes  Géomètres'  (Jui 
veulent  aller  plus  loin.  . 

■ 167.  Si  rare  ah  (fig.  loî)  èft  regardé  comme 

pofitif,  fon  finus  bd  fera' pr^itif  aufli-bien  que 
Ibn  co-finus  c d.  Lorfque  cet  arc  deviendra  = A ii 
ï=  90®  , fon_  finus  fera  égal  au  rayon  = r.&  fon 
co-finus  — p; ; '.cet  arc  devenant  ahu  plus  grand 
qu’un  quart  de  cercle , aura  fon  finus  u q tourné  du 
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même  côté  , & par  conféquent  pofitif  ; mais  fon 
ccS^înus  c q {q  trouvant  de  l’autre  côté  du  centre 
dans  une  ntuation  oppofce  i cd  co-finus  de  u ^ , 
fera  négatif  j & enfin  il  deviendra  = — r , lorfque 
l’arc  t a deviendra  égal  à la  demi-circonférence 
ahp=i  m,  en faifant  le  quart  de  cercle  ah  = my 
au  contraire  fon  finus  deviendra  = o.  Si  l’arc  de- 
vient ah  im  J mais  plus  petit  que  j m , fon 
finus  q\  àc  fon  co-finus  c q feront  négatifs  j puif- 
que  ces  lignes  font  dans  une  fituation  oppofée 
à celle  des  lignes  bd  , c<L  Si  l’arc  dont  nous  par- 
lons & que  nous  défignerons  par  a devieot  = j/n 
= 170®  , fon  co-finus  deviendra  = o , & fon 
finus = — r.  en  fuppofanta  plus  grand  que  3/n,mais 
moindre  que  j6o°  , fon  unus  dg  fera  néga- 

tif & fon  co-finus  cd  pofitif.  Si  a — 4m  = 3 éo“,  f 
fon  finus  fera  = o & fon  co-finus  = r , fi  a de- 
vient plus  grand  que  4/n  , par  exemple  , = 4/72 
ah  ^ mais  moindre  que  5/72,  fon  finus  bd  fera 
'pbfitif  âuflT-bien  que  Ion  co-rfinus  3 de  forte  qu’en 
ajoutant  une  ou  même  plufieurs  circonférences  i 
un  arc  , cela  ne  change  rien  à fon  finus  , ou  à fon 
co-finus  • En  prenant  a pour  l’origine  de  l’arc  a b 
pofitif,  l’arc  a g fera  négatif,  mais  fon  cofiniis 
fera’ pofitif  fi  cet  arc  eft  m.  Si  cet  arc  a négatif 
devient  plus  grand  que  m , mais  moindre  que  2/72, 
fon  finus  & fon  co-finus  feroht  tous  les  deux  néga- 
tifs 3 fi  cet  arc  devient  plus  grand  que  im  Sc  moin- 
dre que  3/72 , fon  finus  deviendra  pofitif,  mais  fon 
co-finus  reliera  négatif.  Cet  arc  étant  plus  grand 
que  3/72 , mais  moindre  que  4/72 , fon  finus  con- 
^flltinuera  d’être  pofitif  & fon  co-finus  fera  aulîî  pofi- 
tif. En  générât  un  arc  pofitif,  plus  petit  que  2/72,  a 
toujours  fon  finus  pofitif  3 mais  un  arc  pofitif  plus 
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grand  que  im  &c  plus  périt  que  4/n  , a fon  finus 
négatif.  Un  arc  politif  a , plus  petit  que  m , a |^u- 
jüurs  fon  co-finus  pofitif  j il  l’a  négatif  loiTqu^et 
arc  eft  entre /n  & 3/77,  politif  lorlqu’il  eft  entre 
3^7 , 4.77  Sc  m.  A l’égard  d’un  arc  a négatif,  fon. 
linus  eft  négatif  l’arc  étant  entre  o & 2/77 , p’q- 
fitif  l’arc  étant  entre  xm  & 4/n.  Le  co-finus, eft 
pofitif  l’arc  étant  entre  o & /n  , négatif  entre  /n“& 
3/n  3 mais  il  eft  pofitif  fi  n eft  entre  3/n  & 4/n.  On 
ne  change  rien  au  finus  , ni  au  co-finus  en  ajoutant 
à l’arc  une  ou  plufieurs  circonférences  entières  i 
foit  avec  le  figne  -f-  ou  avec  le  figne  — "'  En 
fuppofant  r — i , on  aura  fin.  o — o , co-fin.  o 
fin.  /n==:  1 , co-fin.  /n  = o , fin.  i/n=o  , co-fin.  xirt 
— — 1 , fin.  3/n  = — ■ t , cp-fin.  3/n  = o , fin.  4/n 
= 0,  co-fin.  4/n  = 1.  Ai'nfi  tous  lés 'finus  & 
co-finus  font  renfermés  entre  -h  i & — i.  Où 
a encore  co-fin.  a = fin.  ( /n  — <z  ) , fin.  a == 
co-fin.  {m  — a) , & parce  que  le  triangle  cdb  elk 
reétangle  en  cf  , on  a (c  )*  {b  d)^  =:  [c  é)*,  ou 
(co-fin.  n)*  H-  (fin.  a)*  = = i. 

i58.  L’arc  a étant  pofitif  & moindre  que  /n  , fx 
tangente  a n Sc  fx  co- tangente  km  j'ont  pôïî- 
tives.  Mais  fi  a eft  plus  grand  que  m & moindre 
que  2/n,  fa  co-tangente  &,  fa  tangente  feront  né- 
gatives. Car  foit  l’arc  ah  u,  fa  tangente  fe  trou- 
vera fur  le  prolongeijuent  de  la  ligne  an,  qui  palTe 
pari  l’origine  de  l’arc  n,  & d’ailleurs  elle  doit  erre 
terminée  par  la  rencontre  du  rayon  eu  qui  pafle 
par  l’autre  extrémité  du  même  arc  3 or  c«  ne  peut 
rencontrer  û n , d moins  de  prolonger  cette  ligne 
jufqu’en  xq.  K l’égard  de  la  co-tangente  hxp^ 
il  eft  évident  que  fa  firuation  eft  .çppefée  k hm 
co-tangente  de  l’arc  aby  donc,  &c. 
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' Si  a devient  plus  grand  que  xm  , mais  moindre 

3ue  3m,  fa  tangente  & la  co-tangente  devien- 
ront  pofitives  ; car  eft  la  tangente  de  l’arc 
ah\y  &c  h m fa  co-tangente.  Si  a devient  plus 
grand  que  3/n  & moindre  que  4/n,  fa  tangente 
& fa  co-tangente  deviendront  négatives  ; ainli 
l’arc  a hx  g aura  pour  tangente  la  ligne  axq  ^ dc 
pour  co- tangente  la  ligne  h xp.  On  peut  voir 
par-là  que  1 origine  de  la  co-tangente  d’un  arç 
doit  être  éloignée  de  90°  de  l’origine  de  cet  arc. 

A un  arc  a g négatif , répondra  une  tangente  & 
une  co-tangente  négatives  , fi  cet  arc  eft  plus  petit 
que  m ; s’il  eft  plus  gi;^nd  que  m & plus  petit  que 
xm,  la  tangente  & fa^co-tangente  font  pofitives. 
Ainfi  l’arc  ag  ^ pour  tangente  a xq  , & pour 
co-tangente  h xp\  mais  l’arc  a a pour  tangente 
an  ôc  pour  co-tangente  Am.  Si  cet  arc  devient  axu 
plus  grand  que  xm  Ôc  moindre  que  3/n  , fa  tan- 
gente Ôc  fa'  Co-tangente  redeviendront  négatives  3 
ôc  enfin  ces  lignes  feront  pofitives  lorlque;  cet 
arc  axhb  fera  plus  grand  que  ôc,  moindre 
que  4/n. 

169.  Corollaire.  Donc  un  arc  dont  la 
tangente  feroit  pofitive  & la  co-tangente  négative 
& réciproquement  , eft  abfurde  & imaginaire. 
C’çft  d’ailleurs  çe  qui  fuit  de  la  formule  rang,  a X 

,, 

co-tang.  , car  i on  a rang,  a =33  ; 

° ® co-tang.  a’ 

or  r»  eft  ,üne  quantité  pofitive  ; donc  tang.  a X 
co-taaig.  a -éft  auifi  une  qiîantité  pofitive  ; ce  qui 
ne  peut  être  à moins  que  co-tang.  a ôc  tang.  a ne 
Ibîeqt  toutes  deux  pofitives  ou  toutes  deux  néga- 
tives* Donc’ fi  co-tang.  a eft  pofitive  , l’on  aur» 
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clf-fiBU-( a}—  B)  1 4-  tang. <!•  tang.  b 

• co-^fin.  {a  — b)  co-cang.  a -f"  tang.  b 

rtn  -(/» — i)  7 . - I — tang;  6 • co-iang.  a 

En  ajoutant  enfemble  les  valeucSLde  fin.  ( a “f'i  ) 
Sf:  de  fin.  (a  — i ) ,'  & divilânt  par  k’  on  aurst- 

^ ^ , fin.  (4  -f-i)  4- fm.(4— 5) 

^n.  çO-un.  b =5 “-t: — — ■ — —rrr—-T’  xin 

retrancliant  la  valeur  de  fin.  (a  — b)  de  celle 
de  fin.^itf  4“,i) , &'divifantle  réfultat  par  z , if 

''.‘.'ft  I r'A\ 


vient  fin.  b • co-fîn.  a = 


fin.  (4  4~^)~Tfifl»(^ — 


En 


ajoutant  lés  valeurs  de  cô^.  (a — b) , de  co-fîn.(a4“^) 
& divifani;  par  z , l’on  a ço-fîn.  a • co-lîn.  b r=3 

c-fm.(.-t)  + c.-fa.(..+t)_  U w- 

leur  de  co-fin.  («4-^)  <le  celle  de  co-fin.  (a — 3),  & 
divifant  enfuite  par  i , l’on  trouve  cette  quatrième 

co-fin.  fa — b) — co-fin. 

formule  fin.  a • fin.  b — — - — ' - 

' ^ 

En  faifant  a-\'h‘==m  , a — b — n^  l’on  aura 
[a~\-b)  4-_(<î  — b)  = za~m  4-n  , ou  <z  =î 

, & (a4-^) — [a  — b)  = zb=:m  — n, 
ovL  b = — — Si  dans  les  quatre  dernières  for- 

4 , 

mules  qu’on  vient  de  trouver , on  fubftitue  les 
valeurs  de^  a & de  ^ , qu’on  faffe  difoaroître  le 
dénominateur , & que  de  plus  on  fafTe  changer 
de  place*  aux  membres  de  ciuque  équation  , l’on 
trouvera  les  4 fonnpies  fuivantes  : 
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X [ co-fin.  <z  — fin.  <z  y'(— i )]  = [ co-fin.  b -H' 
fin.  b \/( — i) ]•  [co-fin. ^ — Ç\n.b^{ — i)]  = r*.  Si 
l’on  multiplie  co-fin.  <i-+-fin.  co-fin.  b 

H-fin.  b’  y'( — i),  le  produit  fera  co-fin.  n-co-fin.  b 
— fin.  a-  fin.  (co-fin.  a -fin.  ^-i-fin.  a -co-fin.  A) 
xV(-i)  j mais  en  faifant  r ^ i > co-fin.  a-  X 
ço-fin.  b — fin.  a -fin,  3 = co-fin.  (a-l-A),  & 
co-fin.  a -fin.  b -4-  fin.  a -co-fin.  b~  fin^a-+-^)j 
donc  le  produit  que  nous  venons  de  trou\er  eft=; 
co-fin.  (fi-k-b)  H- fin.  {a-\-b)  x \/( — i).  De  même 
[co-fin; ’a  — lin.  a-\/( — 1 ) ]•  [co-fin.  ^---fin.  ^ X 
\/( — i)  ] = co-fin.  (a-i-^)  — fin.(a-+-i).. 
On  trouve  par  un  calcul  femblable  [ co-fin.  a i 
fin.  a-  \/( — 1)  ] X [co-fill.  b Hz  fin.  ^-  \/( — i)  ] X 
[ço-fin.  -V  îfin,  ) ] = co-fin.  (a  -V  ^ H“ -^) 

zt  V^( — i).  fin.  (a -h  3 -h  Jf). 

175.  Corollaire  I.  Donc  fuppofant  b = a 
on  aura  [co-fin.  o.  + fin.  a - \/( — 1)]^  = [co-fin.  za 
±fîn.  za- \/{—ir-i)  ],&  en  fuppofant  X a,  \ 

on  aura  [co-fin.  aHz  fin.  a - y'( — i)]’  = co-fin.  3a 
zfcfin.  3a-  y^(-rri)  : en  général  [co-fin.  a zt  fin.  a X 
\/( — i)  ]”  = co-fin.  na  zll  fin.  a a*  — i). 

174.  Corollaire  II.  De  la  derniere  cqua-r 
tiçn  on  tire , en  prenant  -H  pour  le  ligne  du  ra- 
dical tranfpofant , fin.  a a • \/ ( — j y= — co-fin.  n a 
-I-  ['ço-;fin.  a -rh.fin.  4*  \/(  — i)",  & prenant  le 
figne  du  radical  en  ^ — , on  a fin,  n a • ( — 1 ) =» 

co-firi,'fia‘ — [ cp-fin.  a — fin.  ai  y((^i)  Ajou- 
^nt  ces  deux  équations  & divifant  par  % • \/( — i)  , 
on  trouve  l’équation  fin.  na  = 

[co-da.tL'^fm.a-  y'( — i)]” — [co-fin.a — fin.  a-  y^( — 1)]"  ' 

4 — PTj' ■ ; — '■■■•'  ...i  III  ■ 1 . — ; ■ ' » 

I ' - I'-  . : — ' ' 

arc  ou  d’un  mène  angle  a . fans  qu’it  foit  néçeiUute  de  le 
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On  trouve  auffi  en  retranchant  la  feconje  équation 
de  la  première^,  tranl'pofant  & dlviûnt  par  2 , 
co-fin.  n a = 

[co-ûn.a-\-  f\n. a • y^( — î)]"-|- [co-fin. a — fin. a*  y' ( — i)]*  ■ 


175.  Corollaire  m.  Elevant  les  deux  Bi- 
nômes à la  puifiance  n par  la  formule  de  Newton  , 
on  trouvA  les  deux  formules  fuivantes  fans  ima- 
ginaires. ’ 

I.  fin.  n a = — ( co-fin.  a)"""'’  fin.  a — 
r 


«•(«  — — i) 

I1-3 

«•{rt  — i)  (n  — i) 


( co-fin.  a ) 
('» — ;)  (« — 4) 


I1-5-4Î 


"“î  ( fin.  a ) î -f«, 

y 

'(  co-fin.  a ) • “ ^ X 


( fin.  a ) ^ — &c. 


II.  d8-fin.na=(co-fin.a)’ 


« («  — T) 


1 *X 


X (fin.  a)  2 


n{n- — i")  («  — r)(n — 3) 

I.I-3-4 


(co-fin.a)""\ 
(co-fin.  a)*  “♦ 


X(  fin.  a )+  — &c. 

Remarque  I.  La  première  formule  eft  com- 
pofée  des  termes  de  rang  pair , c’eft-â-dire , du 
lecond  , quatrième  , fixicme , &c.  du  Binôme 
[ co-fin  a -h  fin.  a ] " , Sc  la  fécondé  des  termes  de 
rang  impair  du  même  Binôme.  Dans  les  deux  for- 
mules le  premier  terme  eft  pofitif , les  autres  étant 
alternativement  négatifs  & pofitifs.  “ ' 

- 17^.  Remarque  II.  Nous  avons  Iup{x>fé 
r = I J mais  fi  Ion  vouloit  estimer  le  rajron^ 
il  faudroit  .diŸifer  les  deux  formules  Tpréçétjcutçs. 
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jçar  r*“‘.  Voici  une  autre  maniéré  de  trouver  ces 
formules  en  exprimant  le  rayon.  Les  formules 

-,  , . co-fin.  a ' co-fin.  k — fin.  4 • fin.  b 

CO-lin.  ( U -h  ==  — — — — 

T ■■ 

- , fin.  4 -co-fin.  J -f- fin.  co-fin.  4 

lin.  ( a P ) ^ peu- 

vent s’exprimer  ainfî  : 

co-fin.  (a  -f-  A)  = [ (co-/în.  a — i • fin,  a)  X : 
( co-fin.  h -f-  — I • fin.  b)  -h  (co-fin.  a — r 

^ — I • fin.  a)  (co-fin.  b — i • fin.  ^)  ] : * i r 

fin.  ( a + i ) = [ (co-fin.  a -+-  y' — i • fin.  a)  X 
( co-fin.  b -4-  y — 1 • fin.  ^ ).  — ( co-fin.  a 
y^ — I • fin.  a)  (co-fin.^ — y'-^^'*  fin.  6)]r 

V(— O- 

Multipliant  la  derniere  éqimion  par  \/(  — t) 
pour  l’ajouter  à la  première  & l’en  retrancher 
enfiiite , on  trouvera  les  équations  fuivantes  : 

(M)  co-fin.  (a -H  ^) -+- y^( — i) -fin.  (a-J-^  ) =s 
[co-fin.  a -+-  y ( — 1 ) • fin.  a ] • [ co-fin.  4 -f-  V ( — i)  • fin.  i j 

'■  ■ I , . — I ■ ■!  - Il  1 e 

r 

(P)  ' co-fin.  [a-\-b)  — \/( — i)-fin.  (a-+-3)=» 

[co-fin. a — y(  — i)-fin.  a ]•[ co-fin. b — V ( — i)-fin.  i] 
— : ^ 

r . .. 

S’il  s’agit  du  finus  ou  du  co-finns  de  (a  — b) , il 


* Les  det|x  points  indiquent  I»  divifion’}  c’eft-à-dke  , que 
la  quantité  <jui  précédé  les  deux  points  dl  le  dividende,  & qtw 
celle  qui  fuit  eu  le  divilèur  ; ou , ce  qui  revient  au  même , (a 
quantité  qui  précédé  les  deux  points  eft  le  liumérateur  d’une 
fraâion , dont  la  otamité  qui  uiit  les  deux  points  eft  le  Un 
Boffilnatcur, * " 
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fuffira  de  changer  le  ligne  de  fin.  h , parce  oüe 
, b étant  un  arc  quelconque,  — fin;  b eft  = fin.  — ^ b, 
Sc  co-fin.  {—'b)  =.  co-fin.'^.  Si  on  fiippofe 
a = b J les  équations  précédentes  fe  changent  en 
celles  - ci  : co-fin.  z a — i ) . fin.  z û = 

(co-fin.  a — i ) fin.  d]- 

, co-fin.  la  — r V (— *-l)  X 

- [co-fîn.  a— v'( — i)-fin.  al‘  . 

fin.  la  — — — ..  Ajoutant  ces 

deujc  dernieres  équations  , retranchant  cnfuite  la 
fécondé  de  la  première  , & divifant  par  z on 
a les  deux  équations  fui  vantes  : co-fin.  la  =a 
(co-fin,  a — i)  fin.a  ]'^-[co-fin.  a— y^{ — i)  fin.  a]‘ 


i-r. 


\/(  — I )•  fin.  za  = 

I 

[co-fin,  a -f-  ( — i)  • fin. — [co-fin,  a — — i)-fin.  a 


l'T. 


Si  avant  d ajouter  & de  retrancher  ces  éqyations 
on  en  .prend  les  racines  quarrées  , on  trou- 
vera les  deux  équations  fuivantes  ; co-fin.  a = 

^ I 

[co  fin.ia-|-y'(-;r-l)  -fin.i^]  » -^[co-fin. za — V ( — ‘0  • za]‘ 


i*r 


V( I ) •’ fili^  ~â  : 

I 1 

[co-fin,  za -f-V (— ly  fin.  »a • ] » — [co-fin, la- v^(-i)  • fin.ia}’ 


%%r 


Ajoutant  un  troifiéme  arc  ,<?  -aux  ’ arcs  a 8é  b ^ # 
il  • eft  vifible  par  les  équations  M & P'-,  que 
co-fin.  ^ ^ r (**  "d”  ^ rfr  5 ^ 

(corfin.  (a-f-i)-4-  fin.(an^i.)Jj  [co-ün.i^f-b' V ('“*•)  ! fio*  ‘ 
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— î)*  fin. 

[co-fin.((2+i) — V(- 1 ) • • [co-fin.  d — V (~ï)  • fin.</} 

— — • ■ — ■ I II.  — 

" r 

SublHtuant  les  valeurs  de  co-fin.  ( a -+•  ^ ) * + 

V(-0  • fin.  (a-h^),&de  co-fin.  (a  -+-  é ) -r- 
V(-0  •fin.  (a-t-^)  que  donnent  les  équations 
M & P. , on  aura  [ (co-fin.  a H-  \ • fin.  a) 

X ( co-fin.  b -q-  y—  I • fin.  b)  ( co-fin.  d -|- 
yiTT  • fin.  d ) ] : r»  = co-fin.  ( b-\-  d )r\^ 

yiT7  • fin.  ( <2..-4-  b ,-h  d ) , & [ ( co-fin,  a — 

y' I • fin.  û • ) ( co-fin.  b — \/ — i fin.  ^ • ) X 

(co-fin. d— y~  1 • fin.d)]  : r»  =co-fin.  (a-l-^-+-d) 

(. — y( — i) -fin.  (û -f- ^ -h  d ).  Suppo{ànrâ  = 3 
s=  d,  ajoutant  la  derniere  équation  â la  première, 
l’en  retratKJianc  enfuite  , tranfpolant  & divifanc 
par  Z , l’on  aura  les  deux  équations  fuivanres  : 

- co-fin.  } a = , _ • 

[co  fïfl.Vi-;|-y( — i)  — V( — i)-fin./«-]î 

Z-/-*-  * 

-y(  — i)*fin.  3 a = 

[co-fin.  4-}-  y{ — ij-'fin.  a]i  — [co-fin. a — y( — i)*fin.<i]J 

■ ■ ■ ' ■ ' ■-■—■■■»  ..y 

‘ - 

Si  avant  d’ajourer  & de  retrancher  ces  équations 
on  prend  la  racine  cubique  des  deux  membres, 
nous 'aurons  co-fin.  a=  , 

1 • t ■ ' ■ I - ^ 

[co-fin.  34-4- (" ‘ ) ■ ’f'H “h  [co-fin. 3fl7-y(-i) • fin.34)»; 

-I  " t / 

V(—  I )-fin.-  ' , ■ ■ ' 

[co-fin.  3 4 -4-  y (- 1 ),-  fin  } 4]  î — [co-fin.  j a—  y (- 1 ) • fin.  dp. 

■■■  I ■ ^ .'■Il  ■ » I I . I I ^ — • 

- —1  ■ . . ■ ^ 

tis  — - , r, 

XT  f 

En  général  l’analogie  fait  afièz  ’ voir  qu’on  aura  , 
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ayant  attention  de  divifer  la  formule  du  finus 
par  \/( — i)  , les  formules  fuivanres  : co-lîn.  na=s. 

[co-fin.  4-4"V { — i)-fin.  [co-fin. — y'( — i)-fin. a]» 

' 2-r»-*  * 

fin.  n fl.— 

[co-fin. a-f-y'C — i)-fin.a]"  — [co  fin.  a — V(— i)-fin.  a] • 

V ( — *)•  ■ 

De  ces  formules  on  déduira  aifémcnt  par  le  fii- 
nome  de  Newton  , celles  dont  nous  avons  parlé 
ci  - deflus  , mais  elles  fe  trouveront  divifées 
par  r*“  ‘ } de  forte  qu’en  fuppofant  co-fin.  , 

fin.  a =:  b y l’on  aura  les  formules  fuivantes  : 

fin.  na  = r— b p*"*  é* -f- 

Lx  ^ 1-2'}  ^ 


& CO -fin.  na 


n(  n—\)  (a.— 2)  («  — j)  , 


Cn-(n — I ) 

P- 

— — &C.T  : r"  " 


Si  l’on  fuppofe  l’arc  a infiniment  petit , Con 
finus  fe  confondra  avec  cet  arc , & fon  co-finus 
fera=r,  & pour  que  l’arc  foit  d’une  grandeur 
finie  ; il  feudra  fuppofer  n infiniment  grand  , & 
alors  les  produits  n*(n — i)  , n(n — i)  {n — i) , &rc. 
fe  réduiront  aux  pnifiances  fécondé , troifiéme.  Sec. 
de  n félon  le  nombre  des  fixâeurs  de  ces  produits  : 
car  dans  - cette  'fuppofition  tn  — i = n , n — i 
*=  n y ôcc.  F^ant  donc  l’arc  fini  n-a==d,  on 
d 

aura  — = a s=  fin.  a , — =»=  (fin.)*  à = b*  ( en 

« w i 
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di 

iuppofanrfin.  a=!^l>),  — = A’ , &c.  & co-fin.  a=i 

^=p  3 ainfi  toutes  les  puifiànces  de  p = co-fin.  a 
feront  = à Tunité.  Subftituant  ces  valeurs  dans 
les  formules  ci-delfus  & fuppofant  r = i , Ton  a 
les  formules  fuivantes  : 

. rf»  . 

fin.  na  = fin.  d-=i  d — 


II-3 


dy 


&C. 


d\ 


co-fin.  n a ■=  co-fin.  d = i ^ — h 


d* 


1 • 1 


&C. 


itxj-4-5-6 

177.  Corollaire.  Puifque  r étant  = i j 
on  a.  cane,  a = — , il  fuit  des  deux  for- 

° CO  Im.  a 

mules  précédentes  qu’on  aura  tang.  na  = cang.  d 


d— 


di 


I »•  î 


-4- 


.45 


I 1-3-4-5 


&C. 


d‘^ 


l 'l, 


II-3-4 


&c. 


178.  Remarque.  Parce  que  ( 133  ) fin=. 


t • co-fin 


, ta  (alùtat  tang  t , onauraco-Zin.  «>»/’ 


-—J — - =*«  Y*  Subftituant  cette  valeur  de  p ims  les  Ibrmules 
ci-dclCu  (176),  fâifant  Une  équation  fra^onnaire  telle  que 
le  premier  membre  ibit  ^ que  U 
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fécond  membre  ait  pour  numérateur  la  valeur  de  lin.  n a , Sc 
pour  dénominateur  celle  de  co-lin.  n a , divifant  de  pjus  le  nu- 
mérateur & le  dénominateur  de  cette  derniere  &aâion  pur 
b*  & les  multipliant  parc”  , on  aura  tang.  na 

! 

, n • [n  — x)  • (n  — 

I • i • 5 

1 • 1 • 3 • 4-  5 J *- 

1 ■ X - - 

r4-&c.] 

I • 1 • 3 • 4 ; ^ 

Cette  expreflîon  eft  compofée  de  la  puiflance  n du  Binôme 
r+  t.  mais  dont  le  numérateu  ell  compofé  des  termes  de 
rang  pair  & multiplié  par  le  rayon  , le  dénominateur  conte- 
nant les  termes  de  rang  impair  : les  termes  du  numérateur  & 
du  dénominateur  ayant  altenutivement  les  lignes  -|-  8c  — . 

Remarque  I.  Enlaifant  r»=  i , cette  formule  deviendroh 
plus  limple. 

Remarque  II.  De  la  formule  co-ftn.  na  •=  p»  —Scc.', 
trouvée  ci-delTus  ( n6) , on  déduit  facilement  lafécante  de 
n a qu’on  peut  exprimer  ainfi  : ~ 


F"~ 


n - {n  — 1 


pn-i  ix  -I-&C. 


• , parce,  que 


les  triangles  c i d,  c <1  n ( fig.  to8  ) , en  fuppofant  l’arc  a B 
H- a,  donnent  c d : c i ::  c a •.  en  , ou  co-lin.  n a : r ::  ri 

Ce.  A 4 ^ k 

co-lin.  na 

I7>.  Problème.  Trouver  U finus  et un  àrc  multiple  de 
tare  a indépendamment  de  U formule  cirdefus  (176).  Faâlânt 
r=~  X , b = a , co-lin.  i = co-lin.  4 = y , lî  dans  la  formule 
&.  (4-f-i)  »=vj8a.'  a CO- lin.  b -f-'  fin.  b co-fin.,  a ,,oii 

‘ ^ fuppofe 
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fuppofc  i fucccflÎTemem  = a , xa  , 3a,  &c.  on  iarà 
Sin.  ^ 

Sin.  xa  s=âs  xj^(i  — g*) 

Sin.  ;a  = (4g*  _i)  y/(j_çX) 

Sin.  4a  = (8g5— 4g)  y/ (i--g») 

Sin.  ya  ==  ( g4..~  tig»  _j_  I J y' ( J — çXjv  - 

Sin.  6 a *=(3^g5  — ?xg3+ég)  y'  (i  — g*) 

Sin.  ra  «•(é4g<  — 8og+  + x4g*  — l)  y'(i — 


Ën  générai  fin. /I  a =•  ' f*~  ‘ — («  — i)  x"‘ 

4-  ■"  ^ j ~ x"-îg*-5  &c.^  y/(, 

Ën  fuppolant  fin.  aB=p , on  troureia 


i g»-l 


Sin.  ^ =s>p 

Sin*  xa  ==  xp  ^ ( I — p*) 

Sin.  ja  ==}/>  — /^pi 

Sin.  4a  =(4p  — 8p3)  y^(i_pl) 

Sin.  y a = ï /*  — iop3  p5 

Sin.  ^a  =^{6p — jips  4-  ^ ( r — p*) 

Sin.  7a  =7p  — y6p34“3i»i’^  — ^4P^ 

Sin.  8 a 3=  8rd. 


Pour  trouver  chacufie  fies  tables  précédertws  , il  i#a  nu*! 
fuppofer  le  dernier  finus  trouvé  = fin.  A , tandis  que  le  finus 
Sc  le  cd-fiiius  de  a feront  toujours  défigftés  pat  p & g , fifilànc 
attention  que  finus  de  a ==.  y ( i — g»  ) ^ 3c  co-fin.  a « 
^ ( * P*  ) > ^ chercher  le  finus  de  a 4"  ^ par  la  formule 
fin.  ( a-d- A ) =3  fin.  a -co-fin.  A 4r  i-Co-fin.  a.  On  Cip- 
pofer=»i. 


* Car  le  quarr'é  i du  rayon  étaqt  égal  aii  quarré  du  finutf 
plus  le  quarré  du  co-finus  g , on  a le  quarré  du  finus  =>  i — a*  . 
écfinu»:^  y(l_gx).  ’ 

Tome  1.  H h 


!■ 
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180.  Problème.  Trouver  les  co-fînus  des  arcs  multipliés 
indépendamment  delà  formule  ci-deffus  ( 176  ).  Si  dans  la  for- 
mule CO  fin.  a + i)  = co-fin.  a • co  fin.  b — fin.  a • fin.  b , 
on  fait  fuccelfivemcnt  b = a,  xa,  3a  &c.  on  aura 

Co-fin.  a ^ q 

• Co'fin.  xa  <=  xq'’-  — I - , 

Co-fin.  5a  = 4^5  — I q 
Co-fin.  4a  = — 8 5*-f-X 

Co-fin.  y a «=i6j5 — xoq^-\-^q* 

En  général,  en  exprimant  le  rayon,  on  a r"~  ' co-fin.na  « 

i«  - • a ”--~r*.x”~i.q"~^  t - il^4.  — Scc. 

* I I • i 

On  peut  aufii  exprimer  les  co-finus  des  arcs  multipliés  pat 
la  table  fiiivante. 

Co-fin.  a =1  y'  ( I — p'  ) 

Co  fin.-  xa  = — 

Co  fin.  3a  = (— 4p*  + i)v'(  I — pi  ) 

Co-fin.  4a  = 8p+  — 8p*-j-i 
Co-fin.  ja  = (16  P*  — V (ï  — P*  ) 

Co-fin.  6a  = — 3xp*-+-48p4  — i8p*-f-x 
Co-fin.  7 a ==  &c. 


Pour  que  les  Commençans  puilTent  mieux  concevoir  la  for- 
mation des  tables  des  Problèmes  précédcns , qoiis  allons  dé- 
fflontr4il  quelques-unes  des  équations  des  deux  premières  ta- 
bles. La  première  fin.  a=  v(  i — Cft  évidente  (note- 
du  n°  179  ).  La  fécondé  fe  tire  facilement  de.la  formule 
fin.  [a-^  b ) = fin.  a • co-fin.  b fin.  b • co-fin.  a =» 
xpq  (en  filppofant  a — b)—xq^  ( i — a*  ).  La  troi- 
fiéme  fe  tire  de  la  même  formule  en  fâifant  b = a a 3 car 
alors  le  fécond  membre  de  cette  formule  devient  fin.  a co-fin.  xa 
-f-  fin.  1 a ■ co  fin.  a=p^  co-fin.  za.  -f-  ip-y*  Or  co- 
fin.z  a =•  V [ I — f i'*)*  ] = ( I — 4P* 

V ( I — 47’*  -f-  4 P^  ) = I — I P*  , parce  que  y*  = i — 
P*.  Subllituant  maintenant  la  valeur  de  dans  xp  ;*,  on  aura 
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fin.  ^ a •=•  I P — 4pî  , troifiéme  équaticm  de  la  fécondé  ta* 
ble.  On  peut  de  celle-ci  tirer  fa  co.rrelpondance  dans  la  pre» 
miere  table , en  fubûituant  pour  p fa  valeur  V ( 1 — ?*  ) & 
rëduifant.  On  peut  voir  par-li  comment  il  faut  s’y  prendre 

Eoiu:  trouver  les  autres  équations  de  ces  mêmes  tables , anflî 
ien  que  les  équations  des  tables  du  dernier  problème. 


( 


i8r.  Problei(E.  Exprimer  Us  puiffancts  des  finus  Sc  ce- 
Jînus  (fan  arc  a par  les  finus  6*  eo-finus  de  cet  arc  ou  de  fies  mul- 
tiples. n eft  vifible  que  les  termes  de  rang  impair  de  la  fe- 
conde  table  de  l’avant-dernier  Problème  donnent  des  puiflan- 
ces  impaires  de  ;> , & les  termes  de  rang  pair  de  la  féconde  ta- 
ble du  dernier  Problème  donnent  des  puiflânees  paires  de  p. 
Maintenant  on  aura  fin.  a—  p \ScAe.  l’équation  — i t 
= co-fin.  t <2  * , on  tirera  1 p*  «=  î — co-fin.  i a.  Paflant  à la 
fécondé  table  de  l’avant  dernier  Problème,  de  l’équation  fin.  3 n 
} p — 4 p 3 , on  tire  4 p 5 *=5=  j p — fin.  3 <2.  Revenant  à la 
fécondé  table  du  derniet, Problème,  l’équation  cp-fin.  4^2  = 8p+ 


réduifant}-; 

vant  ce  procédé  on  formera  la  table  fuivaate.  ’ ' ' 


^ Sin.  a =fin. 


t 

AP* 


I — Co-finé  » a 
! 3 p — fin.  3 a 


)■- 


8 pt  = J — 4 co-fin.  Z + co-fin.  4 a *■  ', 
•*6p’,  !=«iop — 3 fin.3  <2 -{- fin.  f d 
3 i p<  Œ I o — If  co-fin.  ra-\-6  co-fin.4  a — co-fin.  6 a 
' é4p^==3ffin.a — il  fin,  3a-j~7fin.  y a — £0.74 
p*  = &c.  ' • • ...  . 

Jl  cO:  vifible  que  les  puiilances  Impaires  de  p =>  fin.  a (ont 
e^rimées  en  finus  d’arcs  multipliés  , tandis  que  les  puiirân* 
ces  paires  de  p font  exprimées  en  co-finus  d’arcs  multiples.  De 
plus  lit  loi  des  cocfficiens  numériques  eft  la  même  que  celle 
du  binôme  de  Newton , excepté  que  dans Jes  puillànces  paires 

* Voyez  la  fécondé  équation  de  la  fecondc  table  du  dernier  PfoUèma* 

Hh  1 


# 
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le  nombre  abftraît  qui  forme  le  premier  terme  du  fécond 
membre  de  l’équation  , n’eft  que  la  moitié  de  celui  de 
même  rang  que  donne  le  Binôme.  Par  exemple,  dans  laq^- 
triémc  équation en  commençant  par  le  dernier  terme,  ion 
a co-fin.  4 <1  — 4 co-fin.  » a -f-  j = 8/>'^  , on  voit  que  3 eft 
la  moitié  de  6 , coefficient  numérique  du  troifiéme  terme  du 
binôme  a.  b éicyé  i la  quatrième  puiflance.  Cela  pofé  il 
eft  vifible  qu’on  a befoin  de  deux  formules , félon  que  l’expolânC 
de  P eft  pair  ou  impair  j ainli  nous  aurons  x”  “ ‘ p»  =- 

. «•(«  — r) 
‘a-±. — i— — - X 


i *(fin.  a)”  ‘ 


fin.  ( « — 4 ) • « ^ 


■^C\a.naZÇ.nC\n.  (n — -t)' 
n-(n  — I )-{n  — i) 


(n—t) 


• X ■ 3 

llzz. 


fin.(  n — 6)  ' a 


6cc.  f. 
un.  a . 


, n étant 

” • ■ X • X • 3 '•  &Ci 

un  nombre  impair.  On  a renverfé  l’ordre  des  termes  de 
la  ublc  par  rapport  au  fécond  membre  de  l’équation. 
Mais  fi  'n  étoit  un  nombre  pair  , on  aflroit  x”“‘  p"  =- 


(«  — 0, 


) 


co-fin. O • a*. 


*+•  co-fin.  n a -i-  n co-fin.  {n  x ) • a ± 

CO  fin.  ( n — 4)  • 4 ^ . co-fin,  («— 

/ ,1  (/I— 1 ) • (n— x)  -in-r-i)  &c. 

I - X-3-4-&C,;-.  , 

Dans  la  première  formule  dans  laquelle»  eft  un  nombre  ini- 
pair,  les  fignes  fupérieurs  auront  lieu  fi  « ==  4 m -f- 1,  mais  il 
faudra  fe  fcrvir  de  fignes  inférieurs  fia=-4«  — i,»i  étant  un 
mombre  entier  pair  ou  impair**.  Dans  la  féconde  formule  dans 
laquelle  n eft  un  nombre  pair  , ou  fe  fervira  des  fignes  fupé- 
rieurs fi‘d  étant  un  nombre  palronimpair;  mais  I on 

fera  ufage  des  fignes  in^rieurs  fi  n = x m , m étant  un  nom- 
bre impair. 


D^s  la  fuppdfition  de  r > 


Z 1 , co-fîn.  O • a 


■-  co-fici.  O 


♦*  En  fuppofant  « = i , 4 m -f- 1 fera  = or  en  feifant  n 
'=  y , on  voit  par*  la  table  que  les  fignes  fupérieurs  doiv -nt 
• avoir  ’lieu  ; qu’on  doit  fe  fervir  des  inferieurs  en  fuppolànt  m 
^x,&rt-»4OT — i‘==>7. 
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i8x.  Pour  avoir  une  formule  fcmblable  par  rapport  aux 
puilTances  des  co-Hnus  d’un  arc , on  fera  des  deux  prmieret 
tables  des  problèmes  ci  defliis  ( 179  ) le  même  uûge  que  nous 
venons  de  faire  des  deux  dernières , Sc  l’on  formera  la  table 
fui  vante. 

f **=  co-fin.  a 

% I -|-  co-fin.  xa  . - 

4 = } co-fin.  a -f"  co-fin.  J <e 

8 q*  4.  co-fin.  X 4 co-fin.  44 

t6  qf  =10  co-fin.  a-\-  $ co-fin.  J 4 -j-  co-fin.  j a 
jx  q‘  •=  iQ-(- IJ  co-fin.  X 4 -|- 6 co-fin.  44 -j- co-fin. 

64  q7  =35  co-fin,  4 -f-  &C., 

Renverfant  l’ordre,  des  termes  qui  font  à la  droite  du  figne  d’é- 
galité , on  formera  la  formule  fiuvance,  n étant  un  nombre  pair 
puiropair,  x»  ~ ‘ (ca-fin.  a)’>=co-fm^n  a+n  cu-fin.  (n— x)  • a + 

«•(«—!)  ^ n-  (n—  I)  . (n-^t) 

— co-fin. («—4). 4-^ i i — i > X 

r • X 1-1-3 

co-fin.(  n-6)  ■ 4.  • --f. { x-)- h-y)  &c.\ 

\ I • 1 • 3 • 4 &c.  } 

xco-fin.o-4:,  CO- fin. 4,  félon 

que  n eft  pair  on  i^npair.  , 

Remarque.  Il  feroit  facile  d’avoir  rcxpreflîon  des  tan- 
gentes & des  co-tangentes  de  l’arc  multiple  * - 4,  en  fe 

, co-(tn 

-^3^Aco-tang.=.-^_;  car  oo 


fouvenant  que  tamg.  = 


conclueroit  Vilement  que  rang.  a4l< 


fin.  n . 


&C.  De 


même 


co-tang.  n 4 ' 


co-fin.  n a 
fin,  n 4 


CO- fin.  n 4 

‘ .1. 

&C.,  ou  il  fjuldroit  avoii 


égard  à la  nature  dn  nombre  n.  Pour  avoir  la  forraufe  des  co» 
Êcantes , on  feroit  attentipn  que  les.  triangles  femhlahlex  ckm^ 


Google 


* Ceft  le  (mocient'de  i divifd  par  la  formule  de  la  tangente 
(178)  cnfaiiântr===  ï.  ' ' , 

Si , par  exemple  = = 4m  — i,on 

aura  — co-£n.  j d »=  5 ç — 49Î , ou ^ co-fin.  3 «*=  495—— 
i les  mtres  teca\e&(b  la  ixm  o,  ce  ^ui  elt  fiacile 
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fi  eft  un  nombre  pair,  l’on  aura  ± co-fin.  na=i — 

i a3‘4’  i i3-4\î-é 

Le  figne  fupéricur  a lieu  pour  le  premier  membre  de  fé- 
quacion  dans  cette  derniere  formule  du  co-finus , fi  n ==  4m  , 
rnétantun  nombre  pair  ou  impair  tel  que  8 , par  exemple.  On 
fe  Tervita  du  figne  — fi  n = i m . m étant  impair.  Mais  dans  la 
première  formule  du  co-finus,  on  fera  ufage  du  figne  fi  n ra 
4 m + r , & du  figne  — ,fin  = 4/»  — i , m étant  uu  nom- 
bre pair  ou  impair. 

184.  Corollaire.  Si  l’onfiippofe  fin.  a = x,  fin.  3 <»=» 
h f n = ^ , l’on  aura  pat  la  fécondé  formule  du  Problème,  l’é- 
quation 4*3  — jx-Vé=o  , équation  qui  cft  dans  le  cas 
irréduéfiÙe , b étant  plus  petit  que  i — r ; & les  trois  racines 

de  cette  équation  font  fin.  ~ , fin.  ^ ? fin. 

3 3^3 

défignant  la  circonférence  du  cercle;  car  les  finus  de<z,d-|-is, 
1 m font  égaux.  Si  b avoit  le  figne  — , la  ttoifiéme  for- 
mule donneroit  la  même  équation  avec  cette  différence  que 
b auroit  le  figne  — , & les  racines  feroient  dans  ce  cas 

cofintf  r w-f-<  -im-J-tf  - 

, co-lm.  , co-Iin. ; car  co-un.  4 , 

3 3 3 . , 

co-fin.  [m  -4-' a) , i co-fin.  a)  font  des  quantités  égales , 

& de  plus  la  fomme  de  ces  racines  eff  — o , ce  qui  n’efl  pas 
furprenant,  parce  que  toutes  n’ont  pas  le  même  ligne.  Si  par 
exemple  l’arc  a eft  de  90°  , les  trois  racines  feront , Cn  fuppo- 
fant  r = I , X , T , — i dont  la  fomme  = o. 

De-là  on  peut  tirer  une  méthode  pour  réfoudre  toute  équa- 
tion du  troifiéme  degré  dans  le  cas  irréduéfible.  Soit  l’équa- 
tion *3  — d X ±q  ^ o (ju’on  fuppofe  dansle cas irréduélible, 
la  comparant  avec  notre  équation  4^3  — ^x±  b<=^  o , ou 

S X T^b 

(divifant  par  4 & exprimant  le  rayon)  *3  — ê ± — *=ao, 

4 _ 4 

nous  aurons  “ q.  De  la  première  des  dcBX 

4 4 , • 

d comprendre  en  failànt  attention  que  -r-  9 e&  alors  = o , 
ce  qui  rend  le  troifiéme  terme  = o.  D’aill.eurs  l’expolânt  de 
Steneut  pas  être  plus  grand  que  a«  ' 

Hh  4 
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Jernicres  équations  on  tire  r*  = — ,oar  = 

de  la  fécondé  en  üibAituant  }a  valeur  de  r*,  ou  de  l fl  Top  ne 
PC  ^eut  pas  introduire  r,  on  tire  il  = Faifantr  (rayon  de 

réquation)  ou  i (fl  r n'eft  pas  exprimé)  : h ou  ^ ^ î 

^ R ( rayon  des  tables  ) : ^ , ce  ^u^triéme  terme 

étant  cberché  dans  les  tables  donnera  le  Anus  d'un  arç  a û S 
cA  pofltif,  ou  fbn  co-flnus  û i tü  négatif,  & les  racines  feropt 

telles  que  nous  venons  de  le  voir , c’eA-à-dire  ^ * = fin.  — , 

^ fU  — ^ A » éf 

f œe.  «n.  — — ^ &c. , OU  X co*lm.  — > * ■= 

i8y.  Problème.  Couper  la  circonférence  iun  cercle  en  un 
nombre  rn  de  parties  éffales  par  des  lignes  tirées  £un  point  m 
fi  tué  fur  Le  diamètre  du  cercle,  mais  hors  du  centre.  Avant  de 
réfoudre  ce  Problème , qui  renferme  le  célébré  Théorêrne  de 
M.  Cotes , nous  dlons  établir  dçux  Lemmes, 

Lemme  I.  Soit  Harc  a b = s»  ( fig.  1 1?  ) , fonjeo-finus  sp 

•=  — ,sm  , je  dis  que  hip  = L*  — xz*d-r',ea  fai- 

fant  s a — sg  = r.  Car  {hp)'  = ( r i)‘  — {^pY  = 

> & (è  m)'  =(ip)l  -j-  {pmY  , à caufo  da  triangle 

T 

JC  X 

‘ reéhngle  wjor  p m *=  ——  — i^otxpm  félon 

que  le  point  m tombe  de  différens  côtés  de  é p par  rapport  a» 
centre  s : mais  dans  l’un  & l’autre  cas  (p  m )‘  = {^  — î * “h 

**  X* 

—,  Çette  quantité  éçant  ajoutée  à ( ép)'=r^ 

donne  (i  m)^  = ç*  — ç x -f-  r*!. 

L E M M E 1 1.  Si  dans  la  formule  ci-dtjfus  ( 1 80  ) ç"  " ^ x 
ço-.fln.  na»=!»""'  q»  ~ — — 
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Xr4  x”“  — &c.  on  multiplit  Us  deux  membres  par  i , 

qu'on  fajfe  x==iq,o«^=*=-^6'  co-fin.  n a = C , il  eji 

évident  qJhn  aura  x*  — nr^  x"“‘  4'  — ^ r*  X 

x»-4 « • ( ” 4) • ( « f_)  ^c.  = X C • r"~*. 

. I • I • 3 

Si  on  fuppofe  fucceiriycment  n = o , i , x , 3 , &c.  on  aura 
X .co-fin.  (O  • a)  — x r.  On  aura  encore 

J -co-fin.  J ■ a = X 1 

X • co-fin.  X • <t  = — xr^  V«=xc-r"-», 

X • co-fin.  3 - U = xi  — 3J-^x*J 
&c. 

X étant  le  double  co-finus  de  l’arc  fimplc.  Si  dans  les  équa- 

lions  que  nous  Ycnons  de  trouver , on  fait  x = j -f-  , 

on  aura  pour  le  double  cp-finus  deo-a,  i-a,  x-a,  &c.  ces 

-, 

autres  valeurs  xr,  3;  -j » + — > î’  “I"  TT’ “ 


général  ç* 


pi  » 


î ■ ‘ ■ r ' ‘ 

xc  • , ou  faifam  dilparoîtrc  la 

fraétion  & tranfpofant,  3;  ^ " — x c r"  “ * 3 " -f-  "-^o.  Mais 

çette  équation  a pour  racines  ks  doubles  co-finus  de  a,  a -j- 

a-l-^ , 4-{-~,&c.  I»  défienant  la  demi-drçon* 
a * ' rt  n * ° 

férencc  du  cercle  , & a l’arc  dont  le  double  co-finus  = x c. 
Mais  le  double  co-finus  de  a eft  ==x  ( par  fuppofition)  ,&  dé- 
fignant  par  x' , x"  , x'" , &c.  les  doubles  co  finus  de  a -j- 

xm  , 4«  , , r^  , 

— , a -I-  — , &c.  on  aura  r-| *>?H * 

&c.  pour  les  fefteuts  de  l’équation  trouvée  ; or  ces  fadeprs 

/•l 

doivept  être  chacun  «=  p , ce  qui  donne  3 -r|-  — x •=  o , 


* L’équation  du  double  co-finus  de  o-a  , ccft-a-diie  , 
X- co-fin.  o-a)  = xreft  évidente.  Les  autres  peuvent  fe  dé- 
duire de  la  formule  , ou  de  la  première  table  du  n°  ( 18,0.)  j 
pourvu  qu’on  foroïc  cçttç  ;abk  en  exprimant  le  ça]ron  r.. 


r 
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d’oi\ l’on  tire  ç’-  — ==o  &c.  ; donc  l’équation  pré- 

cédente eft  compoféc  d’un  nombre  n de  trinômes  { a:  -f- 
^ — J at" -f- /■* , &c.  *.  Venons  main- 
tenant à la  Iblution  du  Problème. 

Il  fuit  de  ce  que  na^  venons  de  dire  , que  l’équation 
J-’-* — = O eft  le  produit  de  tous  les 

quarrés(ém)^  , (cm)‘,&c.;  donc  li  on  fuppofe  c = — r, 
typothefe  qui  renferme  .que  la  demi-circonférence  eft  di- 
-vifée  en  un  nombre  n de  parties  égales , & par  conféquent 
la  circonférence  en  un  nombre  1 1 des  mêmes  parties , les 
x'',  x'  , x'' , &c.  donneront  les  doubles  co-ilnus  des  arcs  a , 

3 <r,  y a , &c.  ; puifque  dans  ce  cas  ^ =u.  Donc  les  produits 

— r-  X f -f-  — Ae'  ç -f>  &c.  dénotent  les quarrésdeS 

roites  p.nrescm,  mf , &c.  Si  l’on  extrait  la  racine  quar- 
rée  de  j — % cr”~  ' i*  r^”  en  faifaat  c = r ^ on  aura 
jn  — r”  = mc  X mf,  &c.  En  effet  ^ dans  la  fnppofition  de 
<=»r,  fùppofition  qui  défigne  que  la  circonférence  entière  eft 
divifée  en  un  nombre  n de  parties  égales  , l’arc  eft  >=  o , & 
fon  co-(ïnus  eft  évidemment  égal  au  rayon , ou  ==  -j-  r,  &l’on 
a la  racine  que  noos  venons  de  trouver  : mais  dans  la  fuppolî- 
tion  de  c •=  — r , c’eft-à-dire , dans  la  fùppofition  de  c né- 
gatif, on  a ir"  ç*-|-  =»o  , dont  la  racine  eft 

r»_|_ync=ffiix  &c.  c’eft-â-dire , que  cette  racine 
dénote  le  produit  des  droites  impaires  mb  , md  , &c.  j 
donc(f" — /•  ” ) X (ç  ” -f-r  ” ) = J ^ •>(  me 

y.  md , &c.  équation  qui  renferme  la&liuion  du  Problème, 
& le  célébré  Théorème  de  M.  Cetes. 


* Ainfi  cette  équation  eft  réfoluble  en  un  nombre  n de 
trinômes. 

' **  Cette  équation  eft  évidemment  réfoluble  en  r n faéfeurs  ; 
puifque  fes  racines  font  au  nombre  de  rtzj  & parce  que  l’é- 
quation -f-  ” ==o,  eft  compoféc  d’un  non> 

bfe  n de  fafteurs  trinômes  , elle  eft  réfoluble  en  im  nombre  n 
de  ces  fafteurs.  De  plus  parce  que  les  racines  réelles  d’une  équar 
tion  donnent  chacune  un  fafteur  fimple  réel , les  racine» 
imaginaires  & trouvant'  tpu|ours  en  nan^P  pair  dans  an|; 
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i8é.  Remarque.  La  circonfifrence^iam  divifée  en  un  nombre 
X n départies  égales,  chacun  des  fâfteurs  {"—r”,  f’-f-r», 
reprélente  toutes  les  droites  paires  , ou  toutes  les  droites 
impaires  : car  il  ne  peut  repréfenter  à la  /ois  les  unes  & les 
autres  , puifoue  chacun  n’a  qu’un  nombre  n de  dimen- 
llons.  Mais  le  néleur  ^ " — r " , qui  répond  à la  fuppoCtion 
de  c = + r , doit  évidemment  repréfenter  la  droite  qui  ré- 
pond à l’arc  o-a  = o,ouOT4,&  comme  il  ne  peut  repré- 
fenter deux  droites  de  fuite  j il  ne  peut  repréfenter  m b.  Si 
on  fuppofe  /J  = f J il  eft  vifible  que  le  faéteur  ç ” + r * doit 
reprélenttr  la  droite  m ^qui  répond  i c=  — r.  Donc  il  nç 
peut  repréfenter  ma  , donc , &c. 

Trigonométrie  Sphérique, 

187.51  un  angle  folide  C(fig.  130)  eft  formé  par  trois  angles 

{>lans  AC  B,  ACD,  BCD  (que  nous  appellerons  côtés  de 
'angle  folide  ) ; ces  angles  auront  pour  mefure  les  arcs  AB, 
AD,  BD  décrits  entre  leurs  côtés  du  point  C comme  centre;&  ft 
nous  fuppofons  que  ces  arcs  font  décrits  avec  le  même  rayon , 
l#point  >>'  pourra  être  regardé  comme  le  centre  d’une  fphere; 
ces  arcs  feront  des  parties  de  trois  grands  cercles  de  la  Iphere  : 
Reformeront  un  triangle  B AD  qu’on  nomme  trian^U  Jphi~ 
rique.  La  trigonométrie  (phérique  s’occupe  de  la  réfolution 
de  ces  fortes  de  triangles  comme  la  trigonométrie  plane , ou 
reéiiligne  (c’eft  celle  dont  nous  avons  déjà  parlé  fous  le  nom 
de  trigonométrie.)  traite  des  triangles  reélilignes , c’eft-à-dire  , 
des  triangles  dont  tous  les  côtés  font  des  lignes  droites.  Poiv 
mefurer  un  angle  iphérique  , tel  que  l’angle  B , par  exemple , 
il  fuftit  de  trouver  la  mefure  de  l’angle  formé  par  les  deux  plans 
A Ç B , D CB  qui,  en  fe  joignant  dans  la  ligné  B C , forment  cet 
angle;  mais,  lelon  ce  qu’on  a dit  ci-demis  ( n'’  83  ) , un  tel 
angle  eft  égal  à celui  que  formeroient  deux  perpendiculaires 
menées  à la  ligne  B C par  un  même  point  c , par  exemple , 


dquation,  Sc  telles  que  leur  produit  deux  à deux  eft  un  faéieur 
rationel  du  fécond  degré,  il  s'énfuit  que  toute  équation  ratio- 
helle  eft  réfoluble  en  feéfeurs  réels.,  fimples  ou  doubles,  ou  en 
partie  fimples  & en  partie  doubles.  . ’ 
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l’une  dans  le  plan  D C B , l’autre  dans  le  plan  ABC.  Mais  ces 
lignes  écantperpendiculaires  au  rayon  commun  B C desarcs  BA 
& BD  feroienc  évidemment  des  tangentes  de  ces  arcs  ; donc 
en  général  un  ang!^  Iphérique  quelconque  formé  par  deux  arcs 
de  grands  cercles  fur  la  furwe  d'une  fpnere  ell  égal  à celui  que 
forment  entr’elles  les  tangentes  de  ces  a^cs  menées  au  point 
oii  .Is  fe  rencontrent. 

l88.  Un  triangle  fphérique  AED  n’eft  autre  chofe  qu’une 
partie  d’une  furlàce  Iphérique  terminée  par  trois  arcs  de  grands  . 
cercles  de  cette  Ipherc  A B , A D , B D , qui  font  les  côtés  de 
ce  triangle,  dont  les  angles  A,  B,  l!)  font  les  mêmeÿque  ceux 
que  fonneroient  les  tangentes  de  ces  arcs , menées  au*  points 

À,B,D 

Les  angles  plans  A C B , A C D , B C D , qui  (ont  les  côtés 
de  l’angle  folidè^C,  ont  pour  mefure  les  arcs  AB  , AD  , BD 
qui  forment  le  triangle  fphérique  A BD.  Et  fi  l’on  exprime 
les  côtés  & les  angles  d’nn  triat^le  (phérique  par  degrés  , mi- 
nutes , fécondés  , tierces , &c.,  ces  nombres' feront  les  me-» 
fores  des  côtés  & des  angles  de  l’angle  folide  AC  BD. 

i8^.  On  peut  facilement  concevoir  la  conftruélion  d’un 
angle  folide  de  trois  côtés  , & d’un  triangle  (phérique  de  la 
maniéré  foivante.  On  prendra  pour  bafe  un  feéleur  de  ccrc^ 
AC  D ( fig.  1 3 1 ),  & l’on  mènera  par  fon  centre  une  ligne  C E 
perpendiculaire,  ou  inclinée  au  plan  du  (efteur.  On  décrira 
enfiiite  du  centre  C & dans  le  plan  ACE  un  arc  AE  qui  ter- 
minera le  fedfeur  ACE,  on  décrira  de  même  avec  le  rayon 
D C ■=  AC  l’arc  ED  qui  terminera  le  fefteur  E C D.  Le  fec- 
teur  A C D qu’on  prend  pour  ba(è  étant  fuppofé  plus  petit 
qu’un  demi  cercle  , fon  fopplément  à 360  degrés  fera  plus 
grand  qu’un  demi-cercle  ; & l’angle  qui  fora  oppolé  à ce  fop- 
pléincnt , fera  le  fopplément  de  1 angle  AED.  Mais  celui-ci 
vaut  moins  de  deux  angles  droits , puiîque,  fi  l’on  confit  le 
plan  du  fefteur  ACE  prolongé,  les  plans  AED,  A CE  for- 
meront deux  angles  de  fuite,  qui  ne  vaudront  que  deux  angles 
• droits  j donc  fi  un  angle  AED  vaut  moins  de  deux  angles 
droits,  le  côté  oppofé  vaudra  moins  de  180°  , & le  côté  op- 
pofé  au  fopplément  de  cet  angle,c’e1l-à-dire,  le  côtédppofé  à un 
angle  faillant  ou  extérieur  & fopplément  à 3 60?  de  l’angle  AED^  > 
vaut  plus  de  180°.  Mais  dans  la  trigonométrie  (phérique  on 
pe  cqnfiderc  pas  ces  fortes  d’angles  , ni  les  côtés  qui  leur  font 
eppofés  j ainfi  dans  la  fuite  il  ne  fera  queftion  que  des  tciaogle) 
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dont  tous  les  angles  & les  côtés  (ont  moindres  ^ue  180'’.  Au 
relie  fi  un  des  angles  du  triangle  eft  droit , le  triangle  Iphéri- 
quc  eft  appelle  rcttangle,  le  côté  oppofé  à l’angle  droit  prend 
le  nom  üh-^pothinuft , l’on  nomme  baje  l’un  des  autres  côtés, 
& le  troifieme  s’appelle  la  perpendiculaire.  Si  aucun  des  angles 
n’eft  droit , le  triangle  fphérique  fe  nomme  obli^uangle. 

Dans  la  fuite  lorlqu’il  fera  qiidlion  d’un  triangle  fphérique 
reftangle  , nous  délignerons  fa  bafe  par  B oué,#e  côté  perpen- 
diculaire par  P ou  P,  l’hypothénufe  par  H ou  A , l’angle  droit 
par  R ou  r , l’angle  compris  entre  l’hypothénufe  & la  bafe  , 
& oppofé  à la  perpendiculaire  par  M ou  m , & enfin  l’angle 
opp^  à la  bafe  , & formé  par  la  rencontre  de  l’hypothénulê 
te  du  cAté  perpendiculaire  , par  N ou  n. 

ijo-ThÉoremb.  Dans  un  triangle  fphérique  reflangle  NRM 
(fig.  131)  y fi  Cangle  M eft  plus  petit  ou  plus  grand  quun  angle 
droit  , le  côté  P qui  lui  eft  oppofé  fera  plus  petit  ou  plus  grand 
quun  quart  de  cercle  ; fi  l'angle  M eft  droit  , le  côté  P 
Jera  un  quart  de  cercle.  Je  fais  pafiçr  par  la  ligne  C M 
dans  laquelle  le  plan  de  l’hypothénufe  coupe  le  plan  de  la  balê, 
un  plan  MCD  perpendiculaire  au  plan  de  la  bafe;  cela  pofé, 
puifque  le  plan  F eft  prrdendiculaire  au  même  plan  B,  DC 
commune  interfeftion  des  plans  P & MCD  fera  perpendicu- 
laire à B ( voyez  le  n®  8i  ).  Donc  le  point  D fera  éloigné  du 
plan  de  la  bafe  de  $0  , en  comptant  cette  diftance  fur  lin  grand 
cercle  de  la  fphere  dont  le  point  C eft  fuppofé  le  centre  ; & 
par  conféquent  DR  & D r lcront  des  quarts  de  cercle.  Donc 
le  côté  N R fera  plus  petit  qu’un  quart  de  cercle,  ou  égal  d un 
quart  de  cercle , ou  plus  grand  qu’un  quart  de  cercle  , félon 

3ue  M fera  pluj  petit  qu’un  angle  droit , qu’il  fera  un  angle 
roic  , ou  plus  grand- qu’un  angle  droit.  Car  fi  M = 90"^°  , 
MN  tombera  fur  DM;  puifque  l'angle  D MR  eft  droit , le 
point  D étant  éloigné  du  plan  B de  90  degrés.  Si  M 90°  , 
l’arc  MN  fera  fitue  entre  le  plan  DCM  & la  bafe;  donc  le 
point  N fera  éloigné  de  B de  moins  de  90°  , mais  il  fera 
éloigné  de  B de  plus  de  po^'  fi'M^po®  : parce  qu’alors 
M N fera  fitué  au-delà  du  plan  DCm  , c’eft-à  dire  , fera 
fitué  entre  ce  plan  & le  prolongement  de  celui  de  la  bafe. 

Corollaire.  En  prenant  r pour  bafe,  B devient  le  côté 
perpendiculaire  ; donc  N feraauÆ  de  même  é/pece  que  le  côté 
oppofé  , c’eft-à-di’-e  , que  .l’angle  N fera  aigu,  droit  ou  obtus  , 
fclon  que  B fera  ^ 50° , bu  = 90° , ou^  90°  j de  forte 
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qu’un  angle  fîtuë  fur  l’hypochénufe  efl:  toujours  de  la  même 
elpece  que  le  cocé  oppolê , & réciproquement.  • 

lyi.  Théorème.  Ûans  un  triangle  J'phénqut  rtSangU  fi 
les  côtés  B P font  tous  les  deux  plus  petits  , ou  tous  les  deux 
plus  grands  quun  quart  de  cercle , Ckypotkénufe  fera  plus  petite 
qu’un  quart  de  cercle  ; fi  L'un  de  deux  côtés  efl  plus  grand  6*  l’au- 
tre plus  petit  qiiiin  quart  de  cercle,  l hypotkénufe  fera  plus  grande 
qu’un  quart  d^trcle.  Mais  fi  l’an  de  deux  côtés  efl  un  quart  de 
-cercle,  Chypothinufe  fera  aufli  un  quart  de  cercle.  Dans  le  plan 
RMr  ( fig.  133  ) fur  lequel ell  lituée  la  bafe,  & auquel  le  plan 
RAr  ell  perpendiculaire,  menons  la  ligne  M C oblique  au 
diamètre  R r * , à laquelle  le  plan  D AE  (qui coupe  en  le 
plan  rAR)  doit  être  perpendiculaire  3 donc  la  ligne  AC, 
commune  feéHon  des  pdans  ADE , R A r.perpendiculaires  au 
plan  RMr  , fera  perpendiculaire  fur  ce  dernier  plan  & fur 
la  ligne  r C R lituée  lur  RM  r 3 les  angles  A C R , A C r fe- 
ront droits , & les  arcs  AR  & A r feront  des  quarts  de  cercle.  . 
Les  angles  formés  par  la  ligne  MC  & toutes  celles  qu’on 
peut  mener  par  le  point  C dans  le  planDAE,  feront  droits 
(8i).  Donc  M C G fera  droit,gCM,aul|î-bien  que  NCM.fera 
•<^5o'’3mais  MC  <» fera  90".  D’od  il  fuitquedans  un  trian- 
gle Teftangle  fphérique  NR  M , dont  les  côtés  B , P font  plus 
petits  qu’un  quart  de  cercle  , l’bypothénufe  N M ell  plus  petite 

3ue  le  quart  de  cercle  G M.  De  même  dans  le  triangle  M .'N , 
ont  les  côtés  Nr,  Mr,  c’eft-à-dite,  B & P font  plus  grands 
qu  un  quart  de  cercle  , l’hypothénufe  MN  eft  plus  petite  qu’un 
quart  de  cercje.  Mais  dans  le  triangle  fphérique  M R dans 
lequel  nR  ou  P ,cft  plus  grand  qu’un  quart  de  cercle , tandis 
que  M R ou  B eft  plus  petit  qu’un  quart  de  cercle , l’hypothé- 
nufe M/i  fera  plus  grande  que  le  quart  de  cercle  Mg.  De  même 
dans  le  triangle  fphérique  r M n , dans  lequel  /i  r ou  P eft  plus 

Setit  qu’un  quart  de  cercle  , & rM  ou  B plus  grand  qu’un  quart 
e cercle,  l’hypothénufe  eft  plus  grande  qu’un  quart  de  cercle. 
Mais  fi  P devient  A R,  alors  l’hypothéoufe  mefiirant  l’angle 
droit  ACM,  devient  un  quart  de  cercle. 

Corollaire.  De-làil  fuit  réciproquement  que  l’hypothc- 
nufe  d’un  triangle  fphérique  étant  aigue,  c’eft-à  dire,  moin- 
dre qu’un  quart  de  cercle.)  les  deux  côtés  P Se  B feront  tous  les 

, l'f-i I . - , ..  . ii< 

' * Il  &UC  concevoir  que  ta  ligne  R r , dont  une  partie  eft  ponoudé  , 
palfeparle-ccnire  C de  la  Iphetc.  ' '‘i'  ■"* 
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deux  plus  grands  ou  plus  petits  qu’un  quart  de  cercle, fi  l’iîypo- 
théniue  eltobtufe  ou  plus  grande  qu’un  quart  decercle,  l’un  des 
côtés  fera  plus  grand  & l’autre  plus  petit  qu’un  quart  de  cercle  ; 
mais  fi  l’hypothénufe  eft  un  quan  de  cercle , l’un  des  côtés  au 
moins  fera  un  quart  de  cercle  ; car  il  eft  vifible  que  B & P peu- 
vent être  à la  fois  des  quarts  de  cercle. 

ipi.  Remar-que.  Si  l’hypothénufe  eft  moindre  qu’un 
quart  de  cercle , le  triangle  fera  ou  N MR  dont  les  côtés  P & 
B font  moindres  qu’un  quart  de  cercle,  & dont  les  angles  M & 
N font  aigus,  ou  NMr  auquel  le  premier  triangle  N MR  eft 
contigu.  Si  l’hypothénufe  eft  plus  rarnde  qu’un  quart  de  cer- 
cle , le  triangle  fera  ounMRou^ttr  ; mais  «Mra  pour 
triangle  contigu  un  triangle  fitué  de  l’autre  côté  du  plan  RA  r , 
dont  l’hypothénufe  éft  le  fupplémentde  l’hypothénufe Mn,& 
par  conféquentplus  petite  qu’im  quart  de  cefcle,&dontlabafeeft 
fupplément  de  labale  M r &=  MR,&  par  conféquent  aulfi  plus 
petite  qu’un  quart  de  cercle.  Mais  r n ou  le  côté  perpendiculaire 
eft  aufli  plus  petit  qu’un  quart  de  cercle  ; donc  tous  les  côtés  de 
* ce  triangle  feront  plus  petit  chacun  qu’un  quart  de  cercle,  & par 
* conféquent  les  angles  (itués  fur  l’hypothénufe  feront  aigus  *.  H 
y aura  aulfi  fur1a  bafe  CMR  un  triangle  contigu  au  triangle 
n M R,  dont  l’hypothénufe  ( fituée  au-delTous  de  la  bafe  ) fera  le 
fupplément  de  M , & dont  ^e  côté  perpendiculaire  ( fitué  aulfi 
au-delTous  de  la  même  bafe  ) fera  fupplément  de  n R.  On  voit 
donc  qu’un*triangle  Iphériqne  reélaiigle,  dont  l’un  des  côtés  eft 
plus  grand  qu’un  quart  de  cercle  , a un  triangle  contigu,  dont 
les  côtés  font  moindres  qu’un  quart  de  cercle  , dont  la  bafe  & 
les  an  As  fur  l’hypothénufe  font  aigus  or  les  côtés  & l’hy- 
pothénulè  de  ce  triangle  que  nous  appelions  contigu  , font 
toujours  égaux  aux  côtés  & à l’hypothénufe  de  l’autre  où  font 
leurs  fupplémens. 

153.  Problème.  Dans  un  triangle fphérique-redangle ^ 
dont  Us  côtés  /oient  moindres  qu'un  quart  de  cerdc^Gr  dont  par 
(onféquenc  les  angles  fur  Fhypothénufe  /oient  aig^^  étant  don- 


* L’efpece  de  l’hypotbénufe  détermine  refpece  du  triangle.  Or  l'hypa- 
thdnufe  eft  plus  petite  ou  plus  grande  <Ri’un  quart  de  cercle . ou  cite  eft 
dgale  à un  quart  de  cercle.  Mais  parce  qu’on  peut  regarder  l'angle  droit 
comme  le  plus  grand  des  angles  aigus , ou  comme  le  plus  petir  des  an- 
gles obtus  , on  ne  diftingue  que  deux  efpeces  de  triangles  fpbériques- 
reêlangles  , l’une  , dont  l'hypotbénufe  eft  plus  grande  qu'un  quart  de 
cercle  , l'autre , donc  rbypothdnufe  eft  moindre  qu'un  quart  de  cercle. 
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nés  y ou  Us  deux  angles  aigus  ou  les  deux  côtés , ou  un  angle  aiguff 
un  côté,  ou  l’hypothénufe  avec  un  angle  aigu  ou  avec  un 
côté , rifoudre  ce  triangle.  Ayant  pris , au  lieu  du  triangle 
Iphériquc , un  angle  folide  de  trois  côtés  N CM  R ( fig.  1 3 4 ) , 
tel  que  R M ibit  perpendiculaire  fur  M C , & que  les  plans 
M N R , NRC  foient  perpendiculaires  fur  la  bafe  R C M 3 N R 
commune  interfeérion  de  ces  derniersplans  fera  perpendicu- 
laire à la  même  bafe  R C M,  aullî-bien  qu’aux  lignes  R C , R M 
dcuées  fur  cette  bafe  & palTant  par  le  point  R.  Mais  la  ligne 
MC  lîtuée  fur  le  plan  RMC  perpendiculaire  au  plan  NM  R 
& perpendiculaire  à la  commune  interfeftion  RM  de  ces  plans, 
ed  évidemment  perpenorculaire  au  plan  N R M auHl  bien  qu’a 
la  ligne  MN.  Dbnclcs  trianglesNRC,  RCM,  NCM&  NRM 
feront  tous  reélangles,  & l’angleM  del’anglcfolideferalemême 
que  l’angle  M de  l’angle  plan  NMR  ( 83  ).  Suppofons  mainte- 
nant qu'on  développe  ces  triangles  fur  un  plan  (fig.  : 3 î ) , 
& qu’on  emploie  les  mêmes  lettres  dont  on  s’eft  fervi  dans 
l’angle  folide  trilatere  ; il  eft  vifible  que  les  triangles  RCM, 
NCM  rcftangles  enM  donnent  CM^MN  ::  ruang.H  * , &• 
CM: MR  ::r;tang.  B.  Donc  CM;r::  MN:tang.  H & CM:r  * 
:: MR: rang.  B,  & partant  MN:MR  ::  tang.  H:  tang.B. 

Le  triangle  NRM  donne  MN  : MR  r:co-fin.  M.  De 
cettel  analogie  & de  la  précédente  on  peut  en  tirer  cette  autre. 

I.  r : co-fin  M . ; tang.  H : tang.  B,ou  r ; co-fin.  M ‘ : co-tang.  B 
: co-tang.  H 3 parce  que  (•134)  les  tangentes  foftt  en  raifon 
inverfe  des  co  tangentes. 

Mais  il  eft  vifible  qu’on  peut  changer  les  dénominations  M , 

N en  mettant  l’une  à la  place  de  l’autre , fi  l’on  ^welle  B 
ce  qu'on  vient  d’appeller  P ^ & réciproquement  3 donPou  aura 
/•:co-fin.  N ::  co-tang.  P : co-tang. H. 

Mais  fi  l’on  prend  N C (qui  fe  trouve  deux  fois  dans  la  figure) 
j>bur  rayon  , le  triangle  M C N donnera  N C : r ; ; M N : fin.  H , 
tandis  que  le  triangle  NCR  donne  N C : r ; : NR  : fin.  P.  Donc 
MN:NRAfin. PLfin.  P.  D’un  autre  côté  le  triangle  NRM 
£ût  voir  qu^4  M : N R : : r:  fin.  M 3 donc 

II.  r:fin.  M ;:fin.H:fin.  P , & en  changeant  cntr’elles  les 
jjéuominations  M & N , B & P , r : fin.  N ; . fin.  H : fin.  B. 

* » H défigne  l’angle  M C N ou  Parc  qüi  mefure  cct  angle,  ou  Pliypothd- 
nufe  du  triangle  fphériqne  currerpondant , B défigne  la  bafe  du  inéine 
triangle  fphérique  , ou  l’arc  qui  mefure  l’angle  RMC  . & P la  perpen- 
diculaire ou  le  côté  perpendiculaire  du  même  triangle  fpbétique. 

Maintent^c 
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Maintenant  fi  l’on  prend  RC  pour  rayon,  le  triangle  RCM 
donnera RC:r::RM:fin. B ÿ mais  par  le  triangle  NRC*-,- 
R C : r : : N R : tang.  P.  Dohc  R M r N R : : fin.  B ; tang.  P; 
D’un  autre  côté  le  triangle  N R M donne  R M : R N : ; r : 
tang.  Mj  c’eft  pourquoi  l’on  a cette  troifiéme  analogie. 

LI.  r : tang.  M fin.  B : lang.P,  ou  r : fin.  B ::  tang.M  : 
rang.  P,  ou  /•  : fin.  B ::  co-tang.  P : co-tang.  M ; & en  chan- 
geant les  dénomi nations,  r : fin.  P ::  Co-tang.  B : co-tang.  Ni 

Par  la  féconde  analogie  , on  a les  deux  proportions  fui- 
Vahtes , r : fin.  H ::  fin.  M : fin.  P , & r : fin.  H :: 
fin.  N : fin  • B.  Donc  fin.  B : fin.  N ::  fin.  P : fin.  M; 
de  cette  analogie  & de  la  troifiéme  r : fin.  B ::  co-tang.  P ; 
co-tang.  M,  on  tire  aifément , en  multipliant  par  ordre,  r; 
fin.  N fin.  P X co-tang.  P : fin.  IVl  ■ co  tang.  M.  Et  parce  que 
^131)  r:  fin  Cd-tang  ; cd-fin,  ou  r • co  fin  = fin.  cd-tang  ; 
fi  au  lieu  de  fin.  P . co  tang.  P , & de  fin.  M . co-tang.  M , on 
écrit  refpeftivement  r.  co-fin.  P , r.  co-fin.  M , l’on  aura  la 
quatrième  analogie  fuivante. 

IV*  r : fin.  N ::  co-fin.  P : QO-fin. M,  & en  changeant  les 
dénominations  , r : fin.  M ::  co-fin.  B : co-fin.  N.  Mais 
parla  troifiéme  Inalogie  , co-tang.  M : Co-tang.  P fin  B 
: r , & par  l’analogie  1 1 , fin.  M : fin.  P ; ; r : fin.  H } 
donc  , en  multipliant  par  ordre  , fin.  M • co-tang.  M ; 
fin.  P • co-tang.  P ::  fin.  B ; fin.  H.  Si  à la  place  de  fin.  M x 
co-tang.  M & de  fin.  P • co-tang.  P,  on  écrit  relpeéli ventent 
r- co-un.  m y r • co-fin.  P , il  viendra  cd-fin.  M : co-fin.  P :: 
fin.  B : fin.  H.  Mais  l’analogie  I donne  r : co-fin.  M :: 
co-tang.  B : co-tang.  H ; donc  j en  multipliant  encore  par 
ordre , on  trouvera  r : co-fin. P ::  fin.  B • co-tang.  B : fin.Hx 
co-tang.  H , & par  une  fubfiitution  femblable  à celle  dont  nous 
Tenons  de  faire  üfage , 

V.  r : co-fin.  P ::  co-fin.  B : cofin.  H.  Mais  l’analogie  I 
donner  : co-fin.  M co-tang. B : cotang. H,  proportion  que 
j’appellerai  (j)*  Par  l’analogie  1 1 , on  a la  proportion  fuivante 
fin.  M : fin. P ::  r • fin.  H , proportion  que  je  défignerai  par 
(i).  L’analogie  10  donne  r : fin.  B ::  co-tang.  P : co-tang. M, 
Ou  fin.  B : r : : co-tang.  M ; co-tang.  P , & en  changeant  les 
dénominations  , fin.  P : r : : co-tang.  N : co-tang.  B.  Multi- 
pliant par  ordre  les  termes  de  cette  demiere  proportion  par 

“ ' .1  i.i.i — I . . I I I ■ I» 

» C'eR  celui  dans  lequel  fe  trouve  la  lettre  P* 

Tome  I4  1 i 
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ceux  des  proponionsa  & ^ , il  vient  fin.  l^:.co  fin.  M ::  rX 

co-tang.  N : lin.  H X co-tang.  H.  Mais  Im.  co-tang  =rx 

. r »*  co-tang.  M . r tr 

co-fin  , ou  co-lin.  M = i — 2 , & fin.  H X 

■ r 

CO  tang.  H ==  r-corlm..H  ; donc  en  fubftituant  ces  valeur», 
on  aura  . ^ 

VI.  r : co-tang.  M co-tang.  N : co-^fin.  H. 

• 194.  Les fixanalogies  que  nous  venons  de  trouver,&  quatre 
autres  dont  nous  avons  beloin,  & que' nous  avons  déduites  par 
le  changement  des  dénominations , font  les  fuivantes 

I.  r : CO  fin.  M ::  co-tang.  B ; co-:ang.  H , 

ou  co-fin.  M ■ r ::  co-tang.  H : co-tang.  B 

II.  r : fia.  H ::  fin.  M : fin.  P 

III.  /■  : fin.  B ::  co-tang.  P ; co-tang.  M 

IV.  r ; fin.  N ::  co-fin.  P : co-fin.M 

V.  r : co  fin.  B ::  co-fin.-P  : co  fin.  H 

VI.  r : co  tang.  M ::  co-tang.  N co-fin.  H 


VII.  r : co-fin.  N ::  co-tang.  P ; co-tang.  H 

VIII.  r : fin  H ::  fin.  N : fin.  B 

IX.  /•  ; fin.  P ::  co-tang.  B : co-tang.  N 

X.  r : fin.  M co-fin.  B : co-fin.  N 


19  f.  Etant  donné  dans  un  triangle  reélangle,  dont  les  câiés 
font  plus  pecits  qu’un  quart  de  cercle  & les  angles  fur  l’hypo- 
thenufe  aigus , outre  l’angle  droit  deux  autres  ebofes  quel- 
conques , c’ell-à-dire , ou  les  côtés  ou  les  angles  aigus , ou  un 
angle  avec  l’hypothénufe  , ou  un  angle  & un  côté  , ou 
l’hypothénufe  & un  côté  , on  trouvera  facilement  les  au- 
tres par  les  anal^ies  précédentes  , qu’on  peut  regarder 
comme  autant  de  Théorèmes.  Suppofons , par  exemple  , que 
dans  le  triangle  rcétangle  NMR  (lig.  1 3 j ) on  connoilTe  l’an- 
gle M , la  ba^  B ou  le  côté  adjacent , & qu’on  demande  l’hy- 
pothénufe , la  pruniere  analogie  nous  dit  que  le  rayon  eil  au 
co-finus  de  l’angle  M.,  comme  la  co-tangente  du  côté  qui  lui 
eft  adjacent  eft  a la  co-tangente  de  l’hypothénufc.  Je  cherche 
donc  dans  les  tables  le  co-finus  de  l’angle  M,  & la  co-tangente 
du  côté  B ou  de  l’arc  M R,  dont  le  nombre  des  degrés  eft  connu 
par  fuppofition  ; ainfi  je  connoîtrai  les  trois  premiers  termes 
de  la  I analogie,  & par  conféquent  je  trouverai  facilement  le 
quatrième.  Si  l’on  veut  employer  les  logarithmes  , on  ajou- 
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tèra  les  logarîtlimes  Jcs  moyens,  on  retranchera  le  logarithme 
du  tayon  , & l’on  aura  le  logarithme  de  la  co-tangente  de 
l’hypothénufe.  Ce  logarithme  étant  cherché  dans  les  tables 
dans  la  colonne  des  co-tangentes,fera  connoître  l’hypothénufe. 

156.  Si  quelque  côté  du  triangle  fphérique  étoit  plus  grand 
qu’un  quart  de  cercle  , au  lieu  de^c  triangle  on  refoudroit  le 
contigu , dont  les  côtés  & les  angles  fur  l’hypothénufe  valent 
moins  de  po  degrés  ( l9^).  Or  connoilTant  les  côtés  & les 
angles  de  ce  triangle  contigu  . il  fera  très-facile  de  connoître 
les  angles  & les  côtés 'du  triangle  propofé.  Mais , parce  que  le 
finus  d’un  angle  obtus  eft  le  même  que  celui  d’un  angle  aigu 
qui  eft  fon  fupplément  ; fi  ce  qu’on  cherche  eft  e.vprimé  par 
un  finus,  il  faudra  tâcher  de  connoître  (par  le lÿo)  û 
l’angle  ou  le  côté  cherché  eft  plus  petit  ou  plus  grand  que 
S’il  s’^it  d’un  angle  obtus  , fon  co  finus  doit  avoir  le 
figne  — aufli-bien  que  fa  tangente  Sc  fa  co-tangente  ; mais  il 
il  ne  peut  y avoir  de  cas  douteux  que  lorfquc  M & P font  don- 
nés, ou  bien  N &B.  Suppofons  les  plans  de  deux  demi-cer- 
cles MNm,  M R m (fig.  1 3 5. B)  inclinés  l’un  à l’autre,  &quife 
coupent  dans  la  ligne  M m ; fi  par  le  centre  C de  ces  demi- 
cercles  on  fait  palTer  le  plan  NCR  perpendiculaire  au  demi- 
cercle  M R tn  ,*  l’on  aura  deux  triangles  fphériques-reélaugles 
MNR,N  mR,qui  auront  chacun  un  angle  droitenR  les  angles 
M & w égaux  , & le  côté  N R = P commun.  Donc  étant 
donnés  M & P , on  ne  peut  pas  déterminer  B ou  H , c’eft- 
à'dire,  on  ne  peut  pas  favoir  fi  ce  qu’on  cherche  vaut  plus 
ou  moins  de  po°.  Mais  les  cas  douteux  n’ont  guère  lieu  dans 
la  pratique  de  raftronomie,où  l’on  n’emploie  dans  le  calcul  des 
triangles  rcftanglcs  que  des  arcs  moindres  que  90°  , parce 
que  quand  on  a des  arcs  plus  grands  , on  prend  leurs  fiipplc- 
mens  en  les  fuppofant  prolongés  jufqu’à  la  demi  ■ circonfé- 
rence. Commefi  (dans  la  fig.  1 3 5. B)  on  avoir  à calculerle  trian- 
gle reélangle  m N R , on  calculeroit  le  triangle  M N R par 
le  moyen  duquel  ayant  trouvé  MN,  pur  exemple,  àz  60’  , 
on  concluroit  que  N m , fupplément  de  M N , eft  de  iio’’. 

197.  Théorème.  Si  dans  un  triangle  jphènque  obliquanele 
MT  m (fig.  13Ô  & 137)  on  abaijfe  du  point  T le  côté  ou  tare 
T R perpendiculaire  au  côté  oppofé  M m , ce  côté  tombera  dans 
r angle  T==  AlTm,  /;  M & ta  font  tous  les  deux  aigus  ou  tous  les 
deux  obtus  ; mais  T R tombera  hors  de  l'angle  T , yî  L'un  det 
deux  angles  taefl  aigu  â’i’uutre  o^:«r.Confidérons  les  triaa- 
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gles  re£hin;;Ies  T M R & T m R qui  ont  le  côté  T R = P 
coninuui , lî  M eft  fuppofé  aigu , & m obtus  (fig.  1 3 6),  le  côté  P 
devroit  être  de  même  efpece  que  M ( ipo  );  & comme  il 
doit  aulU  être  de  même  efpece  que  l’angle  m qui  lui  eft  op- 
pofé  dans  le  triangle  T m R , il  feroit  à là  fois  plus  petit  & 
plus  grand  qu’un  quart  de  cercle  , ce  qui  étant  impoftlble , 
on  doit  conclure  que  M & tu  font  de  même  elpece  iorfque  P 
tombe  dans  l’angle  T.  Si  P (fig.  137  ) tombe  hors  de  l’angle 
T , & qu’on  fuppofc  M aigu  aufli  bien  que  T m M , Tm  R 
fera  obtus  , & P devroit  alors  être  à la  fois  plus  petit  & plus 
grand  qu’un  quart  de  cercle’, carP  doit  être  de  même  efpece  que 
Kl  dans  le  triangle  RTM,  & de  même  efpece  que  T m R dans 
le  triangle  T m R.  De  là  il  fuit  que  M & T n»  R font  de  même 
elpece;  donc  fi  M eft  aigu  , T m M,  fupplément  de  T wR, 
fera  obtus,  & réciproquement.  Donc  P tombera  hors  de  l’an- 

flcT,  fi  M&mlontde  différente  efpece  ; mais  il  tombera 
ans  l’angle  T , fi  M & /n  font  de  même  elpece. 
lÿS  ScHOLiE.  Lorfqiie  P tombe  dans  l’angle  T (fig.  1^6), 
le  triangle  obliquar^le  M T/n  refaite  de  l’addition  des  trian~ 
gles  reâangles  MTR,  /n  T R ; au  contraire  dans  le  cas  de 
la  fig.  137  ce  triangle  eft  la  dificrence  des  deux  triangles  rec- 
tangles dont  on  vient  de  parler.  Si  dans  le  triangle  reéfan- 
gle  T RM  ( fig.  136  & 137  ) nous  défignons  les  côtés  , l’hy- 
pothénufe  & les  angles  comme  ci-delTus  par  H,  B,  P , M,N, 
& que  dans  l’autre  triangle  T /«  R qui  a le  côté  T R , nous 
défignions  les  mêmes  quantités  par  h,b,P,m,n  (on  met 
P & non  pas  p,  parce  que  T R eft  le  même  pour  les  deux 
triangles  ) ; dans  le  premier  cas  dans  lequel  M & /r  font  tous 
les  deux  aigus,  ou  tous  les  deux  obtus,  T fera  = N-f-/t 
(fig.  138  ) , & M m=  B-|-ê.  Mais  lî  M &/«  Ibnt  de  dif- 
ferente efpece(fig.  139)  l’on  aura  T = N — /z,&M/n=B 
— b.  Donc  on  aura  toujours  T=N±/:,  &M/«  = B± 
J;  les  lignes  fupérieurs  ont  lieu  fi  M & m font  de  même  cC- 
pece , mais  on  employera  les  lignes  inferieurs  fi  M & m font 
d’elpece  différente.  Il  eft  aifi;  de  voir  que  N défigne  l’angle 
formé  par  les  arcs  H & P. 

199.  Problème.  Trouver  des  anaiogies  par  le  moyen  def- 
quelles  étant  données  dans  un  triangle  Jphérique  obtiquangle  , 
trois  de  Ces  fix  chofes , trois  angles  Ù trois  côtés  , on  puijfe 
trouver  les  autres.  Ayant  mené  le  côté  T R ( fig.  138  & 139) 
perpendiculairement  fur  le  côte  oppofé , prolongé  s’il  le  faut 
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on  appliquera  à chacun  des  triangles  re£iangles  rc£ïanglcs 
MT  R,  m TR  les  analogies  trouvées  ci  deiTus.  Par  l’analogie 
U l’on  auraR  : lin.  H : : lin.  .VI  : (in.  P *,&  R : lin.  A : : lin.  m : fin.  P. 
Donci  “ R -lin.  P = fin.  H • fin.  M = fin.  A • lin.  m j donc 
1.  fin.  H : fin.  h ::  fin.  m : fin.  M. 

Par  l’analogie  III  l’on  a R : fin.  B ::  co-tang.  P : Co  tang.  M , 
& R : fin.  b : : co-tang.  P : co-tang.  m ; donc  i ® R : co  -tang.  P 
::  fin.  B : co-tang.  M ::  fin.  6 ; co-tang.  m j donc  i". 

U.  fin.  B : fin.  A ::  co-tang.  M : co  tang.  m. 

Par  l’analogie  IV  l’on  a R : fin.  N ; : co-fin.  P : co-fîn.  M , 
& R:fin.  n co-lin. P : co-fin. /nj  donc  R : co  fin.P  ;;  fin.  N i 
co-lin.  M ::  fin.  n : co-fin.  m , & par  conféquent 

III.  fin.  N : fin.  n ::  co-fin.  M ; co-fin.  m. 

Donc  componendo,  (fin.  N -|-  fin.  n)  : (co-fin. M -|-  co-fin.  ni) 
fin.  N : fin.  «,  & dividtndo  (fin.  N — fin.  n)  : (co-fin.  M 
— co-fin.  m ) : fin.  N : fin.  n ; & partant  ( fin.  N fin./z  ) : 
( co-fin.  M co-lin.  m)  ::  ( fin.  N — fin. n ) : ( co-fin. M — 
co-fin.  m),  ou  (fin.  N -|-  fin.  n)  : (fin.  N — fin.  n)  ::  (co-fin.  M 
co-fin. m)  : (co-fin.M — co-fin.  m).  Mais  ( félon  ce  qu’on 
a dit  ci-delTusn’.  138)  l’on  a les  proportions  (fin.  N-f- 

fin.  zz  ) : (fin.  N — fin.  zz)  : : tang.  . _. , 

( co-fin.  M -j-  co-fin.  zzz  ) : ( co-fin.  M — co  - fin.  m ) 

^M-f-zzz\  — 'w  \ 

co-tang.  I — - — 1 : tang.  I — - — I , ou  en  défignant 

les  complcmens  de  M & de  zzz  par  c M & c zzz , f co  fin.  M -f- 
co-fin.  zzz  ) : ( co-lin.  M — co-fin.  zzz  ) : : tang.  (-jcM-f-Jczzz) 
: tang.  ( -j  c M — j cm).-  L’on  a donc  l’analogie  fuivante 

IV.  tang.  (iN-Hi-  zz)  : tang.  (i  N— -f  zz)::  tang.  (^  c M 
X c zzz  ) : tang.  (-J-  cM  — j cm).  Mais  parce  que  a , b ^ 

f,  P , étant  des  angles  ou  des  arcs  , on  a tang.  b : tang.  a :: 
Co-tang.  a ; co  tang.  b , & tang.  f : tang.  g : : co  tang.  g ; 
co-tang./',  on  aura,  en  fublïituant  les  co-tangentes  aux  tan- 
gentes dans  la  proportion  précédente , co-tang.  ( -j  N — x*^)' 
co  - tang.  (xN-|--rzz)  ::  co  - tang.  (fcM  — î-ezzt): 
co-tang.  (x  c M-j--xczzz),  ou  co-tang.  ( | c M -+-x  c zzz  I : 
co-tang.  (-fcM  — X c m ) ::  co  - tang.  (xN-^x'»)* 
co-tang  (xN  — T'*)*  Bell  bon  de  retenir  cette  formule , 


:«ng.  (^-)  » 


* Nous  dérignons  ici  le  Anus  total  ou  le  rayon  pat  R « au  üeu  que 
BOUS  Tavons  déligné  par  r dans  l’analogie  1 1. 
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dont  nous  ferons  nfage  dans  la  première  table  fuivantd.  Si  l’on 
connoît  N + « , on  connoîtra  par  les  tables,  co  tang.  (f  N-|- 
) , & le  quatrième  terme  de  la  proportion,  dont  je 
(uppofe  les  trois  premiers  connus , fera  trouver  la  derai-dif-i- 
férence  des  angles  N & Ajoutant  cette  demi  différence  1 
leur  derai-fomme  , l’on  aura  le  plus  grand  angle  que  je  fup- 
pofe  être  N ; retranchant  la  même  demi-diffcrcncc  de  la  demi- 
fomme,  l’on  aura  le  plus  petit  angle  que  je  fuppofe  = n.  Si 
l’on  connoilToit-N  — n,avec  m &M,  le  troificme  terme  delà 
proportion  feroit  le  terme  cherché.  L’ayant  trouvé,  ou  aurolt 
facilement  N & /?. 

D’un  autre  côté  l’analogicVdonneRtco-fîn.P  ::  co-fin.  B : 
co-fin.  H , & R : co-fin.  P : ; co-fin.  B ; cosfin.  k,  & de  là  l’on 
tire  aifément 

V.  co-fin. B : enfin.  B ::  co-fin. H :•  co-fin.  B. 

Piiilquc  co-fin. B "t  co-fin.  5 ::  co-fin. H : co-fin.  A,  l’on 
aura  ( co-fin.  B -f-  cofin.  B)  : ( co-fin.  B — co-fin. A)  :: 
(co-fin  H -j- co-fin.  fij  : (co-fin.  H — co-fin. /r).  Mais  (co-Cn.  B 
-|- co-fin.  i)  : (co-fin.  B — co-fin.  é)  ::  tang.  s 

tang  (7  c B — icB) , & (co-fin.  H co-fin.  h ) : (co-fin.  H 
— co-iin.  h)  ::  tang.fÿ  cH  fe  A)  : tang.  (tcH  — jch) 
ainfi  l’on  aranalogiefîilvante. 

. VI.  t.'tng.  (--i  c B -f- f f f ) : tang.  (jcB  — 
tang.  ( X cH-[— • ^^ng.  (tcH  — f c A) , ou  co-tang.  (f  cH 
-f-tcA)  tco-t,ing.‘(icH— -f  cA)  ::  co-:ang.  (f  c B ,-j-TcA  ): 
co-tang.  ( f c B — i ch). 

Enfin  , de  l’analogie  VII,  on  tire  R : co-fin.  N ::  co-iang.P: 
co-tang.  H , ouR:co-tang.  P : co-fin.  N : co-tang.H.&R  : 
co-tang.  P co-fin./:  : co-tang.  A;  donc 

VII  co-fin.  N : co-fin. n ::  co-tang.  H : co-tang.  A. 

îoo.  Ces  f;pt  analogies  conticrinent  la  folution  du  Problème 
propofé.  Suppofonsque  ce  que  l’on  cherche,  angle  ou  côté,  cft 
délïgné  par  Q,  ce  qui  eft  oppofé  à la  chofe  cherchée  côté  ou 
angle  par  T , les  chofes  adjacentes  dé  part  Si  d’autre  de  ce  que 
l’on  cherche , de  maniéré  que  ce  que  l’on  cherche  angle  ou  coté 
fôit  compris  entr’elles  par  K & A,  & les  chofes  entre  Iffiquelles 
eft  compris  ce  qui  eft  oppofé  à ce  l’on  cherche  par  V Si  p ^ en 
mettant  les  lettres  majulcnles  d’un  côté , Si  les  petites  lettres 
de  l’autre  ;.de  maniéré  que  P & .K  foient  contigus  l’un  à l’autre, 
àuITl-bicn  que  p Si  k , on  aura  cinq  lettres  K , P , k , p „T  , 
dont  trois  mai  quaront.  dans  chaque  cas  les  trois  chofes  do.anéw, 
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Q étant  toujourt  ce  cjue  l’on  cherche..  Les  lettres  K , t & P , /> 
peuvent  être iTiifes  les  unes  pour  les;  autres,  fans  icprélcntcc 
«les  cairéellernent  différens , ptr  exemple , le  cas  K i’  P h eft  pas  • 
réellement  différent  du  cas  repréfenté  par  K fc  p , parce  4u’il 
importe  peu  de  quel  côté  on  écrive  les  IcttrcsK,^  & P,p;  pourvu 
que  l’on  conferve  le  refte  de  l’ordre'.  Par  la  même  raifon  la 
wmbinaifon  Kp  T eft  cenfée  la  même  que  iP  T.  Cela  pofé 
il  eft  facile  de  voir  que  tous  les  cas  poflibles  fe  rcduifent  aux  . 
fi*  fiiivans.  I;  KiP  ouâtK  p , H.  KtT ou  iKX  ,111.  Kl’p  ou  KpP  , 
IV.KPTouJtpT,  V.KpTou^PT,  Vl.PpToupPT. 
JVIais  parce  que  la  chofe  cherchée  Q peut  être  uii  angle  ou  un 
côté , il  y a en  tout  douze  queftions  à réfoudrft.  ’ f 

. Si  onjcherche  un  côté,  & que  T(chqfe  oppoféeà  ce  qu’on^ 
cherche)!  foit  connu , fuppofez  que-Q  eft  h ( dans  les  fig.  138 
& IJ9  ) « & que  T eft  M.  Mais  fi  ^us  cherchez  un  angle  ; 
fuppofez: que  Qeft  M,  & que  T eft  h.  Mais  fi  T n’eft  pas^ 
‘donné  , ^ qu’on  cherche  un  côté,  fuppofez  que  ce  côté  eft  re- 
préfenté par  B é,  & que  l’angle  cherché  eft = N Ayant 

enfuitc  marqué  (dans  les  figures ‘138  j & 13^)  les  autres 
chofes  qui  font  cenfées  données  , j’ai  joint  ici  deux  tables, 
par  le  nvbyen  defquelles  on  peut  répondre  aux  douze  queftipns_. 
dont  "on  a befoin  dans  la  réfolution  des  triangles  fphétiques- 
pblique-angies.  Si  l’on  cherche  un  côté , on  fera  ufage  de  la  pre-_ 
miere  table  , ■&  de  la  féconde  lorfqu’on  cherchera  un  angle. 
Au  refté  dans  ces-tables  nous  avons  défigné  le  finus  par  fin  , 
le  cofiniis  par  cof,  la  cotangente  par. cot  : ainfi  cot.  M exprime 
la  cotaegente  de  l’angle  M , cof.  H le  cofinus  de  1 arc  H , ; 

. / , T - l • . - 
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zot.  L’afagede  ces  tables  eft  i^cile  à compreiufre.  Suppo* 
lions  que  dans  un  triangle  M N m on  connolilè  les  angles 
’tn  , tu  , le  côté  oppofé  à l'angle  m & qu’on  demande 
I le  côté  h oppofé  i l'angle  M , la  première  analogie  de 
-la  première  table  vous  dit  que  le  (inus  de  l’angle  m e(l  à celui 
-'de  l’angle  M , comme  le  finus  de  l’arc  H oppom  d l’angle  m eft 
îau  finus  de  l’arc  ou  du  côté  A cherché»  Mais  ce  même  finus  pou- 
vant appartenir  à un  arc  plus*  petit  qu’un  quart  de  cercle  ou  à 
j^fon  fupplément,  on  ne  peut  s’alTurer  par  cette  réglé  fi  A eft 
plus  grand  ou  moindre  qu'un  quart  de  cercle.  Ici  K reprélènte 
d’angle  T «M,  l’angle  m T M étant- repréfenté  par  A , cet 
, angle  dans  la  fig.  139  eft  une  des  efiofes  entre  lel^uelles 
eft  compris  le  , côté  ou  l’arc  h cherché  Mais  M eft  compris 
entre  le  côté  H & le  côté^B;.ainfi  pou  P efl  ici  repréfenté 
i-par  H.  A l’égard  de  T ou  de  la  ebofe  oppofée  à ce  qu’on 
'cherche  , il  eft  vifible  que  c’eft  l’angle  M oppofé  au  côté 
h cherché /;.. . ■ . 4"' 

Suppolbns  maintenant  qu’étant  donné  le  cô|té  H , la  ba(è 
;;M/n  — félon  que  le  côté  NR  tombe  en  dehors  ou  en 

1 dedans  de  l’angle  MT  m,  ou  félon  que  les  angles  M & /n  font 
Itous  les  deuitde  différente. ou  de  même  efpccc(i^7))  l’angle 
jM , & qu’on  cherche  h c’eû-à-dirê.  le  côté  oppofé  à l’angle  M. 
î Or  l’angle  M eft  compris  entre  H & M 'n\  ainfi  H & Bzni 
’ repréfentent  ici  P & p.  L’analogie  co-fin  M : r co-tang.  H: 

' co-tang.  B fera  évidemment  trouver  la  valeur  de  B;  B étant 
, connu  , h le  fera  aufli , puifiju’on  connoît  B A ( par  fuppo- 
■ fition  ).' C’eft  pourquoi  par  la  fécondé  analogie  (qui  eft  a la 
droite  de  celle  dont  nous  venons  de  parler)  co-fin.  B : co-(in.  h 
f CO  fin.  H : co-fin.  k , on  trouvera  la  valeur  de  h. 

r Au  tefte  on  peutfe  difpenfer  de  faire  attention  à la  première 
> colonne  de  chaque  table;  fuppofons,  par  exemplt  , qu’étant 
donné  le  côté  H adjacent  à l’angle  M avec  les  deux  angles 
-M  & m qui  comprennent  le  côté  Mm  auquel  eft  oppofé  l’angle 
N rp  n cherché.  Les  données  H,  m,  M fé  trouvent  au  bas 
,de  la  fécondé  colonne  de  la  féconde  table  , & i côté  dans 
• la  troifiéme  colonne  je  trouw  . E’aiialogie  cot.  M 

r : : cof.  H ; cot.  N me  fait  trouver  N.  L’analogie  ( qui 
eft  à côté  ) çQ^f.  M : cof.  m ::  fin.  N : fin.  n me  fera  con- 
« noître  n , pourvu  que  je  fachet.  fi  n eltun  angle  aigu  ou 
obtus.  Donc  je  trouverai  ÊKiletoent  Nzpa,  le  figne  fupé- 
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rieur  aura  lieu  fi  M & ot  font  d’eipece  differente  , & le  figne 
infe'ricur,  fi  M & m font  de  même  efpeçe. 

loi.  Cependant  on  ne  peut  pas  toujours  s’allûrer  par  le 
moyen  des  réglés  précédentes  fi  le  côté  Ou  l’angle  cherché  eft 
plus  grand  ou  moindre  que  30°.  Car  fuppofons  que  le  plan 
du  demi-cercle  A N B é tig.  40  ) eft  oblique  à celui  du  demi- 
cercle  AD  B & que  du  centre  C de  la  Iphere  avec  le  rayon 
Ç”.  on  décrive  l’arc  N R perpendiculaire  au  plan  du  demi- 
cercle  A D B , qu’on  décrive  de  même  , en  prenant  R D =» 
RE,  les  arcs  N D , N E , il  eft  vifible  que  les  triangles  (phé- 
riques  reéfcingles  NRD,  NRE  ayant  les  côtés  qui  com- 
prennent l’angle  droit  égaux,  font  égaux  *.  Donc  les  angles 
N D R , N Eli  font  teaux  entr’eux  auffi-Bien  que  leurs  lup- 
plémcnt  NDA  , NE  B.  C’eft  pourquoi  l’on  peut  former 
deux  triangles  Iphériques  obliquangles  différens  NDA, 
N EB  dans  lelquels  les  angles  A & B foient  égaux  entr’eux 
aufli  bien  que  les  côtés  ND,  NE  qui  leur  font  oppofés,&  les 
angles  NDA  &NEB.  De  là  il  fuit  i*’.  qu’étant  donnés  deux 
angles  ADN,  & Je  côté  N D adjacent  à l’un  de  ces  an  - 
glcs  , le  triangle  n’eft  pas  déterminé  ; puifque  deux  triangles 
différens  peuvent  avoir  ces  trois  chofes  égales,  i ° Deux  cô- 
tés donnés  NA,  N D & l’angle  A non  compris  entre  ces 
côtés  ne  déterminent  pas  non  plus  un  triangle  fphériqueNADi 
puifque  le  triangle  N A E a ces  trois  mêmes  chofes  égales. 

De-la  il  fuit  que  toutes  les  fois  que  par  le  moyen  de  deux 
angles  & d’un  côté  qui  n’eft  pas  compris  entre  ces  angles , 
on  cherche  un  côté  ou  un  angle,  on  ne  peut  s’alTurer  fi  ce 
que  l’on  a trouvé  vaut  plus  ou  moins  de  30".  De  forte  qu’é- 
tant donnés  ilyade  l’ambiguité,  à moins  qu’on 

ne  fâche  d’ailleurs  fi  le  côté  ou  l’angle  cherché  eft  aigu  ou 
obtus.  Il  y aura  auffî  la  même  ambiguité  , lorfqu’on  cher- 
chera un  angle  ou  un  côté  par  le  moyen  des  trois  données 
H , A , M , c’eft-à-dire,  par  le  moyen  de  deux  côtés  & d’un 
angle  qui  ne  fera  pas  compris  entre 'ces  côtés.  Ainfi  dans 
te  premier  cas  de  la  fécondé  table  on  ne  fait  pas  fi  l’angle 

* Si  dans  deux  triangles  reftangles  , dont  les  côtés  qui  comprennent 
l'angle  droit  font  Aippofés  égaux  , on  conçoit  les  côtés  qui  comprennent 
l’angle  droit  de  l’un  appliqués  Jut  ceui}  qui  comprennent  l’angle 
droit  de  l’autre  , il  eft  vifible  que  ces  côtés  fe  confondront  auifi- 
bien  que  les.deux  hypothénufes , & que  ces  triangles  ne  formeront  qu’ua 
feul  & meme  triangle  ; de  forte  qu'ils  font  égaux  en  tout. 
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cherché  m eft  aigu  ou  obtus  j parce  que  le  même  fions  peut 
apputenir  à deux  angles  dliferens , fiipplémens  l’an  de  l’autre. 

Dans  le  cinquième  cas  de  la  même  table  l’ambiguité  cou- 
fille  en  ce  qu’on  n’a  pas  plus  de  raifon  pour  prendre  la  Tomme, 
que  la  difierence  des  angles  N&  n.  Dans  le  cinquième  cas  de 
la  première  table  on  ne  lait  pas  non  plus  fi  Ton  doit  prendre 
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